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Je  weiter  die  theoretische  Physik  sich  entwickelt,  und  je  ge- 
waltiger die  Werke  anschwellen,  welche  einzelne  Teile  derselben 
erschöpfend  zu  behandeln  bestrebt  sind,  um  so  gebieterischer  stellt 
sich  das  Bedürfnis  nach  einer  kurzen  zusammenfassenden  Darstellung 
der  gewonnenen  Resultate  heraus,  welche  dem  Lernenden  nach  Bewäl- 
tigung  einiger  Spezialgebiete  einen  Uberblick  über  die  gesamte  Dis- 
ziplin zu  erwerben  gestattet  Eine  solche  Darstellung,  die,  wenn  sie 
die  Kürze  nicht  auf  Kosten  der  Strenge  und  Vollständigkeit  erzielt, 
auch  dem  reifen  Forscher  willkommen  sein  dürfte,  fehlte  bisher 
in  der  deutschen  Litteratur;  das  vorliegende  Werk  sucht  diese  Lücke, 
die  ich  in  meiner  Lehrthätigkeit  häutig  empfunden  habe,  auszu- 
füllen. 

Was  dem  Lernenden  die  Gewinnung  eines  umfassenden  Stand- 
punktes auf  Grund  der  vorhegenden  Handbücher  erschwert,  sind  nach 
meiner  Ansicht  nur  zum  geringeren  Teile  die  Schwierigkeiten  der  all- 
gemeinen Theorieen,  zum  größeren  die  umständlichen  mathematischen 
Kntwickelungen,  welche  zur  Durchführung  spezieller  Probleme  nötig 
sind  und  häufig  die  allgemeinen  physikalischen  Überlegungen  auf  lange 
Zeit  fremdartig  unterbrechen,  ohne  immer  zu  Resultaten  von  wirk- 
lich physikalischem  Interesse  zu  führen. 

Da  nun  das  Verständnis  der  Grundlehren  der  theoretischen 
Physik  bis  zu  einem  gewissen  Grade  von  der  Fähigkeit,  spezielle 
Probleme  analytisch  zu  bewältigen,  unabhängig  ist,  so  habe  ich  ge- 
meint, die  zur  Ermöglichung  eines  Uberblicks  erforderliche  Kürze 
der  Darstellung  in  erster  Linie  dadurch  erzielen  zu  müssen,  datt 
ich  auf  alle  Anwendungen  der  Theorie  von  speziellem  und  beson- 
ders von  spezifisch  mathematischem  Charakter  verzichtete.  Die 
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Möglichkeit  ihrer  Lösung  und  der  Weg  zu  ihrer  Durchführung  ist 
zwar  häutig  angedeutet;  ausführliche  Behandlung  haben  aber  nur 
Probleme  von  allgemeiner  physikalischer  Bedeutung  gefunden. 

Bezüglich  der  hierbei  inne  zu  haltenden  Grenze  war  ein  Schein 
von  Willkür  mitunter  nicht  ganz  zu  vermeiden. 

Daß  spezielle  Probleme,  welche  selbst  wieder  zu  einer  aus- 
gedehnten Theorie  Veranlassung  geben  und  daneben  höchste  prak- 
tische Bedeutung  besitzen,  wie  die  Fälle  der  Platten  und  der  Stäbe 
in  der  Elasticitätslehre,  behandelt  sind,  wird  allerdings  nicht  be- 
anstandet werden.  Dagegen  wird  man  vielleicht  die  Entwickelung  der- 
jenigen allgemeinen  Integrationsmethoden,  welche  Analoga  zu  den 
GREEN'schen  Funktionen  verwenden,  als  dem  oben  gegebenen  Pro- 
gramme entgegen  ansehen,  während  ich  sie  um  der  Aufklärung  willen, 
die  sie  über  den  Anteil  der  einzelnen  Volumen-  und  Oberflächen- 
elemente an  dem  Zustandekommen  einer  Erscheinung  liefern,  für 
physikalisch  interessant  halte.  Ebenso  könnte  man  etwa  die  in  der 
Hydrodynamik  und  Optik,  der  Elasticitäts-  und  Elektricitätalehre 
besprochenen  Reflexionserscheinungen  beim  Vorhandensein  ebener 
Grenzflächen  als  aus  dem  Rahmen  des  Buches  fallend  betrachten, 
während  ich  sie  zur  Verdeutlichung  der  Vorgänge,  welche  in  den 
allgemeineren  Fällen  an  jedem  Oberflächenelement  stattfinden,  auf- 
genommen habe.  Und  so  darf  ich  auch  versichern,  daß  in  anderen 
vielleicht  strittigen  Fällen  für  die  Entscheidung  jederzeit  ähnliche 
allgemeine  Erwägungen  maßgebend  gewesen  sind. 

Der  Verzicht  auf  die  Behandlung  spezieller  Fälle  hat  manche 
Vorteile  zur  Folge  gehabt  Nicht  nur  rücken  zusammengehörige 
theoretische  Entwickelungen  dichter  zusammen,  treten  die  allgemeinen 
Gesetze  und  die  Beziehungen  verschiedener  Gebiete  zu  einander 
schärfer  hervor,  es  wird  auch  eine  sonst  vielfach  merkliche  Ungleich- 
formigkeit  beseitigt,  welche  daraus  fließt,  daß  Gebiete,  die  sich  ana- 
lytisch einfach  darstellen,  unabhängig  von  dem  wirklichen  physika- 
lischen Interesse  durch  die  Breite  der  Behandlung  und  die  Zahl  der 
durchgeführten  Einzelprobleme  ein  Übergewicht  über  diejenigen  er- 
halten, welche  der  Analysis  größere  Schwierigkeiten  bieten.  Diese 
Vorteile  dürften  in  dem  vorliegenden  ersten  Bande  besonders  in 
dem  dritten,  die  Wärmelehre  umfassenden  Teile  hervortreten,  der 
unter  Einwirkung  des  gesteckten  Zieles  umfassender  Darstellung 
eine  gegenüber  der  sonst  gegebenen  sehr  abweichende  Gestalt  er- 
halten hat.  Beispielsweise  stellt  sich  in  demselben  die  meist  als 
selbständiges  Kapitel  breit  behandelte  Wärmeleitung  als  ein  spezieller 
Fall  der  allgemeinen,  nicht  umkehrbaren  Zustandsänderungen  dar, 
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und  die  thermisch-chemischen  Umsetzungen  schließen  sich  den  ther- 
misch-mechanischen eng  an. 

Auch  die  Mechanik  hat  unter  dem  Einflüsse  der  allgemeinen 
Tendenz  des  Buches  eine  absonderliche  Gestalt  gewonnen.  Jene 
speziellen  Gebiete,  welche  wegen  der  Einfachheit  der  physikalischen 
Grundlagen  bereits  fast  zu  einer  Domäne  der  Mathematik  geworden 
sind,  insbesondere  die  Mechanik  starrer  Körper  und  idealer  Flüssig- 
keiten, sind  überaus  kurz  behandelt;  dagegen  nehmen  einen  be- 
trächtlichen Raum  die  mechanischen  Theorieen  anderer  Ge- 
biete der  Physik  ein,  die  ich  in  diesen  Teil,  gewissermaßen  als 
spezielle  Probleme  der  allgemeinen "(  Mechanik,  aufgenommen  habe, 
um  in  jenen  Gebieten  die  Grundgesetze  später  frei  tou  speziellen 
Vorstellungen  allein  aus  den  Resultaten  der  Beobachtung  entwickeln 
zu  können.  Beanspruchen  auch  manche  dieser  Theorieen,  wie  z.  B. 
die  hydrodynamischen  der  Wärme-  und  Elektricitätsbewegung,  nichts 
anderes  zu  sein,  als  mechanische  Analogieen  zu  den  behandelten 
Vorgängen,  so  sind  sie  doch  zur  Veranschaulichung  derselben  so  nütz- 
jich,  daß  sie  nicht  fehlen  durften. 

Die  Theorieen  exakter  Beobachtungsmethoden  sind  nach  der 
Gesamtdisposition,  als  zu  speziell,  im  allgemeinen  bei  Seite  gelassen; 
indessen  ist  doch  häufig  Gelegenheit  genommen,  auf  Beobachtungs- 
methoden und  ihre  Resultate,  soweit  sie  prinzipielle  Bedeutung 
besitzen,  hinzuweisen. 

In  der  Einleitung  habe  ich  die  Frage  der  physikalischen  Ein- 
heiten und  Dimensionen  etwas  ausführlicher  behandelt,  als  gewöhn- 
lich geschieht,  weil  ich  gefunden  habe,  daß  die  allgemeinen  Grund- 
lagen für  das  numerische  Rechnen  in  der  Physik  keineswegs  überall 
so  klar  erfaßt  werden,  als  wünschenswert  ist. 

Obgleich  das  Hauptziel  meiner  Arbeit  nur  die  zusammenfassende 
Darstellung  bereits  bekannter  Resultate  war,  so  hat  doch  die  eigen- 
artige Gestaltung  des  Buches  nicht  selten  die  Einfügung  eigner 
neuer  Untersuchungen  nötig  gemacht,  bestimmt,  bald  spezielle  Re- 
sultate zu  verallgemeinern,  bald  nähere  Verbindungen  zwischen  Ver- 
schiedenartigem herzustellen.  Der  Kundige  wird  diese  Stücke  leicht 
erkennen.  — 

Während  des  Druckes  dieses  Bandes  sind  die  „Elemente  der  theore- 
tischen Physik",  von  Herrn  C.Christiansen  (Leipzig  1894)  erschienen, 
die  in  mancher  Hinsicht  dasselbe  erstreben,  wie  das  vorliegende  Buch. 
Indessen  erreicht  der  Verfasser  das  Ziel  einer  kurzen  Ubersicht  fast 
auf  dem  entgegengesetzten  Wege,  wie  ich,  nämlich  wesentlich  durch 
Beschränkung  der  Anzahl  der  behandelten  Gebiete,  während  er  eine 
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große  Menge  spezieller  Probleme  durchführt.  Charakteristisch  ist, 
daß  bei  ihm  die  Eigenschaften  der  Krystalle  nur  in  der  Optik  erwähnt 
werden,  während  sie  in  meiner  Darstellung,  ihrer  großen  prinzipiellen 
Bedeutung  entsprechend,  in  allen  Gebieten  ausführlichst  behandelt 
sind,  so  daß  die  isotropen  Körper  oft  nur  die  Stellung  spezieller  Fälle 
einnehmen. 

Was  die  äußere  Form  des  Buches  anlangt,  so  bin  ich  Herrn 
Dr.  Pockels  für  vielfältige  Hilfe  bei  der  Schlußredaktion,  sowie  für 
die  Aufstellung  der  Literaturnachweise  zu  großem  Danke  verpflichtet. 
Letztere,  die  an  das  Ende  der  einzelnen  Teile  gestellt  sind,  sollen 
Aufschluß  darüber  geben,  wo  sich  neue  Begriffe  und  allgemeine  Sätze 
zum  ersten  Male  finden;  sie  beziehen  sich  aber  nur  in  seltenen  Fällen 
auf  die  Form  der  Entwickelung,  die  für  die  speziellen  Zwecke  des 
Buches  oft  stark  verändert  und  nach  Möglichkeit  vereinfacht  ist.  Von 
Handbüchern  ist  nur  eine  Auswahl  der  neueren  angeführt. 

Korrekturen  haben  die  Herren  Prof.  Riecke,  Dr.  Pockels  und 
Dr.  Brodmann  gelesen,  und  ich  darf  hoffen,  daß  bei  so  vielfacher 
Prüfung  der  Satz  von  wesentlichen  Fehlern  frei  sein  wird. 

Zu  besonderem  Dank  bin  ich  dem  Herrn  Verleger  dafür  ver- 
pflichtet, daß  er  nicht  die  neue  Satzweise  für  die  Formeln  gewählt 
hat,  welche  auch  den  kompliziertesten  Ausdruck  in  eine  Zeile  zu 
zwängen  sucht.  Selbst  wenn  durch  jene  der  Preis  eines  Buches  um 
eine  Kleinigkeit  herabgedrückt  wird,  halte  ich  diese  Neuerung  für 
sehr  wenig  glücklich;  wo  man  sonst  den  Aufbau  einer  Gleichung 
mit  einem  Blick  übersah,  muß  man  jetzt  zuvor  ein  System  von 
Klammern  entwirren,  was  einen  unnötigen  Aufwand  an  Zeit  und 
Aufmerksamkeit  erfordert.  Ich  glaube,  es  ist  nützlich,  diese  Ansicht 
einmal  nachdrücklich  auszusprechen. 

Göttingeu,  im  September  1894. 

W.  Voigt. 
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EINLEITUNG. 


Physikalische  Gesetze  und  Konstanten,  Einheiten 

und  Dimensionen. 


Bei  der  Erschließung  neuer  Gebiete  der  Physik  sind  zwei 
Stufen  der  Entwicklung  jederzeit  zu  unterscheiden.  Auf  der  ersten, 
der  Vorstufe,  handelt  es  sich  um  die  Erforschung  der  Qualität 
der  beobachteten  Erscheinungen,  um  ihre  Unterscheidung  von  ver- 
wandten oder  fremden,  um  die  Feststellung  der  Umstände,  unter 
denen  sie  eintreten  oder  nicht  eintreten,  sich  wandeln  oder  un- 
geäudert  bleiben.  Auf  der  zweiten,  der  Hauptstufe,  mit  deren 
Erreichung  das  Gebiet  erst  als  der  exakten  Wissenschaft  gewonnen 
zu  betrachten  ist,  gilt  es  die  Quantität  der  Veränderungen  fest- 
zustellen, deren  Summe  die  beobachtete  Erscheinung  ausmacht,  und 
zahlenmäßige  Relationen  zwischen  ihrer  Große  und  derjenigen  der 
die  Erscheinung  bedingenden  Umstände  zu  gewinnen.  Die  ge- 
fundenen Beziehungen  werden  mit  oder  ohne  Mitwirkung  theore- 
tischer Betrachtungen  in  mathematische  Formeln  gefaßt  und  ge- 
stalten sich  dadurch  zu  physikalischen  Gesetzen. 

Je  nach  den  Gebieten,  denen  die  behandelten  Erscheinungen 
angehören,  haben  diese  Gesetze  wesentlich  verschiedene  Formen. 
In  einigen  Gebieten  ist  es  möglich  gewesen,  geschlossene  Aus- 
drücke zu  finden,  welche  innerhalb  des  ganzen,  der  Beobachtung 
zugänglichen  Größenbereichs  der  Variabein  die  Beobachtungen  an- 
scheinend vollkommen  darstellen;  von  solcher  Art  sind  u.  a.  das 
NEWTON'sche  Gesetz  der  Gravitation,  das  FREsNEL'sche  Gesetz  der 
Doppelbrechung,  das  XEUHANVsche  Gesetz  für  die  Wechselwirkung 
zweier  Stromkreise.  In  anderen  Gebieten  muß  man  sich  mit  dem 
Ansatz  unendlicher  Reihen  begnügen  und  die  Beobachtung  ent- 
scheiden lassen,  eine  wie  große  Zahl  von  Gliedern  zur  befriedigenden 
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Wiedergabe  der  Thatsachen  nötig  ist;  dies  geschieht  u.  a.  bei  der 
Darstellung  der  Erscheinungen  der  Elasticität,  der  Farbenzerstreuung, 
der  thermischen  Dilatation.  In  einzelnen  Fällen  gewinnt  man  aller- 
dings eine  für  die  Praxis  genügende  Genauigkeit  schon  bei  Be- 
schränkung auf  die  ersten  Reihenglieder,  indesen  darf  dies  nicht 
darüber  täuschen,  daß  das  betreffende  physikalische  Gesetz  allgemein 
zu  erkennen  und  in  einen  geschlossenen  Ausdruck  zu  fassen  bisher 
noch  nicht  gelungen  ist. 

Die  Parameter  der  mathematisch  formulierten  physikalischen 
Gesetze  sind  die  physikalischen  Konstanten. 

Von  ihnen  sind  zwei  Arten  zu  unterscheiden:  universelle, 
die  mit  gleichem  Zahlwert  in  Geltung  bleiben,  wenn  das  betreffende 
Naturgesetz  auf  verschiedene  ihm  unterworfene  Körper  angewandt 
wird,  und  die  daher  ein  für  allemal  angebbar  sind  —  und  indivi- 
duelle, welche  von  der  Art  dieser  Körper  abhängen  und  demnach 
für  eine  jede  Substanz  einzeln  bestimmt  werden  müssen.  Die  Be- 
schleunigung durch  die  Schwere  an  irgend  einer  Stelle  der  Erd- 
oberfläche ist  in  diesem  Sinne  eine  universelle  Konstante,  der 
elastische  Dehnungswiderstand  eines  Stabes,  eine  der  Substanz  des- 
selben individuelle;  die  Oberflächenspannung  in  der  Grenze  zweier 
Flüssigkeiten  ist  dieser  bestimmten  Kombination  eigen- 
tümlich. 

Mit  der  mathematischen  Formulierung  des  physikalischen  Ge- 
setzes und  der  zahlenmäßigen  Bestimmung  seiner  Konstanten  ist 
die  Erforschung  eines  Erscheinungsgebietes  zu  einem  gewissen  Ab- 
schluß gelangt,  die  Herrschaft  über  dasselbe  gewonnen.  — 

Die  erste  Vorbedingung  für  die  Erreichung  dieses  Zieles  ist 
die  Entdeckung  einer  Methode  zum  zahlenmäßigen  Ausdrücken  oder 
Messen  der  betreffenden  physikalischen  Erscheinungen. 

Unter  der  Messung  einer  Größe  F  versteht  man  ihre  Ver- 
gleichung  mit  einer  als  Einheit  gewählten  Normalgröße  ©  derselben 
Art;  ihr  Verhältnis  zu  dieser,  nämlich 


heißt  ihr  Zahl  wert  oder  ihre  Zahlgröße;  die  physikalischen 
Gesetze  sind  daher  Gleichungen  zwischen  den  Zahlwerten  ver- 
schiedener physikalischer  Größen. 

Die  vorstehende  Definition  führt  sogleich  zu  dem  Satz: 

Der  Zahlwert  einer  Größe  ist  der  gewählten  Einheit 
indirekt  proportional. 
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Normalgrößen  oder  Etalons,  welche  geeignet  sein  sollen,  als 
Einheiten  für  die  bezügliche  Größenart  zu  dienen,  müssen  sich  ent- 
weder unveränderlich  aufbewahren  oder  aber  jederzeit  in  derselben 
Größe  wieder  herstellen  oder  auf  dieselbe  Größe  zurückführen 
lassen;  sie  müssen  außerdem  eine  genaue  Beobachtung  und  dadurch 
eine  scharfe  Yergleichung  mit  den  auszumessenden  gleichartigen 
Größen  gestatten. 

Etalons  dieser  Art  bietet  uns  in  einigen  Gebieten  die  Natur 
selbst  in  wünschenswertester  Brauchbarkeit,  in  anderen  müssen  sie 
künstlich  hergestellt  werden;  ersteres  findet  statt  bei  der  Zeit- 
messung, für  welche  durch  die  gleichförmige  Rotation  der  Erde  ein 
immer  gleichmäßig  abgegrenzter  Normalzeitraum  (der  Sterntag, 
oder,  weniger  einfach  definiert,  der  mittlere  Sonnentag)  geliefert 
wird;  letzteres  bei  der  Läugenmessung,  wo  ein  im  wesentlichen 
willkürlich  gewählter  Stab  von  möglichst  sicherer  Begrenzung  und 
Ton  bekanntem  Verhalten  äußeren  Einflüssen  gegenüber  die  Ein- 
heit, das  Meter,  darstellt 

Für  alle  Arten  physikalischer  Größen  kann  man  die  Einheiten 
willkürlich  festsetzen,  solange  man  sie  ohne  Beziehung  aufeinander 
betrachtet;  eine  zwischen  mehreren  von  ihnen  stattfindende  mathe- 
matische Beziehung  läßt  entweder  für  eine  der  darin  auftretenden 
Größen  eine  Verfügung  geeigneter  erscheinen,  als  alle  anderen,  oder 
bestimmt  sogar  in  speziellen  Fällen  ihre  Einheit  vollständig  durch 
die  der  übrigen. 

Diese  Verhältnisse  werden  an  einem  höchst  einfachen  Beispiel 
aus  der  Geometrie  noch  klarer  werden. 

Von  der  Fläche  S  eines  Rechteckes  läßt  sich  leicht  beweisen, 
daß  sie  dem  Produkt  der  Seiten  x  und  y  proportional  ist,  d.  h., 
daß  zwischen  den  betreffenden  Zahlgrößen  eine  Formel  von  der 
Gestalt  besteht 

S  =  f.x.y, 

in  der  f  eine  allen  Rechtecken  gemeinsame  Konstante  ist;  ähnliche 
Formeln,  aber  mit  verschiedenen  Konstanten,  gelten  für  Flächen 
von  anderer  Begrenzung. 

Die  Größe  von  f  hängt  dabei  von  den  für  Längen  und  Flächen 
gewählten  Maßeinheiten  ab,  die  zunächst  ganz  willkürlich  fest- 
gesetzt werden  können.  Sind  dieselben  z.  B.  so  bestimmt,  daß  ein 
Quadrat  von  der  Seitenlänge  a  gleich  der  Flächeneinheit  gesetzt 
ist,  so  gilt  außer  der  obigen  Formel  noch 

1  -/".«■, 

wodurch  f  gegeben  ist. 

l* 
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Die  erstere  Formel  würde  sich  nun  aber  am  einfachsten  ge- 
stalten —  und  diese  Rücksicht  ist  bei  der  Ausgestaltung  auch  sehr 
vieler  physikalischer  Gesetze  maßgebend  —  wenn  der  Faktor  f  gleich 
Eins  wäre ;  nach  der  zweiten  Formel  ist  dies  erreicht,  wenn  speziell 
die  Fläche  eines  Quadrates,  dessen  Seite  der  Längeneinheit  gleich 
ist,  zur  Flächeneinheit  gewählt  wird.    Dann  gilt 

S  =  x.y, 

d.  h.  das  Produkt  der  Zahlgrößen  der  Seiten  giebt  unmittelbar  die 
Zahlgröße  der  Rechtecksfläche. 

Genau  ebenso  erhält  man  durch  geeignete  Wahl  der  Volumeu- 
einheit  den  Inhalt  /'  eines  rechtwinkligen  Prismas  von  den  Seiten 
x>  y»  z  gegeben  durch  die  Formel 

V  =  x.y.z. 

Diese  Beispiele  erläutern,  wie  eine  Beziehung  zwischen  ver- 
schiedenartigen Größen,  welche  keinerlei  willkürliche  Konstanten 
mehr  enthält,  die  Einheit  einer  dieser  Größen  durch  diejenigen 
der  anderen  bestimmt;  die  so  gewonnenen  Einheiten  nennt  man 
abgeleitete  oder  zusammengesetzte,  die  sie  bestimmenden,  will- 
kürlich gewählten,  aber  fundamentale  oder  Grund-Einheiten. 

Den  Zusammenhang  zwischen  den  fundamentalen  und  den  aus 
ihnen  abgeleiteten  Einheiten  kann  man  anschaulich  auf  folgende  Weise 
durch  eine  Art  von  Erweiterung  des  gewöhnlichen  Multiplikationsver- 
fahrens hervortreten  lassen.  In  den  obigen  Formeln  für  S  und  V  sind 
alle  auftretenden  Größen  zunächst  reine  Zahlen,  nämlich  die  Zahlwerte 
der  Längen  xt  y,  z  der  Fläche  S,  des  Volumens  V;  x,  ?/,  z  er- 
scheinen als  unabhängige,  S  und  V  als  abhängige  Variable.  Man  fügt 
nun  auf  beiden  Seiten  die  Einheiten  der  Unabhängigen,  hier  also 
Meter,  so  oft  hinzu,  bis  rechts  alle  Zahlwerte  in  die  bezüglichen 
physikalischen  Größen  verwandelt  sind;  die  Formeln  nehmen  hier- 
durch die  Gestalt  an: 

S  (Meter)2  =  x  (Meter) .  y  (Meter), 

F  (Meter) 3  =  *(Meter).y  (Meter),  z  (Meter). 

Die  jetzt  links  neben  6'  und  V  auftretenden  Faktoren  geben  die 
Einheiten  (Quadratmeter,  Kubikmeter)  an,  in  welchen  sich  die  Ab- 
hängigen S  und  V  gemäß  den  bestehenden  Relationen  ausdrücken, 
oder  setzen  die  Benennungen  fest,  welche  S  und  V  beizulegen 
sind,  wenn  man  den  Unabhängigen  die  gewählten  Benennungen  er- 
teilt Das  eben  skizzierte  Verfahren  erfährt  in  allen  Gebieten  der 
Physik  die  größte  Anwendung  und  Verallgemeinerung. 
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Ist  z.  B.,  was  sehr  häufig  vorkommt,  eine  physikalische 
Größe  oder  Funktion  /'  einem  Produkt  von  Potenzen  verschiedener 
Variabein  x,  y,  z,  .  .  .  proportional,  also 

F  =  f.  x$.yi.z* .  .  .  .,  I) 

wobei  f  die  Proportionalitätskonstante  bezeichnet,  und  werden  die 
Einheiten  von  x,  y,  z,  .  .  .  (welche  fundamentale  oder  auch  ab- 
geleitete, teilweise  einander  gleich  oder  sämtlich  verschieden  sein 
können)  mit  r,  ö,  j  .  . .  bezeichnet,  so  geht  man  aus  von  dem  wie 
oben  gebildeten  Ausdruck 

F.tf.y.tf..  .  =  f.(x  if .  {y  t))v  .  (z     .  .  .  II) 

Für  seine  Verwertung  sind  die  zwei  Fälle  zu  unterscheiden, 
daß  die  Einheit  3  von  bereits  festgesetzt  oder  aber  noch  un- 
bestimmt ist. 

Ist  erstens  die  Einheit  von  F  noch  verfügbar,  so  kann  man 
zur  Vereinfachung  der  Formel  jlem  Faktor  /'einen  bequemen,  univer- 
sellen Zahlenwert  beilegen.  Die  Formel  II  ergiebt  dann  für  die 
Einheit  von  F  zunächst  den  Wert 

III) 

Nun  mögen  die  Einheiten  r,  tt,  j,  ....  soweit  sie  zusammen- 
gesetzte sind,  mit  Produkten  von  Potenzen  der  Fuudamentaleinheiten 
a,  b,  c,  .  . .  proportional  sein  und  diese  Werte  in  den  Ausdruck 
von  3  eingesetzt  werden;  die  dadurch  gewonnene  Formel 

S  =  ftQ  •  bß'f  ■  -  - ,  IV) 

stellt  die  Einheit  oder  die  Benennung  von  F.  in  welcher  der  Faktor  f 
im  allgemeinen  von  f  verschieden  ist,  in  ihrer  Zusammensetzung 
aus  den  Fundamentaleinheiten  a,  b,  c,  .  .  .  dar. 

Die  abgeleiteten  Einheiten  werden  meist  nicht,  wie  oben 
,,Quadratmeter",  „Kubikmeter4*,  vollständig  ausgesprochen,  sondern 
mit  einem  abgekürzten  Namen  belegt. 

Was  den  Zahl  wert  F  anbetrifft,  so  ergiebt  für  ihn  der  auf 
S.  2  angeführte  Satz,  daß  derselbe  bei  Veränderung  der  Funda- 
mentaleinheiten dem  Aggregat  a.a.W.t* .  .  .  indirekt,  bei  Änderung 
der  Konstauten  f  dieser  direkt  proportional  bleibt.  Besonders 
häufig  und  wichtig  ist  der  schon  in  den  obigen  geometrischen  Bei- 
spielen vorliegende  Fall,  daß  f  gleich  Eins  ist. 

Ist  zweitens  über  die  Einheit  3  für  F  bereits  verfügt,  ent- 


Digitized  by  Google 


6 


Einleitung. 


weder,  weil  von  der  Natur  ein  Normalwert  von  F  bequem  dar- 
geboten wird,  oder  aber  weil  F  noch  durch  eine  andere  Beziehung 
mit  Fundamentalgrößen  in  Verbindung  steht,  dann  wird  durch  die 
Gleichung  II  die  Konstante  f  bestimmt  Schreibt  man  diese  Gleichung 
nämlich  in  die  Form 


so  erscheint  der  Faktor  von  /  als  die  Einheit  dieser  Größe;  ihr 
Zahlwert  bestimmt  sich  durch  ein  einziges  System  zusammen- 
gehöriger Werte  von  F}  x,  y,  z,  .  .  . 

Wir  schließen  aus  dieser  Betrachtung  den  allgemeinen  Satz: 
Die  Konstanten   physikalischer  Gesetze  sind  keines- 
wegs stets  reine  und  ohne  weiteres  ein  für  allemal  angeb- 
bare Zahlen,  sondern  im  allgemeinen  von  den  gewählten 
Fundamentaleinheiten  abhängig.  — 

Wir  haben  uns  bisher  nur  mit  solchen  Funktionen  F  beschäftigt, 
welche  die  Gestalt  von  Produkten  aus  Potenzen  der  Variabein,  näm- 
lich der  Zahlwerte  verschiedener  physikalischer  Größen,  besitzen. 
Die  hier  erhaltenen  Resultate  gelten  aber  fast  ohne  Modification 
ganz  allgemein.  Dies  rührt  daher,  daß  die  allgemeinste  Form 
einer  physikalischen  Größe  durch  ein  Aggregat  aus  Gliedern  von 
der  oben  betrachteten  Form  und  von  gleicher  Benennung  ge- 
geben ist. 

Die  Wahrheit  dieser  Bemerkung  erhellt,  wenn  man  eine  be- 
liebige Beziehung  zwischen  der  Abhängigen  F  und  den  Unab- 
hängigen x,  y,  z,  .  .  .  dem  S.  4  erörterten  Verfahren  unterwirft 

Die  Benennung  tritt  hierbei  nur  in  der  Form  eines  gemein- 
samen Faktors  aller  Glieder  auf  und  kann  sich  demgemäß  den 
Argumenten  irgend  welcher  Funktionen  nur  insoweit  verbinden,  als 
dieselben  in  letzteren  als  Faktoren  auftreten. 

Enthalten  diese  Argumente  also  die  Zahlwerte  physikalischer 
Größen  in  anderer  Weise,  so  kann  man  ihnen  ihre  Benennung  nur 
dadurch  erteilen,  daß  man  dieselbe  nach  dem  oben  angegebenen 
Verfahren  gleichzeitig  in  Nenner  und  Zähler  zufügt  und  dadurch 
auch  die  in  den  Argumenten  vorkommenden  Parameter  zu  be- 
nannten Größen  macht. 

Aus  der  Beziehung 


folgt,  wenn  man,  wie  früher,  durch  den  entsprechenden  deutschen 


V) 


*jre-(yt))M*a)f 


F  =  fxrf  ea  «-*  COS  {by  +  c) 
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Buchstaben  die  Einheit  oder  Benennung  einer  jeden  Größe  be- 
zeichnet und  unter  f  eine  reine  Zahl  versteht,  d.  h.  f  —  1  setzt: 

(Ft\ft  =  /•(*J)(y9)»*Crt(-ö-co8[(*irl)(y«  +  «], 

also 

Ähnlich  folgt  aus 
wenn  g  gegeben  ist: 

und  daraus  die  Benennung  von      und  f% ,  nämlich 

A  =  8.rf^r%  /;  =  5.^-^•.r,,•• — 

Mit  dem  Begriff  der  Einheit  oder  der  Benennung  steht  im 
nächsten  Zusammenhange  der  etwas  allgemeinere  der  Dimension. 

Es  sei  wieder,  was  wir  jetzt  als  den  allgemeinsten  Fall  er- 
kannt haben,  die  Benennung  3  einer  Funktion  F  bei  Einführung 
der  Fundamentalgrößen  a,  b,  c  .  .  .  gegeben  durch 

3=  a°^,c-~.  IV) 

Vertauscht  man  hier  rechts  die  Einheiten  n,  b,  c  . .  .  der  Fundamental- 
größen mit  Symbolen  A,  B,  C . . .,  welche  nur  ihre  Gattung  charakteri- 
sieren, aber  über  die  zu  ihrer  Messung  benutzten  Einheiten  nichts 
aussagen,  und  beseitigt  den  Zahlenfaktor  /v,  so  heißt  das  Resultat 

A«.Bß.Cr  .  .  . 

die  Dimension  [F]  der  Funktion  F;  die  Formel 

[F]  =  A*B*Cr ...  VI) 

nennt  man  die  Dimensionalgleichung  von  F  und  spricht  ihren  In- 
halt dahin  aus,  daß  F  in  Bezug  auf  die  Fundamentalgrößen 
Ay  By  Cy .  .  .  resp.  cty  ßy  y,  .  . .  -ter  Dimension  ist. 

Die  Dimension  giebt  hiernach  nichts  weiter  an,  als  das 
Schema,  nach  welchem  die  Größe  /'  aus  den  Fundamentalgrößen 
aufgebaut  ist,  und  erscheint  als  einfache  Erweiterung  des  gleich- 
namigen Begriffes  in  der  Geometrie;  denn  wenn  man  als  Symbol 
einer  Länge  den  Buchstaben  L  anwendet,  ergiebt  die  Anwendung 
des  oben  erläuterten  Verfahrens  auf  den  Wert  einer  Fläche  S  oder 
eines  Volumens  V 

[S]  =  L\     [f]  =  L>, 
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was  S  als  Gebilde  zweier,  /"  als  solches  dreier  Längsdimensionen 
erscheinen  läßt  — 

Während  man  bei  der  speziellen  numerischen  Anwendung 
physikalischer  Gesetze  stets  nach  den  Einheiten  oder  Benennungen 
der  in  ihnen  auftretenden  Größen  zu  fragen  hat,  bietet  bei  der 
allgemeinen  theoretischen  Eutwickelung  die  Beachtung  ihrer 
Dimensionen  besondere  Vorteile.  Sie  gestattet  insbesondere  die 
schnelle  Beurteilung,  ob  verschiedene  Größen  gleichartig  sind,  und 
wenn  sie  sich  unterscheiden,  wodurch;  beides  läßt  sich  häufig  aus 
den  durch  die  Entwickelung  unmittelbar  gefundenen  Formeln  nicht 
sogleich  erkennen.  Daneben  erlaubt  aber  die  Kenntnis  der  Di- 
mension auch  jederzeit  leicht,  die  Einheit  oder  Benennung  der 
untersuchten  Größe  zu  bestimmen,  wenn  numerische  Rechnungen 
dieselbe  erfordern.  Man  hat  hierzu  nach  den  Gleichungen  IV 
und  VI  in  dem  Ausdruck  für  die  Dimension  [F]  nur  die  Symbole 
für  die  verschiedenen  Größenarten  mit  deren  Einheiten  zu  ver- 
tauschen und  das  Resultat  durch  den  Faktor  f  zu  dividieren,  welcher 
sich  nach  dem  oben  Gesagten  aus  der  Gleichung  für  F  und  den- 
jenigen für  die  in  ihr  vorkommenden  zusammengesetzten  Argumente 
bestimmt. 

Hiernach  erscheint  es  gerechtfertigt,  wenn  wir  im  Folgenden 
für  jede  uns  entgegentretende  physikalische  Funktion  die  Dimensional- 
gleichung  aufstellen. 
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I.  Teil. 


Mechanik  starrer  Körper. 

I.  Kapitel. 

Die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes. 

§  1.    Geschwindigkeit  und  Beschleunigung. 

Die  Aufgabe  der  Mechanik  im  weitesten  Sinne  des  Wortes  ist 
die  Ableitung  der  Gesetze  für  die  Bewegungen  der  Körper.  Die 
Bewegung,  d.  h.  die  Ortsveränderung,  welche  ein  Körper  erleidet, 
ist  bestimmt,  wenn  zu  jeder  Zeit  der  Ort  eines  jeden  beliebig  an 
oder  in  ihm  markierten  Punktes  bekannt  ist.  Da  aber  von  der- 
gleichen Punkten  an  jedem  Körper  unendlich  viele  verschiedene 
gewählt  werden  können,  deren  Bewegungen  im  allgemeinen  von- 
einander unabhängig  sind,  so  würde  zur  Bildung  des  allgemeinsten 
Bewegungsgesetzes  eines  beliebigen  Körpers  die  Aufstellung  einer 
unendlichen  Anzahl  von  Beziehungen  nötig  sein.  Indessen  be- 
trachtet man  in  der  Mechanik  nur  solche  Bewegungen,  bei  denen 
die  einzelnen  Teile  der  Körper  durch  gewisse  Bedingungen  in 
ihrer  Bewegungsfreiheit  beschränkt  sind;  von  diesen  Bedingungen 
kommen  insbesondere  zwei  Arten  in  Betracht,  nach  deren  Eigen- 
schaften man  die  Körper  in  starre  und  in  nichtstarre  sondert. 

Aber  auch  in  einer  solchen  Beschränkung  ist  das  Problem  zu 
kompliziert,  um  direkt  in  Angriff  genommen  werden  zu  können  ;  wir 
gewinnen  einen  Weg  zu  seiner  Lösung,  indem  wir  zunächst  einen 
einfachen  speziellen  Fall  erledigen,  der  so  gewählt  ist,  daß  sich  die 
allgemeineren  auf  ihn  zurückführen  lassen. 

Dies  ist  der  Fall,  in  welchem  der  bewegte  Körper  als  ein  ma- 
terieller Punkt  betrachtet  werden  kann,  d.  h.  in  welchem  seine 
Beweguug  nach  derjenigen  eines  einzigen  geeignet  in  ihm  mar- 
kierten Punktes  beurteilt,  also  von  der  Größe,  Gestalt,  Zusammen- 
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setzung  des  Körpers,  sowie  auch  von  seiner  Orientierung  gegen  irgend 
welche  feste  oder  bewegliche  Richtungen  durchaus  abgesehen  wer- 
den darf. 

Die  Umstände,  unter  welchen  dies  zulässig  ist,  von  vorn  herein 
scharf  zu  bezeichnen,  ist  nicht  möglich;  es  bedarf  hierzu  vielmehr 
der  Resultate,  die  erst  im  Laufe  der  Entwickelung  der  Theorie  ge- 
wonnen werden.  In  den  meisten  Fällen,  aber  nicht  immer,  genügt 
das  eine,  daß  die  Dimensionen  des  betrachteten  Körpers  gegen  bei 
seiner  Bewegung  sonst  in  Betracht  kommende  Längen,  etwa  die  in 
endlicher  Zeit  zurückgelegten  Wege  oder  die  Entfernungen  von 
anderen  bewegten  Körpern,  unendlich  klein  sind.  Wir  werden  später 
auf  diese  Frage  zurückkommen. 

Ist  der  Ort  des  betrachteten  materiellen  Punktes  durch  seine 
Koordinaten  x,  y,  z  in  Bezug  auf  ein  absolut  festes  Koordinaten- 
system gegeben,  so  wird  seine  Bewegung  durch  deren  Abhängigkeit 
von  der  Zeit  bestimmt,  d.  h.  durch  drei  Beziehungen  von  der  Form: 

1)  *  =  <p{t),   y  =  z  =  x(t). 

Diese  Gleichungen  geben  durch  Elimination  der  Zeit  zwei  von 
t  freie  Formeln 

2)  <l>(x,y,z)  =  0,      V(x,y,z)  =  0, 

die  Gleichungen  der  Bahn,  d.  h.  der  Kurve,  auf  welcher  der  Punkt 
während  seiner  Bewegung  fortwährend  bleibt,  dazu  noch  eine  dritte 
t  enthaltende 

2')  X(x,  y,  z,  t)  =  0, 

welche  für  jede  Zeit  den  Ort  in  der  Bahn  bestimmt  und  passend 
in  die  Form 

2")  s  =  F{t) 

gebracht  werden  kann,  in  welcher  *  den  längs  der  Bahnkurve  ge- 
messenen Abstand  dieses  Ortes  von  einem  beliebig  auf  derselben 
festgelegten  Anfangspunkt  bezeichnet 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2,  2')  resp.  (2,  2")  sind  äquivalent, 
aber  erstere  bestimmen  die  Bewegung  des  Punktes  in  symmetrischer, 
letztere  in  unsymmetrischer  Weise. 

Unsymmetrisch  wird  auch  die  Bewegung  eines  Punktes  be- 
stimmt durch  das  Gesetz,  nach  welchem  sich  der  Radiusvektor  von 
dem  Koordinatenanfangspunkt  aus  nach  Größe  und  Richtung  ändert, 
d.  h.  durch  die  Angabe  der  Beziehung 

3)  r=B{t) 
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und  zweier  von  den  drei 


cos (r,  x)  =  A{t),    cos (r,  y)  =  B{t),    cos (r,  z)  =  C'('), 
welche  wegen 

^«  +  B*  +      =  1 
nicht  voneinander  unabhängig  sind.  Wegen 


3') 


r1  =  x*  -f  y*  -f-  za, 

COS  (r,  x) :  cos  (r,     :  cos  (r,  r)  =  x;y:z 


\  3 


) 


kann  man  Größe  und  Richtung  des  Vektors  r  symmetrisch  durch 
die  Koordinaten  ausdrücken,  welche  wir  auch  seine  Komponenten 
nennen  können,  weil  er  sich  aus  ihnen  nach  der  Methode  des 
Parallelepipeds  zusammensetzen  läßt 

Diese  einfachen  Bemerkungen  haben  eine  gewisse  Wichtigkeit 
wegen  der  Anwendungen,  welche  von  ihnen  gemacht  werden. 

Jede  physikalische  Funktion,  welche  zu  ihrer  vollständigen  Be- 
stimmung eine  Zahl  und  eine  Richtung  erfordert,  bezeichnet  man 
nämlich  im  weiteren  Sinne  gleichfalls  als  Vektor,  denkt  sie  durch 
eine  auf  der  sie  charakterisierenden  Richtung  aufgetragene  Strecke 
von  einer  ihrer  Größe  proportionalen  Länge  repräsentiert  und  be- 
stimmt sie  symmetrisch  durch  ihre  Komponenten  oder  Pro- 
jektionen, die  mit  der  Größe  und  Richtung  des  Vektors  in  derselben 
Beziehung  stehen,  wie  nach  (3")  x,  y,  z  zur  Größe  und  Richtung  von  r. 

Während  die  Komponenten  bald  positiv,  bald  negativ  sein 
können,  betrachtet  man  den  Wert  des  Vektors  selbst,  den  man 
auch  als  die  nach  der  Methode  des  Parallelepipeds  aus  den  Kom- 
ponenten erhaltenen  Resultante  bezeichnet,  als  stets  positiv;  aus- 
genommen ist  nur  der  Fall,  daß  der  Vektor  zufällig  in  eine  Rich- 
tung fällt,  an  welcher  man  aus  irgend  einem  Grunde  schon  eine 
positive  und  eine  negative  Seite  unterschieden  hat,  —  hier  kann  mau 
ihm  dann  nach  Beliebeu  auch  das  Vorzeichen  der  Richtung  geben, 
in  welche  er  fällt. 

Den  Vektoren  oder  Vektorgrößen  stehen  einerseits  die  durch 
eine  bloße  Zahl  bestimmten  Größen,  die  Skalaren,  andererseits 
die  komplizierteren  Funktionen,  welche  noch  mehr  Bestimmungsstücke, 
als  die  Vektoren,  verlangen,  gegenüber. 

Zur  numerischen  Auwendung  der  Formeln  (1)  und  der  mit  ihnen 
äquivalenten  ist  die  Festsetzung  der  Einheiten  für  Längen  und 
Zeiten  nötig.  In  der  theoretischen  Physik  wird  als  Längeneinheit 
das  Centimeter,  als  Zeiteinheit  die  Sekunde,  d.  i.  der  86  400.  Teil 
des  mittleren  Sonnentages,  gewählt;  in  den  verwandten  Gebieten 
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der  Technik  uud  der  Astronomie  werden  nach  Bequemlichkeit  andere 
Verfügungen  getroffen.  — 

Aus  den  Gleichungen  (1)  leiten  wir  durch  Differentiation  ab 
dx  dy  dx 

4)  dt=fr  =  u>  di=y=v>  dt=*  =w> 

worin  w,  v,  w  neue  Bezeichnungen  sind. 

u,  t>,  w  betrachten  wir  als  Komponenten  eines  Vektors  F,  den 
wir  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  nennen. 

Für  denselben  gilt,  da  nach  (2") 

dx*  -f  dy*  +  dz2  —  ds2,  dx :  dy :  dz  =  cos  {s,  x) :  cos  {s.y) :  cos  (s,  z) 
ist 


4') 


r=  y«» +   +    =  ^ , 

cos(  V,  x) :  cos  ( V1  y) :  cos ( T,  z)  =  u :  t? :  to  =  cos (.v,  x) :  cos  (.?,    :  cos  z). 

Die  Geschwindigkeit  r  ist  also  gleich  dem  Verhältnis  des  in  d  t 
zurückgelegten  Weges  d  s  zu  der  dazu  aufgewandten  Zeit  und  fällt 
mit  ihrer  Richtung  jederzeit  in  die  Tangente  der  Bahn.  Man  kann 
sie  nach  dem  Obigen  sowohl  als  absolute  Größe  betrachten,  als  mit 
einem  Vorzeichen  versehen;  u,  v,  tc  erscheinen  nach  ihrer  Defini- 
tion (4)  als  die  Geschwindigkeiten  der  Projektionspunkte  des  be- 
wegten Massenpunktes  auf  die  Koordinatenaxen. 
Wir  erhalten  aus  (4)  weiter 

rf*x       „       ,    d*y  ,    d*x       „  , 

5>  in."-*  d?=V  =V>  d?=*  =?r' 

und  fassen  u,  v,  w'  als  Komponenten  eines  neuen  Vektors  B  auf, 
den  wir  die  Beschleunigung  des  bewegten  Punktes  nennen.  Es 
gilt  dann  wiederum: 

\        cos  ( B,  x)  :  cos  (B,  y) :  cos  {B,  z)  =  u  :  v  :  w. 

Da  u,  v,  ir  nicht  mit  u,  v,  w  proportional  sind,  so  fällt  die  Rich- 
tung der  Beschleunigung  B  im  allgemeinen  nicht  in  die  Richtung 
der  Geschwindigkeit  V,  sondern  ist  gegen  die  Tangente  an  der 
Bahn  geneigt 

Die  während  dt  eintretenden  Zuwachse  rfx,  dy,  dz  der  Koordi- 
naten kaun  man  in  Summen  von  Teilzuwachsen  ~dxk,  2dyk, 
2Zdzk  zerlegen,  und  gleiches  gilt  demnach  auch  von  den  Pro- 
jektionen oder  Komponenten  der  Geschwindigkeit  u.  v,  w.  Setzt 
man  nun  korrespondierende  vk,  vk,  ick  ebenso  zu  einer  Resultierenden 
Vk  zusammen,  wie  oben  «,  e,  w  zu  F,  so  erkennt  mau,  daß  das 


\ 
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System  der  Vk  dann  in  Bezug  auf  die  Bewegung  des  Punktes  mit 
dem  einen  /'  äquivalent  ist,  wenn  gilt: 

u  =  2uk,  v  =  —  ük»  ir  =  JZwk.  6) 
Diese  Formeln  enthalten  den  Satz  vom  Parallelogramm  oder  Parallel- 
epiped  der  Geschwindigkeiten. 

Genau  dieselbe  Operation  läßt  sich  mit  den  Zuwachsen  der 
Geschwindigkeitskomponenteu  oder  den  Beschleunigungskomponenten 

du  dv  dw 

-=«,     -  =  v ,     —  =  w 

vornehmen,  und  man  gelangt  dadurch  zu  dem  analogen  Satz  für  die 
Beschleunigungen.  Ein  System  von  Beschleunigungen  Bk  ist  mit 
einer  einzigen  B  dann  äquivalent,  wenn 

u  =  ~u'k,    v  =  2l  v'k ,    w'  =     ir'k.  6') 

Da  nach  (4)  und  (4') 

,-dx  irdy  ,-d  x. 

ds  1  da1  ds 

ist,  so  kann  man  auch  schreiben 

dV  dx  ,  rr*d%x 

u=dJ-d7  +  F  ds» 


,  _  dVdy  yid*y 
V  ~  dt  dS+^  ds» 

dV  dx  ,  .-od1; 


1) 


letzteres  Formelsystem  läßt  die  Beschleunigung  B  als  aus  zwei 
Teilen  zusammengesetzt  erscheinen,  einem  ersten  parallel  ds  oder 
V  gelegenen  von  der  Größe 

»  __dV_d*s 
""-dJ-  dt*' 

einem  zweiten  normal  zur  Bahn  in  der  Oskulationsebene  oder  in 
dem  Krümmungsradius  u  der  Bahnkurve  nach  deren  konkaver  Seite 
hin  gelegenen  von  der  Größe 

Bv  =■  — . 

Wegen 

wird  die  gesamte  Beschleunigung  B  gegeben  durch 
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Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  sind  die  ersten  zusammen- 
gesetzten oder  abgeleiteten  Größen,  denen  wir  in  der  Mechanik 
begegnen.  Die  sie  definierenden  Formeln  haben  die  einfachste  Form  I 
ohne  Parameter:  sie  bestimmen  also,  nachdem  die  Einheiten  für 
Länge  und  Zeit  festgesetzt  sind,  die  Einheiten  von  Geschwindigkeit 
und  Beschleunigung  vollständig.  Die  Dimensionalgleichungen  für 
heide  sind,  falls  die  Dimensionen  von  Längen  und  Zeiten  durch  die 
Buchstaben  /  und  t  bezeichnet  werden, 

§  2.    Kraft  und  Masse. 

Die  Beschleunigung  eines  Massenpunktes  verschwindet  nur, 
wenn  gleichzeitig 

n  =  0,    v'=  0,    w'  =  0 

ist;  ein  Punkt,  dessen  Koordinaten  diese  Bedingungen  erfüllen,  be- 
wegt sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  in  gerader  Linie.  Von 
einem  solchen  nehmen  wir  nach  dem  Vorgang  von  Galilei1)  an, 
daß  er  sich  selbst  überlassen  ist,  d.  h.  keinen  Einwirkungen  unter- 
liegt; die  Existenz  einer  Beschleunigung  führen  wir  auf  die  Wir- 
kung einer  Kraft  zurück,  deren  Größe  und  Richtung  wir  nach  der 
Größe  und  Richtung  der  vorhandenen  Beschleunigung  beurteilen. 
Und  zwar  setzen  wir  nach  Newton2)  die  Kraft  A  der  bewirkten 
Beschleunigung  parallel  und  bei  demselben  Massenpunkt  ihrer  Größe 
.  proportional,  was  sich  ausdrückt  durch  die  Formeln 

9)  K=BC,  KB, 

in  denen  C  eine  dem  betrachteten  Massenpunkt  individuelle  Konstante 
bezeichnet.  Projiziert  man  A'  als  Vektor,  wie  B,  auf  die  Koordinaten- 
axen  und  bezeichnet  die  Projektionen  oder  Komponenten  mit  X,  Yy  Z, 
so  kann  man  die  gemachte  Annahme  symmetrisch  ausdrücken  durch 

10)  X=Cu,    J'=CV,  Z=Cw. 

Zerlegt  man  jede  dieser  Gleichungen  in  n  Theile  von  der  Form 

Xk  =  Cu'k,    Yk  =  Cvk,    Zk  =  Cic'k, 

so  stellt  jedes  derartige  Tripel  die  Werte  der  Beschleunigungs- 
kompouenteu  vk,  v'k,  u\  bei  Einwirkung  der  Teilkomponenten  Xk, 
lkj  Zk  dar,  die  ebenso  zu  Einzelkräften  Kk  zusammengesetzt  werden 
können,  wie  X  V  Z  zu  A.  Die  gleichzeitig  wirkenden  A^  sind 
hiernach  mit  dem  einzigen  A'  äquivalent,  wenn 

H)  a  =  ^a;,  v=2rk,  z=zzk. 
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Diese  Formeln  enthalten  den  Satz  des  Parallelogramms  oder  Pa- 
rallelepipeds  der  Kräfte3). 

Bezüglich  der  in  (9)  und  (10)  enthaltenen  Konstante  C  erkennt 
man,  daß  sie  für  verschiedene  materielle  Punkte  derselben  Substanz 
mit  der  Quantität  M  der  in  ihnen  enthaltenen  Materie,  die  durch 
den  erfüllten  Raum  gemessen  wird,  proportional  sein  muß.  Denn 
ein  Punkt  von  doppelter  Masse  z.  B.  läßt  sich  als  aus  zwei  ein- 
fachen Punkten  zusammengesetzt  betrachten  und  muß  daher  zwei 
gleiche  Einwirkungen,  welche  nach  (11)  äquivalent  sind  mit  einer 
von  doppelter  Größe,  zu  seiner  Bewegung  erfordern,  als  der  ein- 
fache Punkt 

Hierdurch  gewinnen  wir  den  Ansatz 

K  =  B  Mf,    KB-  12) 

derselbe  giebt  uns  das  erste  Beispiel  einer  Beziehung  von  der 
Form  (I),  die  einen  Parameter  enthält,  und  zwar  ist  das  Beispiel 
von  ganz  besonders  großer  Bedeutung  und  sehr  geeignet,  die  Rolle, 
welche  diese  Parameter  in  der  Physik  spielen,  ins  rechte  Licht 
treten  zu  lassen. 

Der  Factor  f  erscheint  zunächst  als  eine  der  Substanz  des 
materiellen  Punktes  individuelle  Konstante;  denn  unsere  Uber- 
legung  hat  sich  nur  mit  der  Vergleichung  von  Punkten  gleicher 
Substanz  beschäftigt 

Wir  dürfen  ihn  aber  dann  als  eine  universelle  Konstante  be- 
trachten, wenn  wir  über  die  Bedingung,  unter  welcher  zwei  Massen  von 
verschiedener  Substanz  als  gleich  gelten  sollen,  geeignet  verfügen. 
Damit  nämlich  /  für  alle  Substanzen  den  gleichen  Wert  habe,  müssen, 
was  ohne  Kollision  mit  früheren  Verfügungen  möglich  ist,  solche 
Massen  einander  gleich  gesetzt  werden,  an  welchen  dieselbe  Kraft  die 
gleiche  Beschleunigung  hervorbringt.  In  der  That  ergiebt  sich  aus 
den  auf  zwei  verschiedene  Substanzen  angewandten  Gleichungen 

K  =  B  Mf   und    Ä"  =  B  M'  f 

durch  Elimination  von  f  die  Beziehung 

M .  ^  —  M.  ^„ , 

welche  das  Gesagte  beweist 

Diese  letzte  Gleichung  giebt  zugleich  ein  Mittel  an,  verschiedene 
Massen  ihrer  Größe  nach  miteinander  zu  vergleichen  und  daher 
auch,  falls  man  die  eine  zur  Masseneiuheit  wählt,  sie  zu  messen. 
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Denn  man  braucht  sie  nur  durch  dieselbe  Kraft  zu  beschleunigen, 
so  wird  dann 

MB  =  MB' 

sein  müssen. 

Nun  eine  erste  —  freilich  noch  nicht  für  die  praktische  An- 
wendung geeignete  —  Methode  der  Messung  von  Massen  gefunden 
ist,  tritt  auch  das  Bedürfnis  nach  einer  Masseneinheit  auf. 

Als  solche  gilt  in  der  Physik  die  Masse  eines  Kubikcentimeters 
Wasser  im  Zustand  der  größten  Dichte  bei  4°  C.  unter  dem  Druck 
von  einer  Atmosphäre,  das  Gramm,  —  in  der  Technik  die  Masse 
eines  Kubikdecimeters  Wasser,  das  Kilogramm,  —  in  der  Astro- 
nomie die  Masse  der  Erde. 

Wir  werden  sehen,  dass  mit  der  Verfügung  über  die  Längen-, 
Zeit-  und  Masseneinheit  ein  System  von  Grundeinheiten  gebildet 
ist,  durch  das  sich  alle  physikalischen  Größen  messen  lassen,  wenn 
es  auch  zum  Zwecke  kürzeren  Ausdruckes  häutig  vorteilhafter  ist, 
den  zusammengesetzten  Größen  eigene  Einheiten  zu  erteilen.  Zahl- 
werte, die  unter  Zugrundelegung  jener  drei  Fundamentaleinheiten 
ausgedrückt  sind,  bezeichnet  man  als  in  absolutem  Maße  ge- 
geben, und  unterscheidet  die  verschiedenen  benutzten  Systeme  durch 
Symbole,  welche  angeben,  welche  Einheiten  für  Länge,  Masse  und 
Zeit  gewählt  sind.  So  wird  das  gebräuchliche  absolute  Maßsystem 
der  theoretischen  Physik  durch  (cm,  gr,  sec),  das  der  Technik  durch 
(m,  kg,  sec)  bezeichnet  — 

Nunmehr  ist  in  der  Formel 

K=  BMf 

rechts  Dimension  und  Einheit  der  beiden  variabeln  Faktoren  voll- 
ständig bestimmt;  das  weitere  Fortschreiten  gestaltet  sich  ver- 
schieden, je  nachdem  man  die  Einheit  und  Dimension  der  Größe 
links,  der  Kraft  nämlich,  unabhängig  von  dieser  Gleichung  durch 
anderweite  Überlegungen  festsetzen  will  oder  nicht  Nach  beiden 
Richtungen  hin  wird  der  vorstehende  Ansatz  benutzt 

In  der  theoretischen  Physik  ist  man,  wie  schon  in  der  Einleitung 
gesagt  ist,  bestrebt,  im  Interesse  der  Einfachheit  aus  den  Be- 
ziehungen von  vorstehender  Form  die  Parameter,  soweit  nur  immer 
möglieh,  fortzuschaffen.  Dies  geschieht,  indem  man  die  noch  ver- 
fügbaren Dimensionen  und  Einheiten  so  bestimmt,  daß  der  Para- 
meter gleich  einer  reinen  Zahl  und  zwar  am  besten  gleich  der  Ein- 
heit wird. 

Verfährt  man  hier  demgemäß,  so  erhält  man 
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K  «  MB ,  12  ) 

und  dadurch  zugleich  die  Dimensionalgleichung  einer  Kraft  in  der 
Form 

[A']  =  m/r-2,  12") 

worin  m  die  Dimension  einer  Masse  bezeichnet  Ferner  erkennt 
man,  daß  durch  die  getroffene  Verfügung  diejenige  Kraft  gleich 
Eins  gesetzt  wird,  die  der  Masse  Eins  die  Beschleunigung  Eins 
erteilt 

Die  so  definierte  Krafteinheit,  die  konsequent  aus  der  Definition 
der  Kraft  entwickelt  ist,  heißt  die  Dyne;  sie  ist  die  in  der  wissen- 
schaftlichen Physik  fast  allein  gebräuchliche,  ob  sie  gleich  nicht 
sehr  anschaulich  und  leicht  herstellbar  ist 

In  der  Technik  und  den  Gebieten  der  Physik,  die  mit  ihr  in 
besonders  naher  Verbindung  stehen,  der  mechanischen  Wärmetheorie 
und  der  Elektrodynamik,  wird  häufig  eine  andere,  sehr  anschau- 
liche und  bequeme  Krafteinheit  angewandt,  deren  Einführung  ein 
Beispiel  für  die  zweite  mögliche  Art  der  Verwendung  des  obigen 
Ansatzes  giebt. 

Die  einzige  Kraft,  welche  uns  in  immer  gleicher  Weise  und 
mit  zeitlich  unveränderlicher  Stärke  zur  Verfügung  steht,  ist  die 
Schwerkraft  Vielfaltige  Beobachtungen,  deren  genaueste  von 
Bessel4)  geliefert  sind,  haben  festgestellt,  daß  ihre  Wirkung  auf 
einen  materiellen  Punkt  mit  dessen  Masse,  wie  sie  oben  definiert 
worden,  proportional  ist  Diese  Wirkung  nennt  man  sein  Ge- 
wicht G.  Die  Beschleunigung,  welche  die  Schwerkraft  einem  ma- 
teriellen Punkte  erteilt,  und  welche  nach  dem  eben  Gesagten  und 
nach  der  Beziehung 


von  seiner  Masse  unabhängig  ist,  wird  gebräuchlicher  Weise  durch 
den  Buchstaben  g  bezeichnet;  das  Gewicht  des  Massenpunktes  ist 
dann  allgemein  durch  die  Forniel 

G=fUg  13) 

oder  in  dem  speziellen  Falle,  daß  /'=  1  gesetzt  ist,  durch 

G  =  Mg  13) 

gegeben. 

Da  nach  der  Beobachtung  g  auf  der  Erdoberfläche  nicht  sehr  erheb- 
lich variiert,  so  ist  auch  das  Gewicht  eines  bestimmten  Massenpunktes 
auf  derselben  angenähert  konstant;  wo  es  sich  um  eine  schärfere 
Defiuition  handelt,  benutzt  man  diejenige  Kraft,  welche  der  Massen- 

Voiot,  Theoretische  i'hysik.  2 
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punkt  unter  der  geographischen  Breite  von  45°  und  in  der  Höhe 
der  Meeresoberfläche  durch  die  Schwere  erfährt,  also 

13")  G  =  fMg^, 

als  sein  Gewicht  im  engeren  Sinne  des  Wortes;  eine  eindeutige 
Festsetzung  ist  allerdings  auch  hierdurch  nicht  geliefert. 

Das  so  definierte  Gewicht  der  Masseneinheit,  in  der  Regel  des 
Kilogramme8,  führt  jene  zweite  Verfügung  über  die  Konstante  f  als 
die  Einheit  der  Kraft  ein.    Aus  der  Formel 

K=  BMf 

wird  dann,  indem  K  =  1,  M  =  1,  B  —  giB  gesetzt  wird. 

und  es  ergiebt  sich  hierdurch  als  zulässig,  die  Konstante  f  nach 
Größe  und  Dimension  zu  bestimmen  durch  die  Formel 

Die  allgemeine  Beziehung  nimmt  hierdurch  die  Gestalt  an 

BM 


14)  K  = 


9*$ 


und  sie  läßt  erkennen,  daß  bei  dieser  Verfügung  über  f  die  Kraft 
K  ihrer  Dimension  nach  eine  Masse  ist,  wie  auch  ihre  Einheit  nur 
von  derjenigen  abhängt,  in  welcher  die  Masse  gerechnet  wird.  Die 
Konstante  f  aber   wird  eine   reeiproke    Beschleunigung,    d.  h. 

Für  den  Ubergang  von  wissenschaftlichen  zu  technischen  Kraft- 
einheiten kann  die  Regel  von  Nutzen  sein,  welche  die  obige  Formel 
an  die  Hand  giebt:  Vorausgesetzt,  daß  die  Masseneinheit  ungeändert 
bleibt,  erhält  man  aus  der  Größe  Ä'^  einer  Kraft  in  wissenschaftlichen 
Einheiten  ihren  Zahl  wert  A"r  in  technischen,  indem  man  erstere 
durch  981  dividiert.  Wird  gleichzeitig,  wie  häufig  geschieht,  die 
wissenschaftliche  Masseneinheit  g  mit  kg  vertauscht,  so  wird 

14)  A,ss9V8i.V' 

In  der  That  ist  die  technische  Krafteinheit,  das  Gewicht  von  1  kg 
in  physikalischen  Einheiten  gleich  9*81. 10*. 

Auf  die  astronomische  Masseneinheit  werden  wir  später  ein- 
gehen. 
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§  3.    Die  Bewegungsgleichunfren. 

Stellen  wir  uns  weiterhin  zunächst  nur  auf  den  Boden  der 
Physik,  so  werden  wir  die  Gleichungen 

K=BM,    K\\  B 

oder  die  mit  ihnen  äquivalenten6) 

'ff-***;-'.'*?-*  i5> 

als  das  Resultat  der  bisherigen  und  die  Grundlage  für  die  weiteren 
Entwickelungen,  welche  sich  speziell  auf  die  Bestimmung  der  Be- 
wegung eines  Massenpunktes  bei  gegebenen  Kräften  beziehen  werden, 
zu  betrachten  haben.  Aus  ihnen  folgen  unter  Berücksichtigung  der 
Beziehungen  (7)  leicht  die  folgenden  drei  Sätze6),  welche  in  nächstem 
Zusammenhang  mit  der  in  Formel  (7")  geleisteten  Zerlegung  der 
Beschleunigung  B  stehen. 

Die  Komponente  der  wirkenden  Kraft  nach  der  Richtung  der 
Tangente  an  die  Bahn  ist  gleich  dem  Produkt  aus  der  Masse  in 
die  Tangentialkomponente  der  Beschleunigung  oder  der  Bahn- 
beschleunigung: 

PrM^.  15') 

Die  Komponente  der  Kraft  nach  der  Richtung  der  Haupt- 
normale ist  gleich  dem  Produkt  aus  der  Masse  in  das  Quadrat  der 
Geschwindigkeit  dividiert  durch  den  Krümmungsradius  der  Bahn: 

N.  =  *y*-.  15") 
1  Q 

Die  Komponente  der  Kraft  nach  der  Richtung  der  Binormale 
verschwindet: 

Ntl  =  0.  15"') 

Das  Aggregat  Ml'2j{)  führt  auch  den  Namen7)  der  „Centri- 
fugalkraft"  und  wird  anschaulich  als  ein  Maß  des  Bestrebens 
des  Massenpunktes  gedeutet,  den  Krümmungsmittelpunkt  zu  fliehen ; 
die  Komponente  Nt  kompensiert  gerade  diese  Wirkung.  — 

Ist  der  Massenpunkt  an  eine  feste,  aber  beliebig  bewegte  Ober- 
fläche gebunden,  deren  Gleichung 

<p  (x,  yT  r,  <)  =  0  16') 

sein  mag,  so  sondern  sich  aus  den  Komponenten  X,  Y,  Z  die 
Reaktionskräfte  der  Oberfläche  aus,  die  zwar,  wenn  die  Oberfläche 
keine  tangentiale  Wirkung  übt,  ihrer  Richtung  nach  bekannt  sind, 
deren  Größe  N  aber  von  der  Inanspruchnahme  durch  die  äußeren 

2* 
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Kräfte  X,  Y,  Z  abhängt  und  daher  im  allgemeinen  unbekannt  ist 
Die  obigen  Gleichungen  werden  hiernach 


16) 


ü/^=r+,Vcos(n,y), 


dt* 

Ganz  ebenso  gilt,  wenn  der  Massenpunkt  auf  einer  durch  die 
beiden  Gleichungen 

IT)  (fx  (x,  y,  z,  t)  =  0,    (f2  (x,  y,  z,  t)  =  ü 

gegebenen  Kurve  zu  bleiben  gezwungen  ist,  das  System 


M  ~ß  =  X  4-  -Vj  cos  (Wj ,  x)  4-  A2  cos  («,,  x), 
M  Tt*  Ä  1  +  3 »  cos    '  ^  +  'V* cos 

d*  % 

M       =  Z  +  iVl  cos  (»j ,  z)  4-  X2  cos  (n2 ,  r) , 


worin  Ä\  und  iV2  die  Komponenten  der  von  der  Kurve  ausgeübten 
gesamten  Reaktion  N  nach  den  Normalen  nx  und  n2  auf  den 
beiden  Oberflächen  (px  =  0  und  <p2  =  0  bezeichnen.  Der  ver- 
größerten Zahl  der  Unbekannten  entspricht  die  vergrößerte  Zahl 
der  Bedingungen.8) 

Die  Systeme  (15),  resp.  (16)  und  (17)  bestimmen  bei  allein  von 
t,  x,  y,  z,  u,  v,  w  abhängenden  Kräften  die  Bewegung  eines  Massen- 
punktes vollständig,  wenn  noch  sein  Anfaugszustand  gegeben  ist, 
d.  h.  seine  Koordinaten  und  seine  Geschwindigkeitskomponenten  für 
irgend  einen  Zeitpunkt  vorgeschrieben  sind,  oder  andere  hiermit 
äquivalente  Nebenbedingungen  vorliegen. 

Gleichgewicht  findet  statt,  wenn  bei  verschwindender  Ge- 
schwindigkeit auch  die  Beschleunigung  verschwindet,  also  die  Kom- 
ponentensummen nach  den  Koordinatenaxen  und  damit  nach  allen 
Richtungen  gleich  Null  sind. 

Die  drei  Bedingungen 

18)  X  =  2Xk  =  0,    Y  =  y  Yk  =  0,    /=  2Zk  =  0 

enthalten  nach  dem  Gesagten  bei  einem  frei  beweglichen  Massen- 
punkt, welches  auch  im  allgemeinen  die  Abhängigkeit  der  Kräfte 
sei,  nur  dessen  Koordinaten  und  bestimmen  demgemäß  für  diese 
ein  oder  mehrere  Systeme  von  Werteu,  welche  den  Gleichgewichts- 
lagen des  Punktes  entsprechen. 
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Ist  der  Massenpunkt  an  eine  feste,  ruhende  Oberfläche  gebunden, 
so  enthalten  sie,  wie  in  den  Systemen  (16)  und  (17)  hervortritt, 
außerdem  noch  deren  unbekannte  Reaktionskraft  N;  man  kann  die- 
selbe eliminieren,  indem  man  die  Formeln  (18)  mit  den  Faktoren 
cos(*, ,  x),  cos(«,,y),  cos(#p  z)  und  cos(ss,  x),  cos(.«a,y),  cos(.*a,  z)  zu- 
sammenfaßt, in  denen  sx  und  &t  die  Richtungen  zweier  verschiedener 
in  der  Oberfläche  gelegener  Linienelemente  bezeichnen.  Die  beiden 
Bedingungen 

A'cos(*,,  x)  +  I'cos^,,  y)  -f  #cos(*2,  z)  —  0, 
A'cos  (.t2,  x)  -f-  i'cos  (*2,  y)  -f  Zcos  (s2,  z)  —  0 

bestimmen  mit  (p  (x,  y,  z)  =  0  zusammen  die  Koordinaten  der  Gleich- 
gewichtslagen. 

Gleiches  gilt  für  einen  an  eine  ruhende,  feste  Kurve  gebun- 
denen Punkt  in  Bezug  auf  die  drei  Gleichungen 

Xcos  (*,  x)  +  i'cos  (s,  y)  +  Zcos  (*,  z)  =  0, 

9i  (*>  y> r)  =  °>    y3  (x>    *)  =  °- 


§  4.    Lebendige  Kraft,  Arbeit,  Potential,  Energie. 

Aus  den  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  (15)  erhält  man 
durch  Zusammenfassung  mit  den  Faktoren  dx  =  udt,  dy  —  vdt, 
dz  =  wdt  die  Formel 

\Md(V*)  =  Xdx  +  Ydy  +  Zrfz;  19) 

darin  heißt  der  Ausdruck 

\MH=ip  19) 

die  lebendige  Kraft9)  des  Massenpunktes, 

Xdx  +  Ydy  +  #rfz  =  ^  19") 

die  Arbeit10)  der  wirkenden  Kräfte  bei  der  Verschiebung  ds.  Die 
Arbeit  stellt  sich  im  allgemeinen  nicht  in  der  Form  eines  voll- 
ständigen Differentiales  nach  der  Zeit  dar,  und  die  dafür  eingeführte 
kurze  Bezeichnung  (TA  soll  demgemäß  nur  einen  unendlich  kleinen 
mit  dt  proportionalen  Betrag  bedeuten;  in  ähnlichem  Sinne  wollen 
wir  weiterhin  das  Symbol  (f  immer  verwenden. 
Die  Gleichung  (19)  oder  die  kürzere  Form 

dV  =  tTA  20) 

heißt  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  für  den  betrachteten 
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Massenpunkt  8ie  liefert  durch  Integration  zwischen  zwei  Zeit- 
punkten (1)  und  (2) 

12) 

worin  Au  im  allgemeinen  nur  dann  bestimmbar  ist,  wenn  inner- 
halb des  Integrationsbereiches  die  Bewegung,  d.  h.  x,  y,  z  als 
Funktionen  von  t  bestimmt  sind. 

Die  Arbeit  ist  im  allgemeinen  von  den  Komponentensummen 
aller  wirkenden  Kräfte  zu  bilden.  Man  kann  sie  in  Teile  zer- 
legen, die  den  einzelnen  wirkenden  Kräften  entsprechen,  und  im 
Anschluß  an  (11)  schreiben 

21)  <TJ  =  ZdJk, 
wo 

21')  (TAk  =-  Xk  dx  +  Yk  dy  +  Zkdz 

sich  auch  auf  die  Form  bringen  läßt 

21")  dAk  =  Kk  cos  ( Kk  ,s)ds. 

Ist  die  Bewegung  an  eine  ruhende  Kurve  oder  Oberfläche  gebunden, 
so  verschwinden  nach  den  aus  (16')  und  (17')  durch  vollständige 
Differentiation  nach  der  Zeit  folgenden  Formeln  die  von  den  Reaktions- 
kräften herrührenden  Anteile,  und  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft  enthält  nur  die  Arbeiten  der  direkt  gegebenen  äußeren 
Kräfte. 

In  dem  Falle,  daß  die  Arbeit  et Ak  einer  Kraft  Kk  sich  in  der 
Form  eines  vollständigen  Differentiales  nach  der  Zeit  darstellt,  sagt 
man,  daß  Kk  ein  Potential11)  0k  besitzt,  das  man  durch  die 
Gleichung 

22)  <TAk  =  -d<l>k 

bis  auf  eine  additive  Konstante  definiert  Gilt  dies  von  allen  wir- 
kenden Kräften  und  bezeichnet  <J>  =  22  <l>k  ihr  Gesamtpotential,  so 
nimmt  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  die  Gestalt  au 

22')  dE=d{V  +  0)  =  0 

■  oder  integriert 

22")  E  =  W  +  0  =  Const , 

in  welcher  die  neu  eingeführte  und  wie  0  nur  bis  auf  eine  addi- 
tive Konstante  definierte  Funktion  E  die  Energie  des  Massen- 
punktes unter  dem  Einfluß  aller  wirkenden  Kräfte12)  heißt. 
0  und  V  erscheinen  als  Teile  von  E,  die  während  der  Bewegung 
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jeder  nur  auf  Kosten  des  anderen  wachsen  und  abnehmen,  und  werden 
auch  als  potentielle  und  kinetische  Energie  bezeichnet 

Lebendige  Kraft,  Arbeit,  Potential  und  Energie  haben  dieselbe 
Dimension,  es  gilt  nämlich 

[HT]  =  [A]  =  [0]  =  [K]  =  ml*t-2.  22'") 

Ihre  wissenschaftliche  Einheit,  nämlich  das  Produkt  der  Kraft- 
einheit in  die  Längeneinheit,  führt  den  Namen  Erg. 

Um  Energien  oder  Arbeiten  von  physikalischen  Einheiten 
(g,  cm,  sec)  in  technische  (kg,  m,  sec)  überzuführen,  hat  man  nach 
der  Gleichung 

E  =  E,p 

9-81. 10T 

zu  verfahren;  in  der  That  ist  die  technische  Arbeitseinheit,  das 
Kilogrammeter,  oder  die  Arbeit,  welche  erforderlich  ist,  um 
den  Angriffspunkt  der  Krafteinheit  (des  kg)  um  1  m  zu  heben, 
gleich  g.W. 

Der  Wirksamkeit  einer  Kraftmaschine  wird  nach  der  Arbeit  be- 
urteilt, welche  sie  in  der  Zeiteinheit  liefert,  d.  h.  nach  der  Funktion 

23) 

welche  wir  kurz  ihren  Effekt  nennen  wollen;  für  r  gilt  die  Di- 
mensionalgleichung 

[r]  =  m/2r-3.  23') 

In  dem  wichtigen  Falle,  daß  die  Arbeit  gegen  eine  konstante  der 
Bewegung  entgegengesetzte  Widerstandskraft  W  geleistet  wird,  welche 
die  Geschwindigkeit  V  konstant  erhält,  hat  die  hervorgebrachte 
Leistung  den  Wert 

r  =  w  r.  23") 

Bei  physikalischen  Messungen  drückt  man  derartige  Leistungen 
in  Erg  per  Sekunde  aus,  wie  überhaupt  durch  die  Präposition 
„per1*  eine  Größe  auf  eine  bestimmte  Zeit  oder  Länge  bezogen 
wird.  In  der  Technik,  wo  es  sich  häufig  um  sehr  bedeutende  Lei- 
stungen handelt,  hat  man  als  Einheit  für  dieselben  die  sog.  Pf  er  de - 
kraft,  nämlich  75  kg.m  per  sec.  eingeführt  Sie  ist  gleich 
9-81.75. 107  Erg  per  Sekunde. 

Die  Elektrotechnik  hat  aus  Gründen,  die  später  klarer  hervor- 
treten werden,  für  Arbeit  und  Leistung  Einheiten  eingeführt,  die 
aus  den  wissenschaftlichen  abgeleitet  sind.  Eine  Arbeit  von  107  Erg 
nennt  sie  1  Joule,  eine  Leistung  von  107  Erg  per  Sekunde  1  Watt  — 
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Die  Bedingungen  für  die  Existenz  eines  Potentiales  sind  in 
dem  allgemeinsten  Falle,  daß  die  Kraftkomponenten  von  der  Zeit, 
den  Koordinaten  und  ihren  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  ab- 
hängen, ziemlich  kompliziert.  Man  erhält  sie13),  indem  man  die 
allgemeinste  Variation  einer  Funktion  <p  Ton  t,  x,  //,  r,  x,  y.  z  .  .  ., 
worin  die  oberen  Indices  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  be- 
zeichnen, bildet  und  auf  eine  Form  zu  bringen  sucht,  welche  der 
das  Potential  definierenden  Gleichung 

24)  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  -  d  d> 

entspricht. 

Es  ist  zunächst 


24') 


d  rp 


Berücksichtigt  man,  daß  nach  der  Definition 
ist.  so  kann  man  leicht  bilden 


~d  tk 


TV 
d 

dx 


dx 


■  -a7(lf**)-JT(S5)". 


d  q> 
d  x" 


7  Ajr 


hieraus  folgt  durch  Einsetzen  in  (24') 

«.  \dq>     d  d  tf,     d*  d<p  d  gp         1  i  a  [ 

d * | ä"x -TtB*+dP6¥~ JP  e x'" ± ' " * J  +  °y  [ 


24") 


r[...] 


+       (<Tx''  ~  dt  dx"  ±  •••)+••  • 
,\r"(  dfP       d    d<p  \ 

+  0T  \bx"~ dtdxr^  •••;  +  ••• 

+  ]• 


d 


d  q>      d  dq>      d*  d  <p 
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Sind  nun  die  Variationen  8  x ,  6 >y ,  8  z  .  .  .  die  während  der 
Zeit  dt  im  Laufe  der  Bewegung  wirklich  eintretenden  Verände- 
rungen, so  ist 

8x=xdt,  8y=y'dt,  8z=z'dt, 
8x'  =  x"dt,    8y'=y"dt,    8z  =  zdt, 


und  auch  Scp  =  <f'.dt\  dann  hat  die  rechte  Seite  der  letzten 
Formel  aber  immer  die  Form  eines  vollständigen  Differeutiales  nach  der 
Zeit,  wenn  <p  die  Zeit  nicht  explicit  enthält,  d.h.  d(p/dt=Q  ist. 

Deutet  man  also  links  die  negativ  genommenen  Faktoren  von 
8x,  8y,  8  z  als  die  Ausdrücke  für  die  Kraftkomponenten  X,  Y,  Z, 
so  läßt  sich  dann  die  rechte  Seite  als  das  negative  Differential  eines 
allgemeinen  Potentiales  0  betrachten.    Es  entspricht  sich  also 

y  d  <jp       d  d  q>       d*  dq> 

A  fix  +  dt  dx'  ~  dt*  dz"  ±  '  '  '  ' 


y  dg>       d  d  <p       d*  dtp 

~~  ~~  dy  +  d  t  dy'  ~~  dt*  d  y"  ±  ' 

d  q>       d  d  <p       d*  d  <p 

=    '  dz  +  dt  dz'  ~~  dt*  dz"  ±  " 


25) 


+  *  - <  (!*-;,        *  •  •  M-M-11 

„  ( dq>      d    d<p  \ 

~*  \dV~di  dx"'+  •-)--' 

„A  Öq>       d     dy  \ 

~r  [dx'r'~~dt  dx-1'*  '-) 


25') 


und  jederzeit,  wenn  die  Kraftkomponenten  sich  in  der  vorstehenden 
Form  (25)  darstellen,  ergiebt  der  letzte  Ausdruck  (25  )  das  wirksame 
Potential. 

Der  wichtigste  Fall  ist  der,  daß  die  Komponenten  nur  von  den 
Koordinaten  allein  abhängen;  dann  muß  gleiches  von  ff  gelten  und 
es  wird 

0  =  (f. 

Hier  läßt  sich  also  einfach  schreiben 

X=-d*.     r--d*  26) 

d x  ■  dy  7  d;  ' 

und  auch  eine  von  0  selbst  unabhängige  Bedingung  für  die  Existenz 
eines  Bolchen  speziellen  Potentiales  bilden,  nämlich 

d  Y  =  b  z     dz  =  dx     dx  =  a_r  2G,, 

^7      dy  '     dx      dx  '     c  y      dx  '  ' 
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Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  (22")  gewinnt  in  diesem 
Falle  eine  einfache  und  anschauliche  Bedeutung. 

Wenn  0  nur  die  Koordinaten  enthält,  so  giebt  jede  Gleichung 
<P  —  Const  eine  Oberfläche,  und  man  kann  mit  dergleichen  Poten- 
tialflächen den  ganzen  Raum  erfüllen.  Die  Gleichung  der  leben- 
digen Kraft  sagt  in  diesem  Falle  aus,  daß,  wo  immer  der  Massen- 
punkt dieselbe  Potentialfläche  erreicht,  er  dies  stets  mit  der  gleichen 
Geschwindigkeit  thut;  insbesondere  besitzt  er,  wenn  er  einen  und 
denselben  Punkt  mehrfach  passiert,  daselbst  immer  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit. 

Wegen  dieser  Eigenschaft  der  Bewegung  nennt  man  Kräfte, 
welche  ein  nur  von  den  Koordinaten  abhängiges  Potential  besitzen, 
konservativ  und  dehnt  diese  Bezeichnung  auch  auf  den  Fall 
irgend  welcher  Potentiale  aus. 

Es  möge  bemerkt  werden,  daß  die  vorstehenden  Entwickelungen 
den  allgemeinen  Fall  nicht  umfassen,  unter  welchem  die  Arbeit  (f  A 
verschwindet,  also  auf  ein  konstantes  Potential  führt.  Dieser  tritt 
jederzeit  ein,  wenn  die  Kraftkomponenten  die  Form  haben 

X=  Cv  -  Bw, 

Y =  Aw  —  Cu , 

Z  =  Bu  -  Av, 

worin  A,  B,  C  beliebige  Funktionen  der  Zeit,  der  Koordinaten  und 
ihrer  DifFerentialquotienten  sein  können.  Betrachtet  man  A,  B,  C 
als  die  Komponenten  eines  Vektors  B,  wie  u,  v,  w  die  Komponenten 
der  Geschwindigkeit  Fsind,  so  steht  die  resultierende  Kraft  K  nor- 
mal auf  der  Ebene  durch  B  und  V  und  hat  die  Größe 


26") 


26"')  K  =  JDFsm{D,  f).  — 

Faßt  man  die  Gleichungen  (15)  mit  den  Faktoren  8x,  Sy,  8  z 
zusammen,  welche  beliebige  Variationen  der  Koordinaten  x,  y,  z  be- 
zeichnen sollen,  so  erhält  man14) 

worin  S'A  die  Arbeit  bezeichnet,  welche  die  Kräfte  bei  der  durch 
8x,  8y,  8  z  bestimmten  willkürlichen  Verschiebung  8  s  leisten.  Die- 
selbe Formel  gilt  auch  für  bedingte  Bewegungen,  und  zwar  enthält 
iu  diesem  Falle  8 A  allein  die  äußeren,  nicht  die  Reaktionskräfte, 
wenn  nur  die  8x,  8y,  8  z  und  damit  die  Richtung  und  Größe  der 
resultierenden  Verrückung  8s  den  Bedingungen  genügen,  die  man 
aus  (17')  resp.  (18  )  durch  Variation  bei  unveränderter  Zeit  erhält 
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Derartige  Verrückungen  nennt  man  virtuelle,  und  demgemäß 
auch  die  Formel  (27)  die  Gleichung  der  virtuellen  Ver- 
rückungen. 

In  diesem  Sinne  verstanden,  gestattet  die  Formel  (27)  die  Rück- 
gewinnung der  allgemeinen  Gleichungen  für  freie  und  bedingte  Be- 
wegung. 

Nach  der  Methode  von  Lagrange16)  wird  nämlich  die  Bedingung 

<f     y,  z,t)  =  Q 
dadurch  berücksichtigt,  daß  man  die  Formel 

mit  einem  unbekannten  Faktor  X  multipliziert  der  Gleichung  (27) 
zufügt  und  danach  alle  Variationen  dx,  <*y,  8  z  als  willkürlich  be- 
trachtet   Man  gelangt  so  zu  dem  System 


27') 


das  nur  der  Form  nach  von  (17)  verschieden  ist 

Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  verwandelt  sich  aus  dem 
gleichen  Grund  in18) 

SA  =  X8x  +  YSy  +  ZSz  =  0;  28) 

sie  sagt  aus,  daß  für  einen  Massenpunkt  Gleichgewicht  stattfindet, 
wenn  bei  jeder  virtuellen  Verschiebung  die  an  ihm  geleistete  Arbeit 
verschwindet. 

Hat  die  wirkende  Kraft  ein  Potential  </>,  welches  nur  die 
Koordinaten  enthält,  so  ist  die  Bedingung  (28)  identisch  mit 

<?tf>  =  0;  28') 

in  der  Gleichgewichtslage  hat  im  allgemeinen  0  einen  größten  oder 
kleinsten  Wert 

Wenn  die  Bedingung  (28)  nicht  erfüllt  ist,  so  tritt  Bewegung 
ein.    Gemäß  der  Formel  (19)  gilt  dann  für  den  ersten  Zeitmoment 

wo  der  Ausdruck  links,  da  die  Bewegung  von  der  Geschwindigkeit 
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V  =ss  0  an  beginnt,  jedenfalls  positiv  ist.  Es  folgt  hieraus,  daß  für 
die  aus  der  Ruhe  beginnende  Bewegung  eines  Massenpunktes  stets 

28")  dA  >  0 

ist,  was,  im  Falle,  daß  ein  Potential  vorhanden  ist,  auf 

28'")  d  0  <  0 

führt. 

Hieraus  folgt  weiter,  daß,  wenn  in  der  Gleichgewichtslage  </> 
ein  Maxiniuni  ist,  eine  unendlich  kleine  Ablenkung  aus  dieser 
Position  eine  Bewegung  veranlaßt,  welche  den  Massenpunkt  noch 
weiter  von  der  Gleichgewichtslage  entfernt;  wenn  ein  Minimum, 
dann  eine  solche,  die  ihn  nach  der  Gleichgewichtslage  zurückführt. 
Im  ersteren  Falle  heißt  das  Gleichgewicht  labil,  im  zweiten  stabil, 
auf  der  Grenze  zwischen  beiden  indifferent. 


§  5.    Beispiele  konservativer  und  nicht  konservativer  Kräfte. 

Die  in  den  vorigen  Abschnitten  entwickelten  allgemeinen  Grund- 
sätze sollen  nunmehr  auf  die  wichtigsten  Kräfte,  für  deren  Ein- 
wirkung die  Körper  unter  der  auf  Seite  10  gegebenen  Bedingung 
als  Massenpunkte  angesehen  werden  können,  angewandt  werden. 

Hier  kommt  in  erster  Linie  die  Schwerkraft  in  Betracht. 
Dieselbe  kann  an  der  Erdoberfläche  innerhalb  erheblicher  Bereiche 
als  von  konstanter  Größe  und  Richtung  angesehen  werden;  ihre 
Größe  ist  nach  Formel  (13')  gleich  Mg,  ihre  Richtung  steht  normal 
zur  Erdoberfläche.  Legen  wir  also  die  Z-Axe  des  Koordinaten- 
systems vertikal  nach  unten,  so  nehmen  die  Gleichungen  (15)  für 
die  freie  Bewegung  die  Gestalt  an 

oq\  ^-0      d'y-0  d*x-a 

*»)  d/»_U'    <r^-u'  -dp-* 

woraus  allgemein  die  Gesetze  des  Wurfes  und,  falls  der  Massen- 
punkt seine  Bewegung  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  beginnt,  die 
Gesetze  des  freien  Falles17)  folgen. 

Die  Schwerkraft  erfüllt  die  Bedingungen  (26')  identisch,  sie 
ist  also  eine  konservative  Kraft  Ihr  Potential  hat  den  Wert  —  Mg  z, 
und  die  Gleichung  (22")  der  lebendigen  Kraft  lautet  für  sie,  wenn 
die  Bewegung  frei  oder  an  eine  ruhende  Kurve  oder  Oberfläche 
gebunden  ist 

F1  —  2g  z  =  Const.; 
die  Konstante  bestimmt  sich  zu  Null,  wenn  man  die  -Y  I-Ebene  in 
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diejenige  Höhe  legt,  in  welcher  V  verschwinden  würde,  wenn  die 
Bedingungen  ihre  Erreichung  gestatteten. 
Aus 

F*  =  2gz  29') 

folgt  dann 

eine  Gleichung,  welche  sich  direkt  integrieren  läßt,  wenn  der  Punkt 
an  eine  feste  Kurve  gebunden,  also  ds  durch  dz  und  z  ausdrückbar 
ist,  Iu  diesem  Falle  liefert  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 
allein  die  vollkommene  Lösung  des  Bewegungsproblems.  Das 
Vorzeichen  in  der  letzten  Gleichung  bestimmt  sich,  wenn  die  Be- 
wegungsrichtung für  einen  Wert  von  z  vorgeschrieben  ist,  und 
kehrt  sich  im  Laufe  der  Bewegung  um,  sowie  die  Höhe  r  =  0  er- 
reicht wird. 

Befindet  sich  der  Massenpunkt  auf  einem  Zweig  der  festen 
Bahn,  welcher  an  zwei  Stellen  die  Höhe  z  =  0  erreicht  und  da- 
zwischen durchweg  tiefer  liegt,  so  führt  er  eine  Oscillationsbewegung 
zwischen  jenen  beiden  Stellen  aus,  deren  Periode  gleich  dem  Inte- 
grale des  Ausdrucks  in  Formel  (29")  ist,  genommen  von  einem  Um- 
kehrpunkt bis  zu  diesem  zurück. 

Ist  die  feste  Kurve  eine  in  einer  vertikalen  Ebene  liegende 
Kreislinie,  so  erhält  man  diejenige  Beweguug,  die  man  als  ebene 
Pendelbewegung  bezeichnet,  und  die  man  einem  schweren  Punkte 
auch  dadurch  erteilen  kann,  daß  man  ihn  mit  einem  Faden  von 
verschwindend  kleiner  Masse  an  einem  Stützpunkte  aufhängt  und 
mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  versieht,  die  ihn  durch  seine 
Gleichgewichtslage  hindurchführt. 

Kann  man  das  Quadrat  der  Schwingungsweite  neben  dem- 
jenigen des  Kreisradius  R  vernachlässigen,  so  liefert  obige  Formel 
für  die  Periode  T  der  Oscillation  den  Wert1*) 

7?=2*j/|.  29'") 

Die  Beobachtung  der  Oscillationsdauer  giebt  ein  Mittel  zur 
Bestimmung  der  Konstanten  g  der  Schwere,  deren  Kenntnis  von 
großer  Wichtigkeit  ist,  da  zahlreiche  Messungen  von  Kräften  auf 
ihrer  Vergleichung  mit  dem  Gewicht  eines  Körpers  von  gegebener 
Masse  beruhen  und  die  Bestimmung  des  letzteren  in  absolutem  Maße 
diejenige  von  g  voraussetzt.  Indessen  kann  man  in  Praxi  die  Ver- 
hältnisse nicht  so  einrichten,  daß  man  den  oscillierenden  Körper 
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mit  einiger  Schärfe  als  materiellen  Punkt  betrachten  kann,  und  die 
strenge  Theorie  der  Beobachtungsmethode  erfordert  demgemäß  noch 
andere,  als  die  bisher  gewonnenen  Hülfsmittel.  — 

Nächst  der  Schwere  erregen  wegen  ihrer  zahlreichen  Anwen- 
dungen die  Centraikräfte lö)  besonderes  Interesse.  Man  versteht 
unter  diesem  Namen  Kräfte,  welche  nach  einem  ruhenden  oder 
in  gegebener  Weise  bewegten  Punkte,  dem  Kraft centrum,  hin 
gerichtet  sind  und  ausschließlich  von  der  Entfernung  r  des  be- 
wegten Massenpunktes  von  jenem  Centrum  abhängen. 

Der  einfachste  Fall  ist  hier  der,  daß  das  Attraktionscentrum 
ruht,  und  wir  wollen  uns  auf  ihn  allein  beschränken. 

Die  Bewegung  muß  nach  Symmetrie  in  der  Ebene  bleiben, 
welche  durch  die  anfänglichen  Lagen  des  Radiusvektors  r0  und  der 
Geschwindigkeit  F0  bestimmt  wird.  Wir  wählen  sie  zur  XI-Ebene 
und  legen  das  Kraftcentrum  in  den  Koordinatenanfang.  Die  Be- 
wegungsgleichungen lauten  dann 

30)  *'■$--*'>  <!--K'r> 

wo  positive  Werte  Ä'  einer  nach  dem  Centrum  hin,  negative  einer 
von  dem  Centrum  hinweg  gerichteten  Kraft  entsprechen;  im  ersten 
Falle  nennen  wir  die  Wirkung  anziehend,  im  letzteren  ab- 
stoßend. 

Kräfte  der  vorausgesetzten  Art  befriedigen  die  Gleichungen  (26'), 
sind  also  konservativ;  ihr  Potential  lautet  bei  Verfugung  über  die 
willkürliche  Konstante 

30')  </>  =  fKdr. 

Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  (22")  giebt  bei  Einführung  von 
Polarkoordinateu  r  und  <p 

of\"\  m  r*dq>*  +  dr*  . 

30  )  M  +  0  =  c, , 

worin  cl  eine  Konstante  bezeichnet  dq>  j  dt  —  y'  heißt  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  Massenpunktes;  ihre  Dimension  ist,  da  Winkel- 
größen reine  Zahlen  sind, 

30"')  [rp']  =  t-K 

Gleichung  (30")  liefert  ein  erstes  Integral  der  Bewegungs- 
gleichungen (30);  ein  zweites  erhält  man,  wenn  man  sie  mit  den 
Faktoren  —  y  und  x  zusammenfaßt  in  der  Form 
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wo  anter  cs  wieder  eine  Konstante  verstanden  ist 
Hierfür  kann  man  auch  schreiben 

£  =  3n 

falls  man  mit  cf/  die  unendlich  kleine  Fläche  bezeichnet,  welche 
der  Radiusvektor  während  dt  bestreicht;  d%\dt  —  x'  heißt  die 
Flächengeschwindigkeit  des  Massenpunktes  und  hat  die  Dimension 

M  =  Pt~\  31") 

Sie  ist  nach  der  letzten  Formel  bei  Centraibewegungen  der  be- 
trachteten Art  konstant  Bei  Einführung  von  Polarkoordinaten  er- 
hält man  aus  (31') 

2   di  =  C*'  31  ) 

Aus  (30")  und  (31'")  läßt  sich  nach  Belieben  dt  oder  d<p  elimi- 
nieren; im  ersteren  Falle  erhält  man 

2  3fr,' 


v(i  +  (^)')  +  0  =  c>  32) 


oder  auch 


=  ±  dtp 


V  2A/rt«  r* 


32' 


und  hieraus  durch  Integration  die  Gleichung  der  Bahn ;  im  letzteren 

-  -   =  ±  2  c2  d  t 


i/^ 


2J/rf"  r> 

und  hieraus  durch  Integration  die  Bestimmung  des  Ortes  des 
Massenpunktes  in  der  Bahn  als  Funktion  der  Zeit 

Die  letztere  Formel  versagt,  wenn  der  Massenpunkt  unter  der 
Wirkung  der  Centraikraft  einen  Kreis  um  das  Kraftcentrum  als 
Mittelpunkt  beschreibt,  —  ein  Fall,  der  bei  jedem  Kraftgesetz 
durch  geeignete  Wahl  des  Anfangszustandes  erzielt  werden  kann. 
Hier  gelangt  man  in  einfachster  Weise  zu  dem  Gesetz,  welches  tp 
mit  /  verbindet,  wenn  man  in  (31"')  r  konstaut  =  R  nimmt 

Für  die  Umlaufszeit  T  ergiebt  sich  ein  interessanter  Satz,  wenn 
man  den  Gedanken  ausdrückt,  daß  bei  kreisförmiger  Bahn  jederzeit 
die  Centrifugalkraft  die  Centraikraft  kompensieren  muß.  Dies  gieht 
nach  (15") 
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woraus  sich  für  die  Umlaufsdauer  wegen  d<p  /  dt  =  2n  /  T  ergiebt 

32"')  T*  =  ~—9^~ 


oder,  wenu  die  Centraikraft  mit  der  Masse  M  proportional,  also 
K  =  MK0  ist 

Bei  der  Wirkung  von  Centraikräften,  die  von  einem  ruhenden 
Centrum  ausgehen,  ist  durch  die  Formeln  (32')  und  (32")  die  Lö- 
sung des  Bewegungsproblemes  allgemein  auf  Quadraturen  zurück- 
geführt. 

Ist  die  Bahn  und  das  Kraftcentrum  gegeben,  so  gestattet  die 
Gleichung  (32)  die  Bestimmung  des  wirksamen  Potentiales  bis 
auf  eine  multiplikative  Konstante  ca,  ohne  daß  das  Bewegungsgesetz 
bekannt  zu  sein  braucht;  c3  bestimmt  sich  dabei,  wenn  die  Ge- 
schwindigkeit des  Massenpunktes  an  irgend  einer  Stelle  seiner  Bahn 
gegeben  ist,  nach  Formel  (31"'). 

Einen  merkwürdigen  Wert  für  die  bei  der  Centraibewegung 
wirkende  Kraft  erhält  man  in  folgender  Weise. 

Bezeichnet  man  das  Lot  von  dem  Kraftcentrum  auf  die  Rich- 
tung des  Bahnelementes  ds  mit  n,  so  ist 

33)  • 

woraus  beiläufig  V  indirekt  proportional  mit  n  folgt.  Führt  man  den 
Winkel  r  zwischen  der  Richtung  von  ds  und  der  Richtung  der 
A'-Axe  ein,  von  der  aus  ff  gezählt  werden  mag,  so  ergiebt  sich 

33  )  c2  =  \r  Fsin(r  -  ff) 

und  daher 

00„N  2c,cosr  2^sinr 

66  )  u  =  —   , ,      v  = 

I  v  um     r    m  \  7 


r  sin  (i  -  q>) 1  '  r  sin  (i  —  q>) ' 

Hieraus  folgt  durch  Differentiation  nach  der  Zeit  unter  Berück- 
sichtigung der  Beziehung  ctg  (r  —  tf )  =  d  r  j  r  d  q 

q       du        tP  x  2  r,;  cos  rp     dt     d  p  _  cP  y  2ct  »in  <p     d  r 

*4)    d  t  ~~  dt1  ~~  ~~  ^»TT^)  dt1  d~t  *  dP  ~~  ~  r~^\V^)  dt  ' 

und  wegen  r  cos  tf  =  x,  r  sin  ff  =  y  nach  (30) 
34')         K  —     2  r*  jV     d  1  —     *V  V     d  1  —  2  c* '  *V  ll  T 


r  sina(i  -  (f)  dt       sin  (r  —  q)  d  t  w*  dt1 
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worin  (r  —  <p)  der  Winkel  zwischen  der  Richtung  von  r  und  der 
von  ds  ist,  und  dx  jdt  die  Geschwindigkeit  bezeichnet,  mit  welcher 
die  Bewegungsrichtung  sich  dreht.  — 

Von  nicht  konservativen  Kräften  haben  besonders  diejenigen 
eine  praktische  Bedeutung,  deren  Richtung  stets  in  die  Bewegungs- 
richtung des  Massenpunktes  fällt  uud  deren  Größe  allein  von  seiner 
Geschwindigkeit  abhängt    Dann  ist 

r-A-£,  35) 

wo  A'j  eine  Funktion  der  Geschwindigkeit  V  allein  und  positiv  oder 
negativ  ist,  jenachdem  die  Kraft' antreibend  oder  hemmend  wirkt. 
Die  Arbeit  nimmt  die  Form 

dA  =  A\ds  =  A\Fdt  35) 

an  und  ist  ersichtlich  im  allgemeinen  kein  vollständiges  Differential 
nach  der  Zeit. 

Hemmende  Kräfte  dieser  Art  erleidet  ein  Massenpunkt,  der 
sich  in  einer  Flüssigkeit  bewegt20)  Ihr  genaues  Gesetz  ist  unbekannt; 
bei  kleiner  Geschwindigkeit  erhält  man  eine  angenäherte  Dar- 
stellung der  Wirklichkeit,  wenn  man  Ä',  mit  V  proportional, 
etwa  =  —  k  V  setzt    Hier  wird  dann  aus  (35) 

Ar=  —  ku,    Y=-kv,    Z=-kw,  36) 

k  heißt  die  Konstante  des  Flüssigkeitswiderstandes  und  hat  die 
Dimensionalgleichung 

[Ä]  =  wK  36') 

Ihre  Größe  bestimmt  man  am  bequemsten  durch  die  Beobachtung 
der  abnehmenden  Schwingungsamplitude  eines  Pendels,  welches  in 
der  betreffenden  Flüssigkeit  schwingt. 

Eine  antreibende  Kraft  dieser  Art  von  nahe  konstanter  Größe 
K0  erfährt  eine  steigende  Rakete;  unter  Berücksichtigung  des  Luft- 
widerstandes wirkt  auf  sie  tangential  K=K0  —  Kl(F),  demnach 
eine  Kraft,  die  mit  wachsender  Geschwindigkeit  ihr  Vorzeichen  um- 
kehrt und  aus  einer  antreibenden  zu  einer  hemmenden  wird.  — 

Einen  wesentlich  anderen  Charakter,  als  die  vorstehend  be- 
sprochenen, allein  von  der  Geschwindigkeit  abhäugigen  Widerstands- 
kräfte, besitzt  die  gleitende  Reibung21)  eines  Massenpunktes  an 
einer  festen  Oberfläche  oder  Kurve. 

Zwar  ist  auch  ihre  Richtung  derjenigen  der  Bewegung  ent- 
gegengesetzt, aber  ihre  Größe  hängt  von  dem  Reaktionsdruck  ab, 
welchen  die  feste  Oberfläche  oder  Kurve  auf  den  Massenpunkt  aus- 
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übt,  und  damit  in  einer  meist  komplizierten  Weise  sowohl  von  dem 
Bewegungszustand,  als  von  den  wirkenden  äußeren  Kräften. 

Die  Beobachtung  gestattet  für  die  Größe  der  Reibungskraft, 
welche  ein  bewegter  Massenpunkt  erfährt,  den  Ansatz 

37)  A'=.V« 

zu  machen,  wo  n  eine  der  Kombination  der  Substanzen  des  Masseu- 
punktes  und  der  Oberfläche  oder  Kurve  individuelle  Konstante,  der 
sogenannte  Reibungskoeffizient,  und  N  der  absolute  Wert  der 
normalen  Reaktion  der  Bahn  ist    Für  n  gilt  ersichtlich 

37')  [n]  =  1. 

Auch  ein  ruhender  Massenpunkt  kanu  auf  einer  festen  Ober- 
fläche oder  Kurve  eine  Reibungskraft  erfahren.  Um  für  deren  Ge- 
setze eine  Ubereinstimmung  mit  den  allgemeinen  Gleichgewichts- 
bedingungen und  einen  stetigen  Anschluß  an  die  Werte,  die  bei 
der  Bewegung  eintreten,  zu  erhalten,  muß  man  sich  vorstellen,  daß 
ihre  Richtung  jederzeit  derjenigen  der  Tangentialkomponente  P  der 
äußeren  Kräfte  nach  der  Oberfläche  oder  Kurve  entgegengesetzt 
und  ihre  Größe  derjenigen  von  P  gleich  ist,  so  lange  P-^Nn  bleibt; 
für  P  >  Nn  tritt  ja  Bewegung  ein.  Es  wird  demnach  die  gleitende 
Reibung  im  Zustand  der  Ruhe  kleiner,  als  in  dem  der  Bewegung 
sein,  also,  wie  man  sagt,  nur  unvollständig  in  Anspruch  ge- 
nommen werden,  so  daß  man  setzen  kann 

38)  K0  =  Nnß, 

worin  ß  einen  echten  Bruch  bedeutet. 

Hieraus  folgt,  daß  die  allgemeinen  Gleichgewichtsbediugungeu 
für  einen  Massenpunkt  auf  reibender  Oberfläche  oder  Kurve  nicht 
eine  einzelne  Gleichgewichtslage,  sondern  ein  endliches  Bereich  be- 
stimmen, innerhalb  dessen  er  au  jeder  Stelle  ruhen  kann,  und 
dessen  Begrenzung  durch  den  extremen  Wert  ß  =  1  gegeben  ist; 
ß  =  0  bestimmt  den  speziellen  Punkt,  wo  die  Inanspruchnahme  der 
Reibung  verschwindet,  und  wo  demgemäß  der  Punkt  ohne  gleitende 
Reibuug  im  Gleichgewicht  sein  würde. 

Wirkt  von  äußeren  Kräften  nur  die  Schwere,  so  erkennt  man 
leicht,  daß  das  Gleichgewichtsbereich  des  Masseupunktes  auf  einer 
reibenden  Oberfläche  begrenzt  ist  durch  eine  Kurve,  längs  deren 
die  Tangentialebene  den  Winkel  v  mit  der  horizontalen  einschließt, 
der  bestimmt  ist  durch 

38')  tg  v  =  n ; 
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Analoges  gilt  von  dem  Gleichgewichtsbereich  auf  einer  festen  rei- 
benden Kurve.  Der  durch  die  Gleichung  (38')  definierte  Winkel  v 
heißt  der  Reibungswinkel  der  Substanz  des  Massenpunktes  gegen 
die  Substanz  der  festen  Bahn. 

Befindet  sich  der  Massenpunkt  M  auf  einer  reibenden  horizon- 
talen Ebene,  und  wirkt  außer  der  Schwere  noch  eine  horizontale 
Kraft  Ä'p  so  ist  Gleichgewicht  vorhanden,  so  lange 

Kx  <  Mg  n  39) 

ist,  und  die  Bewegung  beginnt,  sowie 

Kx  =  Mgn.  390 

Hierauf  beruht  die  gebräuchlichste  Methode  zur  experimentellen 
Bestimmung  von  n. 

Bei  allen  Bewegungen  unter  der  Wirkung  gleitender  Reibung 
ist  wesentlich,  daß  der  Massenpunkt  am  Rotieren  gehindert  ist,  weil 
nur  bei  Erfüllung  dieser  Voraussetzung,  also  bei  reinem  Gleiten,  die 
obigen  Resultate  anwendbar  sind,  überhaupt  der  Körper  als  Massen- 
punkt zu  betrachten  ist 


8* 
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Bewegung  eines  Systemes  von  materiellen  Punkten. 

§  6.    Schwerpunkts-  und  Flachensätze;  Gleichung  der  Energie. 

Unter  einem  Punktsystem  wollen  wir  eine  Anzahl,  sagen  wir 
Ton  n  Massenpunkten  von  den  Massen  mh  (h  =  1,  2  .  .  .  n)  verstehen, 
die  ihre  Bewegung  derartig  gegenseitig  beeinflussen,  daß  bei  gleich- 
zeitigem Vorhandensein  aller  jeder  einzelne  sich  anders  bewegt,  als 
wenn  er  bei  sonst  ungeänderten  Umständen  allein  vorhanden  wäre. 

Nach  der  Grundderinition  von  Kraft  müssen  also  durch  das 
Vorhandensein  der  übrigen  Massenpunkte  Kräfte  auftreten,  die  mit 
den  sonstigen  Bedingungen  des  Problemes  nicht  gegeben  sind.  Wir 
drücken  dies  dadurch  aus,  daß  wir  in  den  für  jeden  einzelnen 
Punkt  mh  aufgestellten  Bewegungsgleichungeu  (15)  aus  den  Kraft- 
komponenten Anteile  aussondern,  welche  die  Beträge  darstellen,  die 
infolge  der  Anwesenheit  der  übrigen  Punkte  wirksam  werden;  diese 
Anteile  mögen,  soweit  sie  von  dem  Massenpunkt  mk  herrühren,  mit 
Afcjt,  Yhkf  Zhk  bezeichnet  werden.  Bezeichnen  wir  den  übrig  blei- 
benden Rest,  d.  h.  die  Komponenten,  welche  mh  nach  Beseitigung 
aller  anderen  Massenpunkte  mk  erfährt,  und  die  sowohl  von  festen 
Kraftceutren,  wie  von  der  Reaktion  fester  Oberflächen  oder  Kurven 
herrühreu  können,  mit  Xh,  Vh,  Zh,  so  nehmen  die  Bewegungs- 
gleichungen folgende  Gestalt  an 


40) 


"  '  k  (h) 


worin  der  Index  k(h)  bedeuten  soll,  daß  die  Summen  über  alle 
Werte  von  k  mit  Ausnahme  von  h  auszudehnen  sind.  Für 
h  =  1,  2,  .  .  .  n  genommen,  bilden  sie  die  Grundlage  für  die  Theorie 


Digitized  by  Google 


§  ö.    Wechselwirkungen  zwischen  Massenpunkten. 


37 


der  Bewegungen  von  Punktsystemen,  deren  Untersuchung  um  so 
wichtiger  ist,  als  sie  nicht  nur  die  Grundlage  für  die  gesamte 
Astronomie,  sondern  auch  für  die  Theorie  derjenigen  Massensysteme 
bilden,  welche  den  Raum  anscheinend  kontinuierlich  erfüllen. 

Um  aus  ihnen  Folgerungen  zu  ziehen,  müssen  wir  den  Kräften 
-VAk,  Yhk,  Zhk,  welche  man  auch  kurz,  im  Gegensatz  zu  den  äußeren 
Kräften  Xh,  YhJ  Zh,  die  inneren  Kräfte  des  Punktsystemes 
nennt,  spezielle  Eigenschaften  beilegen,  die  zum  Teil  durch  die 
vorausgeschickten  Definitionen  an  die  Hand  gegeben,  zum  Teil  will- 
kürlich gewählt  sind. 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß  die  Komponenten  mit  den 
Indices  hk  und  kh  allein  von  dem  Zustande  der  Massenpunkte 
mh  und  mk  und  zwar  speziell  nur  von  ihrem  relativen  Ver- 
halten abhängen;  wir  werden  sie  in  diesem  Fall  als  von  den 
Wechselwirkungen  jener  beiden  Punkte  herrührend  bezeichnen 
können.  Dann  dürfen  wir  folgern,  daß  die  resultierenden  Kräfte 
Khk  und  Kkh  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie  rhk  zwischen 
mh  und  mk  liegen  müssen  und  nur  von  deren  Größe  und  etwa 
ihren  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  abhängen  können.  Denn 
nach  der  Definition,  die  wir  von  materiellen  Punkten  auf  Seite  9 
gegeben  haben,  ist  an  jedem  einzelnen  keine  Richtung  vor  der 
anderen  ausgezeichnet;  die  einzige  ausgezeichnete  Richtung  an  dem 
Punktpaare  mh  und  mk  ist  also  die  ihrer  Verbindungslinie,  und 
aus  dem  gleichen  Grunde  ist  ihr  relatives  Verhalten  nur  durch  die 
Größe  des  Abstandes  rhk  und  seiner  Änderung  mit  der  Zeit  gegeben. 

Weiterwollen  wir  annehmen,  daß  die  Kräfte  Khk  und  Kkh  von 
gleicher  Größe  und  entgegengesetzter  Richtung  sind.  Man  kann 
diese  Annahme  ersetzen  durch  die  Hypothese,  daß  die  Wechsel- 
wirkung zwischen  den  Punkten  mh  und  mk  auf  den  Kräften  beruht, 
welche  die  Teile  eines  und  desselben  auf  beiden  Massenpunkten 
befindlichen  Agens  aufeinander  ausüben.  Denn  daß  die  zwischen 
gleichen  Mengen  dieses  Agens  wirkenden  Kräfte  einander  ent- 
gegengesetzt sind,  folgt  aus  der  Symmetrie,  und  die  Wechselwirkung 
zwischen  zwei  verschiedenen  Quantitäten  läßt  sich  in  eine  Summe 
von  Wechselwirkungen  zwischen  gleichen  zerlegen. 

Die  als  Resultat  dieser  Erörterung  erhaltenen  Eigenschaften 
der  inneren  Kräfte  lassen  sich  folgendermaßen  analytisch  formulieren : 

XAfc  +  XkÄ  =  0,    rfc,  +  i'**  =  0,    Zhk  +  Zkh  =  0,  40') 
Xhk :  l\k  :  Zh  k  =  Xkh  :  Yk  h  :  Zkh  =  (xk  -  xk):{i/h  -  yk) :  (zh  -  zk);  40") 
-Ä-Afc  =  Kkh  =  F(rkk,  r'hk,  rkk,  .  .  .),  40"') 
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wobei  durch  obere  Indices  die  Differentialquotienten  nach  der  Zeit 
bezeichnet  sind. 

Wir  können  nunmehr  das  System  (40)  auch  schreiben: 


41) 


mk 


dt* 

dt* 
dt* 


n 

-  -5*  Khk 

k(h) 

xh  ~  xk 


'Kk 

Vh-Vk 


positive  Khk  entsprechen  hierin  anziehenden,  negative  abstoßenden 
Wechselwirkungen. 

Die  gewonnene  Form  giebt  die  Möglichkeit,  einige  von  den 
inneren  Kräften  des  Systems  ganz  freie  Beziehungen2*)  zu 
gewinnen. 

Summiert  man  die  einzelnen  Gleichungen  (41)  über  alle  Massen 
mk  und  definiert  die  Koordinaten  |,  ij,  £  des  Schwerpunktes  oder 
Massenmittelpunktes  des  Systemes  durch  die  Gleichungen 


42)  f 


'mh  =  2mhxh,    n2mh  =  Smhyk,    £  Smh  =  2 mhzh, 


wobei,  wie  weiterhin,  immer  die  Summen  ohne  Index  über  alle 
Werte  1,  2  .  .  .  n  der  Summationsvariabeln  zu  erstrecken  sind,  so 
erhält  man 


43) 


(Pr<  vM 


ddt«  —  mh  =  — '/jh- 


Der  Schwerpunkt  des  Systemes  bewegt  sich  also  wie  ein  Massen- 
punkt, in  welchem  alle  Massen  des  Systems  vereinigt  sind  und  alle 
äußeren  Kräfte  angreifen.  Sind  speziell  die  äußeren  Kräfte  gleich 
Null,  so  findet  die  Bewegung  in  gerader  Linie  und  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  statt 

Faßt  man  die  Gleichungen  (41)  mit  den  Faktoren  0,  —  zh,  yh\ 
zh,  0,  —  xh;  —  yh,  xh,  0  zusammen,  summiert  die  erhaltenen  Re- 
sultate und  definiert  die  Flächengeschwindigkeiten  (fh,  vi,  '/k 
des  Massenpunktes  mh  in  Bezug  auf  die  Koordinatenebenen  YZt  Z X, 
X  Y  durch  die  Formeln 
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1  /    dH  rfy*\ 

1  /  dxh  d*h\ 
1  /     dVh  dxh\ 


< 


44) 


und  die  Drehungsmomente  Lh,  Mh1  Nh  der  auf  mh  wirkenden 
äußeren  Kräfte  um  die  Koordiiiatenaxen  durch  die  Formeln 


Bezeichnet  man  kurz  2mh<f'h}  JSmhni,  2Smh%'k  als  die  Flächen- 
momente des  Systems  um  die  Koordiiiatenaxen  X,  ¥,  Z,  so  giebt 
das  erhaltene  Fonnelsystem  ihre  Geschwindigkeiten  gleich  den  be- 
züglichen halben  Summen  der  äußeren  Drehungsmomente. 

Da  sich  sowohl  die  Flächen-,  als  die  Drehungsmomente  bei 
der  Koordinatentransformation  wie  die  Komponenten  einer  Vektor- 
größe verhalten,  so  kann  man  sie  zu  je  einer  Resultierenden  zu- 
sammensetzen, deren  Größen  und  Richtungen  sich  nach  den  all- 
gemeinen für  Vektoren  gültigen  Formeln  (3")  bestimmen.  Diese  Re- 
sultierenden stellen  die  größten  Werte  dar,  welche  bei  der  gegebenen 
Bewegung  das  Flächenmoment  und  bei  den  gegebenen  Kräften  das 
Drehungsmoment  um  irgend  eine  Axe  annehmen;  die  Richtung  der 
bezüglichen  Axe  ist  dabei  die  der  Resultierenden  selbst. 

Fehlen  äußere  Kräfte,  so  sind  die  Flächenmomente  ^mhrf'hy 
2Lmh\i>'h,  2?mhz'h  um  die  Koordinatenaxen  konstant,  und  Gleiches 
gilt  von  Richtung  und  Größe  des  resultierenden  Momentes23). 

Faßt  man  die  Gleichungen  (41)  mit  den  Faktoren  dxlt,  dyh<i  dzh 
zusammen  und  summiert  über  alle  Massenpunkte,  so  erhält  man 
wegen 


Mk  =  zkxh-xkzH,  *\  =  *kYk-ykx»  44') 


so  erhält  man 


45) 


rhkdrhk  =  (xh  -  xk){dxh  -  dxk)  +      -  yk){dyh  -  dyk) 

+  {zh-  zk){dzH-dzk) 


das  Resultat 
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46)  \ZmhdVh*  =  ^]{Xhdxh  +  Y,,dyh  +  Zhdzh)  -  2*  Khkdrhk, 

worin  die  Summe  ,2"  über  alle  Kombinationen  der  Massenpunkte 
zu  je  zwei  zu  erstrecken  ist. 
Hierin  ist 

46')  t2mhr*  =  2Vh  =  V 

die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  der  einzelnen  Massenpunkte  oder 
kurz  die  lebendige  Kraft  des  Systemes, 

46")  v(X.  d*h  +     dyh  +  Zk  dz,)  =  £JJ„  =  dA 

die  Summe  der  von  den  äußereu  Kräften  während  dt  an  dem 
System  geleisteten  Arbeiten  oder  kurz  die  äußere  Arbeit, 

46"  )  -  v"  Kh  k  d rh  k  =  v»  irAh  k  =  dAi 

die  Arbeit  der  Wechselwirkungen  oder  kurz  die  innere  Arbeit. 
.   sodaß  man  für  (46)  auch  schreiben  kann 

47)  dV=dJ  +  dA{ . 

Besitzt  die  Arbeit  einer  Wechselwirkung  dAh  k  die  Gestalt 
eines  vollständigen  Differentiales  nach  der  Zeit,  so  nennt  man  die 
Funktion  <Phk,  welche  durch  die  Gleichung 

47')  dAhk=-d<l>hk 

bis  auf  eine  additive  Konstante  definiert  ist.  das  Potential  der 
Wechsel  Wirkung  Khk,  und 

47")  4>  =  2?  (ph  , 

das  innere  Potential,  oder  das  Potential  des  Systemes  auf 
sich  selbst. 

In  diesem  Falle  kann  man  für  (47)  auch  schreiben 

48)  dE=d{V  +  <I>)  =  dA, 

wo  E  die  Energie  des  Systemes  heißt,  und  *P  und  0.  wie  früher, 
als  Teile  von  E  die  kinetische  und  die  potentielle  Energie 
genannt  werden. 

Die  Gleichung  (48)  sagt  aus,  daß  es  unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen für  jedes  Punktsystem  eine  ausschließlich  von  seiner 
Konfiguration  und  seinem  Bewegungszustand  abhängige  Fuuktion  E 
giebt,  welche  in  jedem  Zeitelement  um  den  Betrag  der  äußeren 
Arbeit  wächst;  verschwindet  die  letztere,  so  ist  die  Energie  kon- 
stant, und  die  Bewegung  besteht  in  einer  wechselseitigen  Umsetzung 
zwischen  ihren  beiden  Anteilen       und  W. 

Die  gesamte  Energie  E  ist  durch  Gleichung  (48),  ebenso  wie 
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0,  nur  bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt,  über  die  man 
verfugen  kann,  indem  man  die  Energie  des  Systems  in  einem  be- 
liebigen Normalzustand  beliebig,  etwa  gleich  Null,  festsetzt  Inte- 
griert man  die  Gleichung  von  dem  Normalzustand  (0)  aus  bis  zu 
dem  betrachteten  (1),  so  ergiebt  sich  daher 

(i) 

E=§dA,  48') 

<oj 

d.  h.,  die  Energie  ist  gleich  der  Arbeit,  die  erforderlich  ist,  um 
den  Zustand  des  Systemes  aus  dem  normalen  in  den  gegenwärtigen 
überzuführen,  —  oder,  was  hiermit  identisch  ist,  gleich  der  Arbeit, 
welche  bei  der  Überführung  aus  dem  gegenwärtigen  in  den  Normal- 
zustand aus  dem  System  gewonnen  werden  kann.  — 

Die  allgemeine  Bedingung  dafür,  daß  eine  Wechselwirkung  ein 
Potential  besitzt,  d.  h.,  unter  Weglassuug  der  Indices  geschrieben 

Kdr  =  </</> 

ist,  erhält  man  leicht  auf  dem  S.  24  eingeschlagenen  Wege.21)  Da  A* 
nur  eine  Funktion  von  r  und  seinen  Differentialquotienten  nach  der 
Zeit  sein  darf,  so  geben  die  Formeln  (25)  und  (25')  ohne  weiteres 

A~dr~  dt  dr'  +  dt*  dr"  ±  '  *  *  J  4y) 

(Ii  -  fr        r'    I8  *  d    d<f  <fi     B<f,  \ 

„  tdy        d   dq  \ 
"  r    \dV'  ~~  dt  d  r'"  ±'"l 


—  r 


d  q>       d    6  tp  \ 


49') 


\d  r"  d 

Der  wichtigste  Fall  ist  wiederum  der,  daß  (p  und  demgemäß 
K  und  0  nur  von  r  allein  abhängt;  hier  gilt  einfach 

0  =  9  und  A=^,  49") 

es  hat  somit  jede  nur  von  der  Entfernung  abhängige  Wechsel- 
wirkung ein  Potential. 

Die  lebendige  Kraft  W  eines  Punktsystems,  und  analog  sein 
inneres  Potential  tf>,  gestattet  eine  eigentümliche  Zerlegung26),  die 
eine  entsprechende  der  Energie  E  zur  Folge  hat  und  für  gewisse 
Anwendungen  wichtig  ist. 

Sei  das  Massensystem  in  mehrere  Gruppen  geteilt,  und  seien 
diese  Gruppen  durch  die  oberen  Indices  n  unterschieden,  während 
die  unteren  sich  auf  die  Punkte  derselben  Gruppe  beziehen. 
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Die  lebendige  Kraft  der  Teile  einer  dieser  Gruppen 

transformieren  wir  durch  Einfuhrung  der  absoluten  Geschwindigkeits- 
componenten  ctn,  ß",  yn  des  Schwerpunktes  der  Gruppe  und  der  re- 
lativen u*,  ü£,  ml  der  Teilchen  ml  gegen  jenen.    Setzt  man  dann 

(«n)2  +  w  +  (r)2  =  {r*?, 
(u«)2  +     +  (WJ)i  = 

so  bezeichnet  die  resultierende  Schwerpunktsgeschwindigkeit  der 
Gruppe,  S3ä  die  relative  Gesaiutgeschwindigkeit  von  ml,  und  man 
erhält  nach  leichter  Rechnung,  da 

0  =  2mUl,    0  =  Zmlt>l,    Q  =  Zmlml 

ist, 

V»  =  \{r»yZml  +  \  2(9%* ml, 

oder  kurz 

50')  =  W*a  +  VT 

d.  h.,  die  lebendige  Kraft  der  Gruppe  ist  zerlegt  in  die  lebendige 
Kraft  der  Schwerpunktsbewegung  und  die  lebendige  Kraft  der  Be- 
wegung relativ  zum  Schwerpunkt.  Genau  so  läßt  sich  die  lebendige 
Kraft  aller  Gruppen,  d.  h.  des  ganzen  Systems,  schreiben 

50")  W=Wa+Vi. 

Das  Gesamtpotential  <J>  ist  nach  (47")  gleich  JT'  <Phk  ;  faßt  man 
unter  <f*fl  alle  Wechselwirkungen  zusammen,  die  zwischen  Massen  ver- 
schiedener Gruppen  stattfinden,  unter  <l>,  die  zwischen  Massen  der- 
selben Gruppe,  so  kann  man  auch  zerlegen 

50")  tf»=0„+0<. 

Hieraus  folgt  schließlich  die  Zerlegung  der  Energie 

/;=  Ea  +  Ei. 

Wir  fügen  hieran  eine  allgemeine  Bemerkung. 
Die  Gleichung  der  Energie 

<IE  =  d{<t>+  V)  =  dA 

ist  im  vorstehenden  bewiesen  allein  für  ein  Svstem  von  Massen- 
punkten  mit  Wechselwirkungen  spezieller  Art;  sie  wird  neuerdings 
aber  hypothetisch  auf  Massensysteme  ganz  beliebiger  Art  ausge- 
dehnt.26) Maßgebend  ist  dabei  die  Anschauung,  daß  die  Energie 
der  sichtbaren  Bewegung,  auf  welche  unsere  Formel  zunächst  be- 
zogen ist,  nur  einen  Teil  der  Gesanitenergie  eines  Körpers  darstellt, 
daß  andere  in  anderen  Formen  existieren,  einer  z.  B.  durch  die 
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direkt  nicht  wahrnehmbaren  Bewegungen  seiner  kleinsten  Teilchen 
gegeben  ist,  und  daß  bei  ihrer  Berücksichtigung  sich  alle  in  der  Natur 
vorkommenden  Kräfte  als  konservativ  erweisen. 

Daß  in  der  That  eine  solche  Vorstellung  das  Gültigkeitsbereich 
der  Energiegleichung  vergrößert  und  scheinbare  Widersprüche  zum 
Verschwinden  zu  bringen  vermag,  zeigt  die  vorstehende  Zerlegung. 
Denn  wenn  man  die  mit  dem  Index  (i)  versehenen  Anteile  an  leben- 
diger Kraft  und  Potential  auf  unsichtbare  Bewegungen  bezieht,  so 
erhält  man  bei  alleiniger  Einführung  der  auf  die  sichtbaren  bezüg- 
lichen Anteile  (a)  einen  Widerspruch  mit  der  Energiegleichung,  den 
die  vervollständigte  Betrachtungsweise  hebt  Umgekehrt  giebt  in 
diesem  Fall  die  Formel 

dA  -  r/(0o  +  Wa)  =  d{0t  +  Vi)  =  dt) 

den  Wert  der  Energiewandelung  an,  der  durch  unsichtbare  Vor- 
gänge zu  erklären  ist,  und  damit  zugleich  ein  Mittel,  um  seine 
Größe,  die  wegen  der  nicht  direkten  Wahrnehmbarkeit  der  die 
innere  Energie  enthaltenden  Vorgänge  einer  Berechnung  aus  dem 
Bewegungszustande  unzugänglich  ist,  quantitativ  zu  bestimmen,  wenn 
man  nur  zuvor  äußere  Merkmale  festgestellt  hat,  welche  einen  be- 
stimmten inneren  Zustand  eindeutig  charakterisieren. 

Für  derartige  Auwendungen  der  Energiegleichung  werden  die 
späteren  Teile  mannigfaltige  Beispiele  liefern. 

$  7.    Wechselwirkungen,  die  nur  Funktionen  der  Entfernung  sind. 
Die  Gesetze  von  Newton  und  Coulomb. 

Die  Bewegung  eines  Punktsystemes  zu  bestimmen  ist  auch  in 
dem  relativ  einfachen  Falle,  daß  äußere  Kräfte  nicht  wirken,  also 
die  Gleichungen  (43)  und  (45)  sechs  erste  Integrale  liefern,  und 
daß  die  inneren  Kräfte  nur  Funktionen  der  Entfernungen  sind,  eine 
die  Kräfte  der  Analysis  im  allgemeinen  übersteigende  Aufgabe. 

Um  so  bemerkenswerter  ist  ein  spezielles  Gesetz  der  inneren 
Kräfte,  welches  die  Reduktion  des  gestellten  Probleme«  auf  das  ein- 
fache und  auf  Seite  31  bereits  gelöste  der  Bewegung  eines  Massen- 
punktes unter  der  Wirkung  eines  festen  Attraktionscentrums  ge- 
stattet Es  ist  das  der  Fall,  wo  die  inneren  Kräfte  den  Produkten 
der  wechselwirkenden  Massen  in  ihre  Entfernung  proportional  sind. 
Dabei  dürfen  auch  äußere  Kräfte  wirken,  die  konstant  und  den 
Massen  proportional  sind. 

Hier  nehmen  die  Gleichungen  (41}  die  Form  an 
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51) 


dt* 

dt* 
d  t* 


=  A-f  2£  mk  {xh  -  xh) , 

=  B-f  2  mk(yh  -  i/k), 

=  C-f  2mk{zh  -  zk); 
k(h) 


dabei  sind  A,  B,  C  und  f  die,  übrigens  willkürlichen,  Konstanten 
der  äußeren  und  inneren  Kräfte. 

Dieses  System  ist  nun  aber  unter  Rücksicht  auf  (42)  identisch  mit 


51') 


d*xh 
dt* 

d  t* 

d*xh 
dt* 


=  A  -  f\xh  -  g)2mk, 
=  B-f{yh  -  t])2mk, 
=  C-f(zh  -  £)Zmk. 


oder,  da  nach  (43) 
51") 

ist,  auch  mit 
51"') 


dt*  ~  A' 


dT*=ß' 


£1 
dt* 


=  C 


dt* 


d*ilfh  -  v) 


dt* 


dt* 


-  f{j/h  —  ii)2mk, 


Die  relative  Bewegung  jedes  Massenpunktes  mk  um  den  Schwer- 
punkt, dessen  Bewegung  durch  (51")  gegeben  ist,  vollzieht  sich  also 
ebenso,  als  wenn  letzterer  ein  festes  Kraftcentruin  wäre,  welches  die 
Summe  aller  Massen  enthielte  und  nach  demselben  Gesetze  wirkte, 
wie  die  einzelnen  Massenpunkte. 

Eine  ähnliche  Zurückführung  und  darauf  gegründete  Lösung 
des  Bewegungsproblemes  ist  bei  inneren  Kräften,  welche  beliebige 
Funktionen  der  Entfernungen  sind,  nur  möglich,  wenn  die  Anzahl 
der  bewegten  Punkte  gleich  zwei  ist. 

Hier  folgt  nämlich  aus  den  Gleichungen  (42),  falls  die  beiden 
Punkte  durch  die  Indices  (1)  und  (2)  charakterisiert  werden, 


52) 


\iml  +  mi)  (*i  -  I)  =  w2  (r,  -  x2),  (im,  -f  #M,)(jr2  -  |)  =  im,  {x2  -  *,) 
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woraus  die  Werte  der  Entfernungen  r,  und  r,  der  beiden  Massen 
von  dem  Schwerpunkte  sich  bestimmen  zu 

(to,  +  m2)  rj  =  to,  r,2  ,    (to,  +  To,)  r3  =  Wj  r]2  .  52') 

Setzt  man  noch  A"ia  =  to,  w,  Ä,  wo  R  eine  Funktion  von  ria 
allein  ist,  so  kann  man  die  Bewegungsgleichungen  (41)  schreiben 


d  t*  *  r. 


oder  wie  oben 


d*x, 

dt* 

1  r„ 

dp 

*>  _ 

rn2Rl     rx  > 

d*  t  li- 
tt t* 

fl  _ 

-m.R*'  ~* 
1  ra 

52") 


52"') 


worin  und  7?2  bezeichnen,  daß  in  der  Funktion  R{rl2)  für  r12 
resp.  der  erste  oder  zweite  der  Ausdrücke  aus  Gleichung  (52')  ein- 
gesetzt ist. 

Die  relative  Bewegung  jedes  der  beiden  Massenpunkte  um  den 
Schwerpunkt  ist  also  dieselbe,  als  wäre  dieser  ein  ruhendes  Kraft- 
centrum, dessen  Wirkung  dem  aus  Kl2  durch  die  ausgeführte  Sub- 
stitution erhaltenen  und  uur  von  der  bezüglichen  Entfernung  r, 
resp.  r,  abhängigen  Gesetz  folgt.  — 

Von  allen  Wechselwirkungen  der  in  diesem  Abschnitt  be- 
trachteten Art  beansprucht  das  weitaus  größte  Interesse  die  An- 
ziehung, welche  nach  Newtoks  Hypothese27)  zwei  Massen  unter  den 
Umständen,  wo  man  sie  als  materielle  Punkte  betrachten  kann,  auf- 
einander ausüben,  die  sogenannte  allgemeine  Gravitation.  Für 
sie  ist 

k  nih  mk 

Khk  =  --— s-  ,  53) 

woraus  folgt 

k  »ix  mfc 

</>**=-  53') 

rh  k 

h  bezeichnet  eine  universelle  Konstante,  deren  Dimension  —  immer 
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unter  Zugrundelegung  der  Seite  17  getroffenen  Verfügungen  Ober 
Kraft  und  Masse  —  gegeben  ist  durch 
53")  [k]  =  m-W3^-2. 

ihr  numerischer  Wert  ist  durch  die  Beobachtung  zu  bestimmen. 

Die  vorstehende  Form  des  Elementargesetzes  hat  —  wie  spä- 
ter zu  erweisen  sein  wird  —  zur  Folge,  daß  für  die  Anziehung, 
welche  von  kugelförmigen  Massen  mit  in  koncentrischen  Schichten 
homogener  Verteilung  auf  äußere  Punkte  ausgeübt  wird,  die  Gesamt- 
masse im  Mittelpunkt  vereinigt  gedacht  werden  kann.  Da  diese 
Voraussetzung  bei  den  Weltkörpern  aller  Wahrscheinlichkeit  nach 
nahezu  erfüllt  ist,  so  sind  dieselben  für  die  Berechnung  ihrer  fort- 
schreitenden Bewegungen  äußerst  nahe  als  materielle  Punkte  zu 
betrachten,  und  da  die  übrigen  Voraussetzungen,  auf  welchen  die 
Gleichungen  (43),  (45)  und  (48)  beruhen,  gleichfalls  bei  dem  Gesetz 
der  allgemeinen  Gravitation  zutreffen,  so  sind  deren  Resultate  so- 
gleich auf  die  kosmischen  Bewegungen  anwendbar. 

In  dem  Falle,  daß  das  Massensystem  sich  auf  nur  zwei  Punkte 
von  sehr  verschiedener  Masse  reduziert,  wie  bei  der  Betrachtung 
der  Sonne  und  eines  Planeten,  oder  eines  Planeten  und  eines  Satel- 
liten, kann  der  Massenmittelpunkt  als  mit  dem  Punkt  von  größerer 
Masse  nahe  zusammenfallend  betrachtet  werden;  der  Punkt  von 
kleinerer  Masse  bewegt  sich  relativ  zu  dem  ersteren  in  einem  Kegel- 
schnitt, dessen  einen  Brennpunkt  jener  einnimmt.  Bei  dieser  Bewegung 
ist  nach  (31')  die  Flächengeschwindigkeit  konstant,  d.  h.  die  Radien- 
vektoren bestreichen  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen.  Laufen 
um  denselben  Punkt  von  sehr  großer  Masse  mehrere  von  sehr 
kleiner,  deren  Wechselwirkungen  vernachlässigt  werden  können,  in 
elliptischen  Bahnen,  so  verhalten  sich  die  Quadrate  der  Umlaufs- 
zeiten wie  die  Kuben  der  großen  Axen  der  Bahnellipsen ;  —  ein  Satz, 
der  in  nahem  Zusammenhang  steht  mit  dem  aus  Gleichung  (32"') 
geschlossenen. 

Dies  sind  die  von  Kepler28)  gegebenen  Gesetze  der  Planeten- 
bewegung. — 

Die  Konstante  k  des  NswTOK'schen  Gesetzes  läßt  sich  infolge 
des  oben  citierten  Satzes  über  die  Attraktion  von  Kugeln  leicht 
durch  die  Beschleunigung  g  der  Schwere  an  der  Erdoberfläche  aus- 
drücken. Bezeichnet  man  nämlich  die  Masse  der  Erde  durch  M, 
ihren  Radius  durch  7?.  so  folgt  aus  (53)  für  die  Beschleunigung 
eines  Massenpunktes  an  der  Erdoberfläche 

53"')  also*  =  ^. 
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Der  numerische  Wert  von  Ä  ist  im  (cm,  g,  sec)-System,  da 
M  =  6-03. 1027,  R  =  6-37. 108,  g  =  981  ist 

k  =  6-63. 10-*.  - 

Da  die  Gravitation  eine  allgemeine  Eigenschaft  der  Materie 
ist,  so  kann  man  sie  zur  Definition  einer  von  der  bisher  benutzten 
abweichenden  Masseneinheit29)  verwenden.  Geht  man  auf  den  ersten 
Ansatz  (12)  zurück,  durch  welchen  der  Begriff  der  Kraft  eingeführt 
ist,  nämlich  die  Beziehung 

A'  =  f'mB, 

und  wendet  ihn  auf  einen  Massenpunkt  m  an,  der  sich  unter  der 
Wirkung  der  Gravitation  eines  im  Koordinatenanfang  festgehaltenen 
Massenpunktes  M  nach  diesem  hin  bewegt,  so  giebt  obige  Formel 

hieraus  folgt 

k 

Macht  man  hierin  f  =  A,  was  zulässig  ist,  da  weder  über  die  Kraft-, 
noch  die  Masseueinheit  bereits  verfügt  ist,  so  folgt 

M=Br*, 

d.  h.,  es  ist  diejenige  Masse  als  Masseneinheit  definiert,  welche  in 
der  Entfernung  Eins  die  Beschleunigung  Eins  bewirkt  Die  Masse 
hört  damit  auf,  eine  Fundamentalgröße  zu  sein,  sie  wird  zu  einer 
abgeleiteten;  demgemäß  ist  ihre  Dimension  jetzt  auch 

Da  durch  die  Verfügung  f  =  k  nur  über  die  Masseneinheit  ver- 
fügt ist,  so  behalten  wir  immer  noch  Freiheit,  die  Krafteinheit 
beliebig  zu  bestimmen,  und  sowohl  das  XEwroN'sche  Gesetz,  als  der 
obige  Ansatz  für  A"  legen  es  nahe,  f  =  k  =  1  zu  machen.  Dann  ist 
K  =  m  B  und  also  die  neue  Krafteinheit  durch  die  neue  Massen- 
einheit ebenso  definiert,  wie  in  unserem  früheren  System  durch  das 
Gramm.  Die  Dimension  von  Ä'  ist  natürlich  ganz  verändert;  es 
gilt  jetzt 

[A]  =  Pt-K 

Die  Masse  der  Erde  bestimmt  sich  in  diesem  Maßsystem 
laut  (53"')  gemäß 

ist  also  gleich  dem  Produkt  aus  der  Beschleunigung  der  Schwere 
an  der  Erdoberfläche  in  das  Quadrat  ihres  Radius.  — 
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Das  NEWTON'sche  Gesetz  (53)  hat  nicht  nur  in  der  Mechanik 
Bedeutung,  sondern  es  stellt  nach  den  Untersuchungen  von  Cou- 
lomb30) auch  die  Elementarwirkung  der  statischen  Elektricität  und 
des  Magnetismus  dar;  mit  dem  Unterschied  freilich,  daß  hierbei  die 
Faktoren  ml  und  m2  nicht  die  ponderabeln  Massen  der  aufeinander 
wirkenden  und  als  Massenpunkte  betrachteten  Körper  bezeichnen, 
sondern  von  ihrem  magnetischen  oder  elektrischen  Zustand  abhän- 
gige Funktionen,  wie  man  kurz  sagt,  die  Größen  ihrer  elektrischen 
oder  magnetischen  Ladungen.  Von  diesen  Ladungen  giebt  es  laut 
der  Beobachtung  zwei  Modifikationen,  so  nämlich,  daß  gleichartig 
geladene  Körper  einander  abstoßen,  ungleichartig  geladene  einander 
anziehen. 

Man  drückt  diese  Eigenschaften  in  der  Formulierung  des  Kraft- 
gesetzes aus,  indem  man  den  Ladungen  Vorzeichen  beilegt  und 
sie  demgemäß  auch  positiv  oder  negativ  nennt,  für  die  Kraft  Khk 
und  ihr  Potential  <l*hk  aber  den  Ansatz  macht 

54)  a-„ 

rhk  rhk 

worin  eh  und  ek  die  Größen  der  Ladungen  bezeichnen,  A'  aber  eine 
positive  Konstante,  über  die  man  so  lange  willkürlich  verfugen  kann, 
als  über  die  Einheit  der  Größen  e  nichts  bestimmt  ist,  und  durch 
deren  Bestimmung  man  umgekehrt  Uber  die  Einheit  der  Ladung 
verfügt 

Uber  die  Anwendung  dieses  Gesetzes  wird  im  IV.  Teil  ausführ- 
lich gehandelt  werden. 

§  8.    Konservative  Wechselwirkungen  allgemeiner  Art; 
das  W.  Weber'sche  Grundgesetz. 

Die  allgemeine  Form,  in  welcher  konservative  Wechselwirkungen 
und  ihre  Potentiale  sich  darstellen,  ist  in  den  Gleichungen  (49)  und 
(49')  gegeben.  Falls  die  Funktion  y  nur  r  und  dr  j  dt  —  r  enthält, 
nehmen  dieselben  die  spezielle  Gestalt  an 

welche  zeigt,  daß  die  nächste  Verallgemeinerung,  welche  über  eine 
Funktion  von  r  allein  hinausgeht,  für  die  wirkende  Kraft  eine  Ab- 
hängigkeit sowohl  von  r',  als  von  r"  liefert;  ausgenommen  ist  nur 
der  Fall  linearer  Abhängigkeit  von  r',  welcher  Kraft  und  Potential 
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von  r  unabhängig  werden  läßt,  also  faktisch  eine  Erweiterung  nicht 
bezeichnet. 

Für  nur  zwei  Massenpunkte  und  die  Einwirkung  äußerer  mit 
den  bezüglichen  Massen  proportionaler,  im  übrigen  aber  konstanter 
Kräfte  läßt  sich  auch  hier  das  Bewegungsproblem  auf  das  der  Ein- 
wirkung eines  festen  Kraftcentrums  auf  einen  Massenpuukt  und  auf 
Quadraturen  zurückführen.  Denn  wegen  der  Beziehungen  (52)  und 
(52)  erhält  man  auch  hier  die  Gleichungen  (52"'),  nur  daß  Rx  und 
Ii.,  jetzt  außer  den  respektiven  Entfernungen  rx  und  r„  der  Massen- 
punkte  vom  Schwerpunkt  auch  deren  erste  und  zweite  Differential- 
quotienten nach  der  Zeit  enthalten. 

Betrachtet  mau  nur  den  einen  Punkt  mx  und  legt  die  XY- Ebene 
der  Ebene  der  relativen  Bewegung  um  den  Schwerpunkt  parallel, 
so  erhält  man  die  beiden  Integrale  durch  die  Gleichung  der  leben- 
digen Kraft  und  den  Flächensatz  in  der  Form 

+  ^=6'  55') 

geliefert,  worin  33,  die  relative  Linear-,  9^  die  relative  Flächen- 
geschwindigkeit und  5i  das  relative  Potential  für  die  Masse  Eins, 
wie  es  die  Substitution  (52')  liefert,  bezeichnet,  (£  und  (T  aber  die 
Integrationskonstanten  sind.  Drückt  man  die  relative  Bewegung 
durch  die  Polarkoordinaten  ra  und  qcj  aus,  so  kann  man  aus  den 
beiden  Gleichungen  (55')  drpl  eliminiren  und  erhält  dadurch,  da  5,  nur 
rl  und  r[  enthält,  eine  Gleichung  zwischen  diesen  beiden  Größen 
und  damit  zwischen  rx  und  t;  drückt  mau  endlich  dt  in  9tj  durch 
rj  und  drx  aus,  so  erhält  mau  eine  Gleichung  zwischen  rv  drx  und 
</</1?  die  Differentialgleichung  der  Bahn.  — 

Unter  den  Wechselwirkungen  der  behandelten  Art  erregt  be- 
sonderes Interesse  diejenige,  welche  dem  Ausdruck 

</  =  :(!  +  £)  56) 

entspricht,  in  dem  a  und  c  Konstanten  bezeichnen. 
Aus  ihm  folgt 

*-  +  ?(f-£);  «n 

der  Wert  von  K-  läßt  hervortreten,  daß  c  diejenige  relative  Ge- 
schwindigkeit ist,  welche  zwei  ohne  relative  Beschleunigung  bewegte 
Massenpunkte  besitzen  müssen,  um  nach  dem  obigen  Gesetz  keine 
Wirkung  aufeinander  zu  üben. 

Voiut,  Theoretische  I'hyrik.  4 
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Setzt  man  in  (56') 

a  —  k'  e1  ei  , 

so  erhält  man  die  Erweiterung,  welche  W.  Weber81)  dem  Coulomb' - 
sehen  Gesetz  gegeben  hat,  um  die  Erscheinungen  der  Elektrostatik, 
Elektrodynamik  und  Induktion  durch  eine  einzige  Formel  zu  um- 
fassen; dieselbe  lautet 

56")     A-=-^(l-£  +  2-^),  *=+*>£.-(.-£). 

Für  ihre  Anwendung  hat  man  sich  die  Vorstellung  zu  bilden, 
daß  ein  elektrischer  Strom  in  einem  linearen  Leiter  s  dadurch  zu- 
stande kommt,  daß  in  demselben  gleichzeitig  gleiche  Mengen  posi- 
tiver und  negativer  Elektricität  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  strömen.  Betinden  sich  auf  der  Längen- 
einheit des  Leiters  die  positive  und  die  negative  Elektricitätsmenge  c. 
und  besitzen  sie  die  Geschwindigkeiten  ±  l\  so  nennt  man  2tU =  J 
die  elektrische  Stromstärke  in  dem  speziellen  Maße,  in  dem  e  ge- 
messen ist.  Wir  legen  der  Stromstärke  die  Richtung  bei,  in  welcher 
sich  die  positive  Elektricität  bewegt. 

Ein  solcher  äußerlich  ruhender  Strom  von  konstanter  Stärke 
übt  auf  ruhende  elektrische  Teilchen  keine  Einwirkung,  weil  für 
die  in  ihm  strömende  positive  und  negative  Elektricität  (r')2  und  r" 
die  gleichen  sind;  dagegen  zeigt  er  spezitische  Wirkungen  auf  andere 
ruhende  Stromläufe  und,  äußerlich  bewegt  oder  in  seiner  Strom- 
stärke verändert*  auch  auf  statische  Elektricität. 

Um  diese  Kräfte  abzuleiten,  dient  die  Hypothese,  daß  die 
Summe  der  Wirkungen,  welche  die  positive  und  die  negative  Elektri- 
cität in  einem  Teil  des  Leiters  erfährt,  die  Kraft  ergieht,  welche 
auf  die  ponderable  Materie  dieses  Teiles  ausgeübt  wird:  daß  da- 
gegen die  Differenz  der  nach  der  Richtung  des  Leiters  genommenen 
Komponenten  dieser  Wirkungen  die  sogenannte  elektromotorische 
Kraft  darstellt,  welche  sich  in  einer  Beschleunigung  der  Elektrieitäts- 
bewegung  und  damit  einer  Veränderung  der  Stromstärke  äußert. 

Denke  man  sich  nun  die  Elemente  ds.  und  dst  zweier  linearer 
Leiter  sx  und  *3 ,  die  selbst  mit  den  beliebigen  Geschwindigkeiten 
und  /a  in  den  beliebigen  Richtungen  !x  und  /a  bewegt  werden, 
und  innerhalb  deren  die  elektrischen  Teilchen  ±  ex  und  ±  et  mit 
den  veränderlichen  Geschwindigkeiten  ±  l\  und  ±  l\  Hießen,  dann 
ist  allgemein 

r«x  ,      dr      b  r  d  r  d  r  r-   ,  d  r 
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+  2  ^  «. "» +  2  Ä  ' +  2  a  th  «• r' 
+  2  r-  +  2  ä0  4   r'  +  2  Ä ' ' 

+  W7X  ~dl  +       TT  +  d7t  ~dl  +  Fit  dt' 


57') 


hierin  ist  für  ein  Teilchen  ±  eh  resp.  ub=  ±Uh,  duhj  dt  =  ±dUhjdt 
zu  setzen. 

Bezeichnet  man  die  Elementarwirkung,  welche  ein  Teilchen 
±  ex  von  einem  anderen  -±  e2  ertährt,  durch  K±tt  ±tt  und  die 
Summe  über  alle  Teilchen  in  d  sl  resp.  d  st  durch  -5^  resp.  dann 
wird  nach  der  oben  gegebenen  Definition  die  ponderomotorische  Wir- 
kung P\  >  von  ds2  auf  dsx  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie  r 
liegen  und  gegeben  sein  durch 

^2  =  ^2(Ä\#i.+,,+i:  +  <lt-.4.A'.,ii  +  ff4-A'.,j(.0,  58) 
die  elektromotorische  £[2  hingegen  in  dsx  fallen  und  lauten 
E\2  =  -2",  Z2  ( K  +  ,  +  „  +  A  + ,  _  „  -  K  _  «, ,  +  „  -  A"  _ ,  _  Jcos (A,  ^ )  58') 
Diese  Ausdrücke  berechnen  sich  sehr  leicht  unter  Rücksicht 
auf  (57)  und  (57')  und  ergeben,  wenn  man  noch  die  Stromstärken 
Jx  und  «7,  einführt  und  cos(A',  *,)  =  —drjdsx  setzt,  die  beiden 
Grundformeln 

rr    _      Ak"JxJtdsxdat  (      d'r         .dr  dr\  _Q 
 r,      -  [rd  Si  r~  -iä7id  ,J  >  °9) 

~  8Ä't,rf«,  f J,  /     d3r        ,  flr  flrj  ör        1  tfJ*  flr  örl  -Q.« 

^12  -+       c,—  \r^rö.v,ö/  dt)dst  +  2r~dt  W7X  d7j'0y) 

wo  die  Differentialquotienteu  von  r  nach  t  sich  allein  auf  die  Wirkung 
der  Translation  von  dstx  und  ds2  beziehen. 

Diese  Gleichungen  geben  die  Elementargesetze  der  Elektro- 
dynamik und  Induktion  linearer  Leiter,  das  erstere  mit  dem  von 
Amperk33)  herrührenden  identisch,  das  letztere  mit  dem  von  F.  Nki  - 
mann33)  angegebenen  wesentlich  gleichwertig. 

Das  W.  Weber'scIk1  Potential  </>i2  der  Wechselwirkung  zwischen 
den  elektrischen  Teilehen  der  Elemente  rfy,  und  ds2  erhält  man  aus 
der  zweiten  Formel  (56")  unter  Rücksicht  auf  (57)  folgendermaßen 

(/>;.,  =  _ IKW*** ^  ?r f.: ;  6o) 

gehören  dsx  und  ds2  zwei  geschlossenen  linearen  Stromläufen  und 
st  mit  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  konstanten  Stärken  Jx  und  /,  an, 
so  folgt  hieraus  das  Gesamtpotential  <£12  ilirer  Wechselwirkung 

4» 
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60-)  <f»„  =  -  ^#  ff''      £  £ , 

woraus  durch  teilweise  Integration  nach  s,  oder  *,  resultiert 

.  k'  JtJ%  f*f*dsl  dst  6srt 

12  ~  ~        JJ     r~  e^Jit' 
Nun  ist  aber  leicht  ersichtlicher  Weise  d2r2/6\*,  ös2  =  —  2cos(*1,  s2),  also 

*.•  -  +  ff\'"<»»(.'v'»)  -  "  V«  "...  60') 

worin  7713  eine  neue  Bezeichnung  ist. 

012  ist  das  Entgegengesetzte  von  dem  durch  F.  Neumanx34) 
angegebenen  elektrodynamischen  Potential  zwischen  .Vj  und  *2,  dessen 
Variation  die  Arbeit  aller  Wechselwirkungen  P[2  angieht;  7712  ist  also 
dieses  Potential  selbst  für  die  Stromstärken  Jx  =  J2  =  1.  Es  kann 
dazu  dienen,  um  die  aus  dem  Ausdruck  (59')  für  Aj2  durch  Summation 
über  ä,  und  .v2  folgende  elektromotorische  Gesamtkraft  El2,  die  in  .v, 
durch  die  Bewegung  von  sx  und  *2,  wie  durch  die  Änderung  von  J% 
induziert  wird,  in  einlacher  Weise  auszudrücken. 

Berücksichtigt  man  nämlich,  daß  identisch 

d  1  dr 

r  dt  1  8*r  1  dr  dr 
6' —  r  öff,  e>f      r»  dstvt 

ist,  so  erhält  man  durch  geeignete  teilweise  Integration  des  ersten 
Gliedes  der  Formel  (59')  nach  s2  leicht 

ei\  r  8*'«i  CCj    j    \Jti     &r        .  dr  dr\dr      1  </./,  dr  8r\ 

61)  ^  =  "  "  ,J  J  J  rf'»       jr'  (r  5^  *  csj  et  -2-rdtds,  d~s,\  ' 

Vergleicht  man  hierin  das  erste  Glied  mit  Formel  (59)  und  benutzt, 
daß  Ftfdr  die  Arbeit  der  Wechselwirkung  ist,  und  vergleicht 
man  das  zweite  Glied  mit  der  Formel  (60'),  so  erhält  man 

ei*)        £lä  =  2,,  (V,  ™»  +  nn  "f;)  =  2.,  <*J>Jt'«l  ■ 

Die  Ableitung  dieser  wichtigen,  ebenfalls  von  F.  Neumann36) 
herrührenden  und  vielfach  geprüften  Formel  setzt  aber  voraus,  daß 
ör/dt  längs  *a  sich  stetig  ändert,  also  der  induzierende  Stromlauf 
keine  sogenannten  Gleitstellen  enthält.  Doch  läßt  sie  sich  durch 
eine  spezielle  Untersuchung  der  in  diesen  stattfindenden  Vorgänge  auch 
allgemein  beweisen. 

Das  W.  WeberscIic  Grundgesetz  führt  also,  auf  lineäre  Strom- 
läufe angewandt,  zu  Resultaten,  welche  mit  der  Beobachtung  im  Einklang 
sind.  Bei  der  Übertragung  auf  räumliche  Strömungen  bieten  sich  in- 
dessen Schwierigkeiten,  die  bisher  noch  nicht  befriedigend  gehoben  sind. 
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§  9.    Der  Satz  vom  Virial;  kinetische  Theorie  der  Gase  und 

Lösungen. 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (40)  resp.  mit  xft,  yk,  zh  und 
addiert  sie.  so  kann  man  das  Resultat  schreiben86) 

2-  (r*2-*  rf/S  )  =  -  *  lX>*>  +  J'**  +  62) 

- \2{xh  Xhk  +  y„  rfct  +  zhZhk), 

wobei 

den  Abstand  des  Massenpunktes  mu  Tom  Koordinatenanfangspunkt 
bezeichnet  Die  Funktion  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
heißt  das  Virial  der  auf  mh  wirkenden  Kräfte. 

Ist  nur  ein  Massenpunkt  vorhanden  und  dieser  in  oscillato- 
rischer  Bewegung,  so  daß  über  eine  angemessene  Zeit  genommen 
der  Mittelwert  von  ^(r^/c/f*  verschwindet,  so  wird 

("'   2!.,,  =  -  J>  +  ^ 

wo  der  Index  anzeigt,  daß  von  den  Klammerausdrücken  der 
mittlere  Wert  genommen  werden  soll. 

Sind  hingegen  sehr  viele  Massenpunkte  vorhanden  und  in 
solcher  Bewegung,  daß  in  der  aus  (02)  durch  Summatiou  über  alle 
Massenpunkte  erhaltenen  Formel  der  Ausdruck  2mhrh*  sich  mit 
der  Zeit  entweder  gar  nicht  oder  nur  gleichförmig  ändert,  so  er- 
hält man  nach  leichter  Umformung  der  letzten  Summe: 


\  2mk  f\*  =  -  $  2{Xh  xh  +  YkVh  +  Zu  zh) 

-  \     ( .\; , (xh  -  xk)  +  i h ,     -  ,/k)  +  Zhk(zh  -  zK)), 


worin  ^"  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  auf  Seite  40. 

In  beiden  Fällen  ist  also  die  mittlere  lebendige  Kraft 
gleich  dem  mittleren  Virial. 

Die  letzte  Formel  läßt  sich  bei  Einfuhrung  der  ganzen  leben- 
digen Kraft  V,  der  resultierenden  Kräfte  Kh  resp.  Khk  und  der 
relativen  Entfernung  rhk  zwischen  mh  und  mk  schreiben 

V  =  -  1  2Kh  rh  cos(AA.  rh)  +  iZ'A\krhk.  63') 

Khk  ist,  wie  früher,  positiv  im  Falle  der  Anziehung,  negativ  im 
Falle  der  Abstoßung  gerechnet.  Für  ein  System,  welches  nur 
äußeren  oder  nur  inneren  Kräften  ausgesetzt  ist.  reduziert  sich 
die  rechte  Seite  auf  das  erste  resp.  zweite  Glied. 
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/.  Teil.    Mechanik  starrer  Körper.    IL  Kap. 


Man  benutzt  diese  Formel,  um  sich  von  dem  Verhalten  der 
Gase  Rechenschaft  zu  geben,  welche,  obwohl  ihre  kleinsten  Teile 
in  anderen  Aggregatzuständen  gegenseitige  Anziehungen  zeigen,  eine 
Expansivkraft  besitzen,  die  auf  gegenseitige  Abstoßung  zu  deuten 
scheint. 

Dazu  stellt  man  sich  nach  dem  Vorgang  von  D.  Bernoulli37) 
vor,  daß  die  Atome,  welche  gemäß  den  Sätzen  der  Chemie  sich  im 
allgemeinen  in  dem  Verbände  von  Molekülen  oder  Molekülgruppen 
befinden,  eine  Bewegung  besitzen,  deren  Geschwindigkeit  mit  ge- 
steigerter Temperatur  wächst,  und  daß  bei  dieser  Bewegung  ein  oft- 
maliges Zusammenstoßen  und  Zurückprallen  der  Moleküle  statt- 
findet, welches  mit  steigender  Temperatur  ihren  Zusammenhang  immer 
mehr  lockert  Im  festen  Zustande  sollen  die  Moleküle  wesentlich 
um  unveränderliche  Ruhelagen  oscillieren,  im  flüssigen  durch  den 
ganzen  erfüllten  Raum  fortschreiten,  dabei  aber  dauernd  gegen- 
seitigen Attraktionen  ausgesetzt  sein,  während  im  gasförmigen  der 
Abstand  der  Teilchen  so  groß  gedacht  wird,  daß  dieselben  nur  selten 
merklich  aufeinander  einwirken,  im  allgemeinen  vielmehr  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  geradlinig  fortschreiten.  Als  ein  ideales 
bezeichnet  man  ein  Gas  dann,  wenn  seine  Verdünnung  so  groß  ist, 
daß  von  allen  Wechselwirkungen  zwischen  seinen  Molekülen  ab- 
gesehen werden  kann. 

Ein  homogener  fester,  flüssiger  oder  gasförmiger  Körper,  der 
sich  in  äußerer  Ruhe  oder  in  einer  hinreichend  langsamen  äußeren 
Bewegung  befindet,  erfüllt  demnach  die  Bedingungen,  unter  welchen 
die  Formel  (63)  anwendbar  ist. 

Betrachten  wir  ein  von  festen  Wänden  umgebenes  Gasquantum, 
dessen  Moleküle  als  starre  Punkte  angesehen  werden  können,  also 
je  nur  aus  einem  Atome  bestehen,  in  dem  oben  definierten  idealen 
Zustande,  und  sehen  wir  von  der  Wirkung  der  Schwere  ab,  so  ist 
die  einzige  Wirkung,  welche  dasselbe  erfährt,  die  Reaktion  der 
festen  Wand  gegen  die  anprallenden  Moleküle,  die,  weil  sie  auf 
molekularen  Kräften  beruht,  notwendig  normal  zu  der  festen  Wand 
gerichtet  ist  Dieselbe  erstreckt  sich,  was  später  näher  begründet 
werden  wird,  im  Mittel  gleichmäßig  über  die  ganze  Fläche  der 
W'and  und  kann  demgemäß  für  jedes  Flächenelement  do  mit  dessen 
Größe  proportional,  nämlich  =  pdo1  gesetzt  werden,  p  heißt  dann 
der  Druck,  unter  welchem  das  Gas  steht,  oder  welchen  dasselbe 
gegen  die  Wand  ausübt;  seine  Dimension  ist 

63")  [p]  =  ml~lt-\ 
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Wir  erhalten  demgemäß 


64) 


wo  n  die  Richtung  der  äußeren  Normale  auf  do  bezeichnet.  Das 
Integral  bestimmt  aber  das  dreifache  des  von  dem  Gase  erfüllten  Vo- 
lumens v,  und  die  Formel  (63')  ergiebt  sonach,  wenn  die  Wechsel- 
wirkungen zwischen  den  einzelnen  Teilchen  zu  vernachlässigen  sind: 


Dieses  Resultat  läßt  sich  auf  den  Fall  übertragen,  daß  zwar 
noch  von  den  Wechselwirkungen  zwischen  verschiedenen  Molekülen 
abgesehen  wird,  jedes  Molekül  /i  aber  mehrere  Atome  mh  enthält, 
welche  Kräfte  aufeinander  ausüben. 

Ein  solches  Molekül  bewegt  sich  nach  den  gemachten  Grund- 
annahmen und  nach  den  Formeln  (43)  mit  Ausnahme  der  sehr 
kurzen  Zeiträume,  wo  es  sich  in  der  Wirkungssphäre  der  Wand 
befindet,  so,  daß  sein  Schwerpunkt  mit  konstanter  Geschwindigkeit 
in  gerader  Linie  fortschreitet. 

Beziehen  wir  also  das  Molekül  auf  ein  in  seinem  Schwerpunkt 
festes,  parallel  mit  sich  fortschreitendes  Koordinatensystem,  so 
ändern  sich  die  Beweguugsgleichungen  dadurch  nicht  und  geben 
deshalb  auch  die  Grundgleichung  (62)  in  ungeänderter  Forin  wieder; 
nur  tritt  an  Stelle  der  gesamten  lebendigen  Kraft  W  der  Atome 
jetzt  die  ihrer  Bewegung  relativ  zum  Schwerpunkt  des  Moleküls  V,-. 
Da  nun  bei  der  großen  Anzahl  von  Molekülen,  innerhalb  deren  die 
Atome  sich  voraussichtlich  periodisch  bewegen,  alle  überhaupt  mög- 
lichen Beweguugszustände  stets  gleichzeitig  und  gleichmäßig  verteilt 
Vorhandensein  werden,  so  wird  auch  für  diese  relative  Bewegung  die 
über  alle  Atome  und  Moleküle  erstreckte  Summe  JZmhrh2,  in  der  rh 
jederzeit  die  Entfernung  von  dem  zugehörigen  Molekülschwerpunkt 
bezeichnet,  sich  mit  der  Zeit  nicht  ändern,  also  aus  der  Gleichung 
für  die  relative  lebendige  Kraft  ebenso  herausfallen,  wie  oben  aus 
der  für  die  absolute  aufgestellten. 

Diese  Überlegung  führt  zu  dem  Resultat,  daß  jedenfalls  für  die 
-  Perioden,  innerhalb  deren  die  Moleküle  keine  äußeren  Kräfte  er- 
fahren, die  Beziehung 


gültig  ist,  unter  %  die  innere  oder  relative  lebendige  Kraft  aller 
Moleküle,  und  entsprechend,  unter  den  Kh  k  die  zwischen  den  Atomen 
desselben  Moleküles  stattfindenden  Wechselwirkungen  verstanden. 


64') 


65) 
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Zweifelhaft  bleibt  sonach,  da  wir  Zusammenstöße  der  Moleküle 
miteinander  noch  ausschließen,  nur  die  Anwendung  dieser  Formel  auf 
die  Zeiten,  wo  sich  die  Moleküle  der  Wirkung  der  Wand  ausgesetzt 
finden.  Indessen  ist  es  nicht  wahrscheinlich,  daß  durch  letztere  die 
innere  lebendige  Kraft  beeinflußt  wird;  denn  die  Anzahl  der  Stöße 
gegen  die  Wände  hängt  bei  sonst  ungeänderten  Umständen  wesent- 
lich von  der  absoluten  Größe  des  gaserfullten  Gefäßes  ab,  und  es 
sprechen  keine  Anzeichen  dafür,  daß  diese  auf  die  innere  lebendige 
Kraft  der  Moleküle  iutluiert.  Wir  werden  daher  die  Formel  (65) 
als  unter  den  gemachten  Annahmen  allgemein  gültig  betrachten. 

Setzt  man  nun  in  die  Gleichung  (63')  die  in  (50")  gegebene 
Beziehung  W  =  Wa  +  ^  ein  und  berücksichtigt,  daß  in  dem  vor- 
ausgesetzten Falle  das  erste  Glied  rechts  mit  %p  v ,  das  zweite  mit 
\JZ'{Khk  rhk)i  und  nach  (65)  mit  V.  identisch  ist,  so  erhält  mau 


d.  h.  die  Formel  (64')  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  daß  an  Stelle 
der  gesamten  lebendigen  Kraft  der  Molekularbewegung  die,  bei  ein- 
atomigen Molekülen  damit  identische  der  Schwerpunktsbewegung  steht. 

Bei  ungeäuderter  lebendiger  Kraft  Wa,  —  d.  h.  nach  dem 
Vorausgeschickten,  bei  ungeäuderter  Temperatur  —  ist  sonach  für 
das  gegebene  Gasquantuni  das  Produkt  aus  Druck  und  Volumen 
konstant,  in  Übereinstimmung  mit  dem  bekannten  Gesetz  von  Boyle 
und  Mabiottk38).  Bei  wechselndem  Wärmezustand  eines  idealen 
Gases  dient  aber,  wie  in  dem,  die  Wärmeerseheinungen  behandelnden 
Teil  auseinandergesetzt  werden  wird,  der  einem  jeden  Zustand  ent- 
sprechende Wert  des  Produktes  vp  zur  Definition  der  sogenannten 
absoluten  Temperatur  7'  indem  mau  nach  Gay  Iassac3w)  setzt 

66)  pv  =  MBT, 

und  unter  M  die  Masse  des  Gases  und  unter  B  eine  seiner  Qualität 
individuelle  Koustante  versteht.  Daraus  folgt,  daß  nach  der  kine- 
tischen Vorstellung  die  lebendige  Kraft  der  Molekularbewegung 
innerhalb  der  Masseueinheit  ein  Maß  der  absoluten  Temperatur  ist; 
denn  es  gilt  in  der  That 


Die  erhaltene  Grundformel  (65')  wollen  wir  nach  zwei  Richtungen 
hin  umformen.  Erstens  wollen  wir  die  lebendige  Kraft  V„  durch  den 
arithmetischen  Mittelwert  der  Quadrate  aller  Schwerpunktsgeschwin- 
digkeiten ausdrücken,  der  nach  dem  Seite  52  Bemerkten  mit  (f2),, 
zu  bezeichnen  ist:  es  ist  dann 


65') 


66') 
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Wu  =  \M{f'%  67) 

und  die  Gleichung  (65')  wird  dadurch  zu 

\M{r\=pv.  67') 

Zweitens  wollen  wir  das  Verhältnis  der  Masse  M  des  Gases  zu  dem 
von  ihm  anscheinend  gleichförmig  erfüllten  Volumen  v 

*  -  9  68) 

setzen  und  als  die  Dichte  des  Gases  bezeichnen;  es  gilt  dann  für  n 

[,,]  =  >»»  M,  68) 
und  die  Gleichung  (67')  nimmt  die  Gestalt  an 

Sie  gestattet  }  (/  -)„,  —  nicht  zu  verwechseln  mit  dem  arith- 
metischen Mittel  aller  Geschwindigkeiten  V;t ,  —  für  wirkliche  Gase, 
die  dem  Gesetz  (66)  sehr  nahe  folgen,  zu  bestimmen  und  dadurch 
eine  Vorstellung  über  die  Schnelligkeit  ihrer  Molekularbewegung 
zu  gewinnen.  Für  Luft  erhält  man  bei  einer  Temperatur  von  0"  C. 
ca.  480  m,  für  Wasserstoff  ca.  1840  in.  — 

Bildet  man  unter  Berücksichtigung  der  Resultate  der  Chemie 
bezüglich  der  Molekulargewichte,  genauer  der  Molekularmassen,  //,, 
die  mittlere  lebendige  Kraft  eines  Moleküles  für  verschiedene 
Gase  bei  gleicher  Temperatur,  so  findet  man  sie  merklich  gleich; 
es  ist  also 

=<M>*%  für  Th=  Tk.  70) 
Das  gleiche  Resultat  läßt  sich  theoretisch  dadurch  gewinnen,  daß 
man  ein  Gemisch  der  beiden  Gase  als  im  Temperaturgleichge- 
wicht befindlich  betrachtet  und  die  Bedingung  dafür  autsucht,  daß 
die  Wechselwirkungen  zwischen  den  beiderseitigen  Molekülen  den 
mittleren  Zustand  einer  jeden  Molekülgattung  nicht  ändern40). 
Ferner  ergiebt  die  Formel  (69) 

l>h[Trh%,  =  (>k{1'k%,  ftii"  Ph  =  Pk>  70') 
und  durch  die  Verbindung  beider  Resultate  folgt 

Q'1  =        für  Ph=Pk  und    Th=  Tk;  71) 

'  h  '  k 

die  Dichten  sind  also  bei  gleichem  Druck  und  gleicher  Temperatur 
den  Molekulannassen  proportional  (Gesetz  von  Gay  Lcssac-*1). 

Nun  ist  aber  afp  =  et  die  Anzahl  der  Moleküle  in  der  Vo- 
lumeneinheit,   daher   läßt  sich  die  letzte  Formel  auch  schreiben 


Digitized  by  Google 


58 


71')  «h  =  ak  für       =  71.  und  ph  =  pk 

und  dahin  formulieren,  daß  gleiche  Volumina  verschiedener  Gase 
bei  gleichem  Druck  und  gleicher  Temperatur  die  gleiche  Anzahl 
von  Molekülen  enthalten  (Gesetz  von  Avogadbo42).  — 

Befinden  sich  in  demselben  Raum  gleichzeitig  mehrere  Gase  und 
genügen  sie  der  Grundannahme,  daß  von  den  Kräften  zwischen  ihren 
Molekülen  abgesehen  werden  kann,  so  giebt  Formel  (65')  unmittelbar 

72)  ZWl-ipv, 

wo  (^«4  sich  auf  die  Teile  einer  Gasart  k  bezieht.  Wäre  diese 
Gasart  in  dem  Volumen  v  für  sich  allein  vorhanden,  so  würde  sie 
unter  einem  Drucke  pk  stehen,  gegeben  durch 

72')  («yt-lA»! 

hieraus  folgt,  daß  bei  gleichzeitiger  Anwesenheit  mehrerer  Gasarten 
in  demselben  Räume,  so  lange  die  gemachte  Voraussetzung  erfüllt  ist, 

72')  P  =  2Pk, 

d.  h.  der  aktuelle  Druck  p  gleich  der  Summe  der  Partialdrucke  pk 
ist,  welchen  jedes  Gas  für  sich  bei  gleicher  Temperatur  in  dem  glei- 
chen Volumen  ausüben  würde  (Gesetz  von  Dalton43).  — 

Bedenklicher  als  die  Berechnung  des  Einflusses,  welchen  die 
inneren  Bewegungen  und  Kräfte  des  einzelnen  Moleküles  in  der 
Virialgleichung  (63)  ausüben,  ist  die  Beurteilung  der  Wirkung  von 
Kräften  zwischen  den  Atomen  verschiedener  Moleküle,  die  um  so 
bedeutender  werden  muß,  je  dichter  das  Gas  ist.  Hier  ist  man  nur 
auf  ungefähre  Schätzungen  angewiesen. 

Lägen  die  sämtlichen  Moleküle  in  gleichförmiger  Verteilung 
durch  das  Volumen  v  fest  und  in  so  dichter  Lagerung,  daß  die 
Sphäre  merklicher  Wirkung  eines  jeden  von  ihnen  eine  sehr  große 
Anzahl  der  anderen  umschlösse,  so  würde  die  Wirkung  ihrer  At- 
traktion auf  innere  Punkte  sich  zerstören,  dagegen  auf  die  Ober- 
flächenelemente  do  eine  normale  Resultierende  p'do  geben,  die  sich 
zu  dem  Druck  pdo  der  Wände  addieren  müßte.  Da  diese  Resul- 
tierende unter  den  gemachten  Voraussetzungen  an  jeder  Stelle  der 
Oberfläche  von  einer  Anzahl  Teilchen  herrühren  würde,  die  der  Dichte 
(>  des  Gases  direkt,  oder  dem  Volumen,  welches  die  ganze  Masse 
erfüllt,  indirekt  proportional  wäre  und  auch  auf  eine  analoge  Anzahl 
wirkte,  so  wird  es  wahrscheinlich,  daß  in  diesem  Falle  p  mit  v2  in- 
direkt proportional  etwa  gleich  a/v2  ist 

Wären  die  Moleküle  in  Bewegung,  und  übten  sie  aufeinander  nur 
Kräfte  aus,  welche  sich  in  der  Undurchdringlichkeit  des  einen  für 
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die  Teile  des  anderen  äußern,  so  würde  vermutlich  deren  Wirkung 
nur  die  sein,  daß  das  Gesamtvolumen  i;  in  der  obigen  Formel  (65') 
durch  den  für  die  Bewegung  wirklich  freien  Anteil  desselben  {v  —  b) 
ersetzt  werden  muß,  wo  b  sich  nicht  streng  bestimmen  läßt 

Durch  derartige  wenig  befriedigende  Überlegungen  gelangt  mau 
dazu,  die  Formel  (65')  für  allgemeinere  Fälle  zu  erweitern  zu 

iv.-(p  +  £j  («-*)■  73) 

worin  Va,  wie  oben,  die  lebendige  Kraft  der  Sehwerpunktsbewegung 
der  Moleküle  bezeichnet,  die  nach  Abzug  der  lebendigen  Kraft  der 
Atome  um  die  Molekülschwerpunkte  allein  übrig  bleibt.  Indem  man 
auch  hierin  die  linke  Seite  als  ein  Maß  der  absoluten  Temperatur 
betrachtet,  gelangt  man  zu  der  Gleichung  von  van  der  Waals4*) 

■'«'''=(?  +  ,")("-*),  '3") 

welche  sich  dem  Verhalten  der  Gase  bis  unter  den  Kondensations- 
punkt hinab  in  höchst  merkwürdiger  Weise  anschließt,  wenn  man 
a  und  b  als  Konstanten  betrachtet  Über  die  Natur  aller  dieser 
Konstanten  wird  in  einem  späteren  Teil  zu  sprechen  sein.  — 

Ebensowenig  theoretisch  streng  zu  begründen  und  ebenso 
überraschend  in  der  Übereinstimmung  mit  der  Erfahrung  sind  die 
Anwendungen  der  kinetischen  Vorstellungen  zur  Erklärung  der 
Eigenschaften  von  Lösungen,  insbesondere  stark  verdünnten.  Nach 
dem  Vorgang  von  van  't  Hoff*5)  denkt  man  sich  gewöhnlich  die 
Moleküle  der  gelösten  Substanz  inuerhalb  des  Lösungsmittels  in 
derselben  Weise  in  fortschreitender  Bewegung  begriffen,  wie  die 
Teile  eines  Gases  innerhalb  eines  sonst  leeren  Gefäßes;  die  Stelle 
der  Reaktion  der  festen  Wände  vertritt . .dabei „die .  A ttraktion  der 
Teile  des  Lösungsmittels,  welche  auf  innere  Punkte  nach  Symmetrie 
unwirksam  ist,  auf  Stellen  nahe  der  Oberfläche  aber  eine  senkrecht 
zu  dieser  stehende  Resultierende  ergiebt,  welche  die  Moleküle  hin- 
dert, die  Flüssigkeit  zu  verlassen. 

Die  Fundamentalerscheinung,  welche  diese  Vorstellung  nahe 
legt,  ist  die  sogenannte  Osmose,  die  sich  folgendermaßen  auf- 
fassen läßt 

Es  sei  ein  vertikaler  Cylinder  in  seinem  unteren  Teil  mit  dem 
reinen  Lösungsmittel,  in  seinem  oberen  mit  der  Lösung  gefüllt  und 
die  Grenze  durch  eine  sogenannte  halbdurchlässige  Wand,  d.  h. 
durch  eine  poröse  Platte  gebildet»  welche  zwar  dem  Lösungsmittel, 
nicht  aber  der  gelösten  Substanz  den  Durchgang  gestattet.  So  wenig 
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die  Wirkungsweise  einer  solchen  Platte  mechanisch  klargestellt  ist, 
so  kann  man  doch  annehmen,  daß  sie  die  aufprallenden  Moleküle 
der  gelösten  Substanz  zurückwirft,  während  sie  denen  des  Lösungs- 
mittels den  Durchgang  durch  die  Poren  gestattet. 

Während  nun  in  einein  für  sich  allein  vorhandenen  (Quantum 
der  Lösung  die  Stöße  der  Moleküle  der  gelösten  Substanz  gegen 
diejenigen  des  Lösungsmittels  nach  allen  Seiten  hin  gleichmäßig 
wirken,  giebt  die  poröse  Wand,  welche  gewisse  Stöße  auffängt,  der 
Wirkung  der  entgegengesetzt  gerichteten  ein  Ubergewicht  über  die 
anderen.  Wäre  Wand  und  Lösung  beweglich,  so  würden  dieselben 
sonach  in  entgegengesetzter  Richtung  beschleunigt  werden,  während 
ihr  gemeinsamer  Schwerpunkt  in  Ruhe  bliebe.  Ist  dagegen,  wie 
bei  der  Anordnung  des  Versuches  in  Wirklichkeit,  die  poröse 
Wand  im  Cylinder  fest,  dieser  beiderseitig  offen,  und  wirkt  auf 
die  Oberflächen  der  Flüssigkeit  der  Druck  der  Atmosphäre,  so  folgt 
die  Lösung  dem  erhaltenen  Antriebe  und  bewegt  sich  von  der  po- 
rösen Wand  hinweg,  während  reines  Lösungsmittel  durch  dieselbe 
nachdringt  und  sich  mit  der  Lösung  mischt.  Diese  Bewegung  dauert, 
wenn  keine  anderen  Kräfte  wirken,  so  lange  an,  bis  die  ganze  Flüs- 
sigkeit sich  auf  der  oberen  Seite  befindet;  sie  kann  aber  durch  eine 
Kraft  oder  einen  Druck,  welcher  die  Lösung  nach  der  porösen  Wand 
hindrückt,  aufgehoben  werden.  Der  Uberdruck,  welcher,  wenn  die 
Schwere  nicht  wirkt,  hierzu  auf  die  freie  Oberfläche  der  Lösung 
ausgeübt  werden  muß,  ist  gleich  dem  Druck,  welchen  die  poröse 
Wand  durch  die  Molekularstöße  der  gelösten  Substanz  erfahrt,  und 
heißt  der  osmotische  Druek  der  Lösung. 

In  der  Praxis  tritt  an  Stelle  eines  solchen  äußeren  Druckes 
zumeist  die  Wirkung  des  Gewichtes  der  über  der  porösen  Wand 
stehenden  Lösung,  abzüglich  der  Gegenwirkung  des  auf  der  anderen 
Seite  drückenden  reinen  Lösungsmittels. 

Es  mag  bemerkt  werden,  daß  es  feste  Wände,  welche  die  vor* 
ausgesetzte  Eigenschaft  der  Halbdurchlässigkeit  in  voller  Strenge 
besitzen,  nicht  giebt,  die  vorstehende  Schilderung  der  Wirklichkeit 
also  nicht  ganz  entspricht,  daß  vielmehr  stets  eine  kleine  Menge  der  ge- 
lösten Substanz  durch  die  poröse  Platte  dringt.  Am  vollständigsten  kann 
man  die  gemachten  Voraussetzungen  durch  Schichten  gewisser  Flüssig- 
keiten erfüllen,46)  welche  man  zwischen  die  Lösung  und  das  reine 
Lösungsmittel  einschaltet,  und  welche  ihrerseits  zwar  das  Lösungs- 
mittel, aber  fast  nicht  die  gelöste  Substanz  auflösen.  Indessen  ge- 
statten dieselben  nicht  die  Messung  des  osmotischen  Druckes  in  der 
oben  beschriebenen  Weise,  da  sie  keine  Festigkeit  besitzen;  über- 
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haupt  wird  dieser  Druck  in  der  Regel  nicht  direkt  beobachtet,  sondern 
aus  gewissen,  später  zu  betrachtenden  Eigenschaften  verdünnter  Lö- 
sungen berechnet.  — 

Wenn  die  oben  auseinandergesetzte  Anschauung  über  das 
Wesen  der  Osmose  richtig  ist,  so  müssen  die  früher  für  die  Gase 
gemachten  Ansätze  sich  auch  liier  als  gültig  erweisen.  Es  ist  nun  sehr 
merkwürdig  und  nahezu  uim-rständlich.  daß  die  Beobachtungen  über 
den  osmotischen  Drurk  mit  der  einfachsten  Formel  (65')  resp.  (Gb') 

|  W„  =  P  v  =  MB  T, 

in  weither  jetzt  W„  nur  die  lebendige  Kraft  der  Moleküle  der  ge- 
lösten Substanz  und  p  den  osmotischen  Druck  bezeichnet,  in 
naher  Übereinstimmung  sind,  obgleich  dieselbe  unter  Vernachlässigung 
aller  Wechselwirkungen  erhalten  ist,  und  obgleich  der  Raum  von  den 
Teilchen  des  Lösungsmittels  anscheinend  viel  dichter  erfüllt  wird, 
als  bei  einem  der  Kondensation  nahen  Gase  von  dessen  Molekülen. 
Der  Sinn  dieser  Thatsache  läßt  sich  dahin  aussprechen,  daß  der 
osmotische  Druck  in  einer  Lösung  derselbe  ist,  welchen  das  gleiche 
Quantum  gelöster  Substanz,  bei  derselben  Temperatur  innerhalb  des- 
selben Raumes  vergast,  auf  dessen  Wände  ausüben  würde. 

Da  die  Formel  (65')  hier  gilt,  so  kann  man  aus  ihr  genau  wie 
S.  57  auch  die  Folgerung 

(/-*)„  =  3t" 

ziehen,  wo  n  die  Dichte  der  gelösten  Substanz  innerhalb  der  Lösung 
und  p  den  osmotischen  Druck  bezeichnet,  und  mit  ihrer  Hilfe  aus 
o  und  p  das  mittlere  Quadrat  der  Molekulargeschwindigkeit  berech- 
nen.   Dasselbe  vermag  man  auch  durch  die  Formel  (TO) 

zu  leisten,  wenn  mau  nur  das  Molekulargewicht  /<t  der  gelösten  Sub- 
stanz kennt,  indem  man  für  ph  das  Molekulargewicht  irgend  eines 
Gases  und  für  {!'h2)lt  den  ihm  entsprechenden  Wert  setzt.  Wählt 
man  für  die  Substanz  //  etwa  Wasserstoff  und  bezieht  die  Atom- 
gewichte auf  Wasserstoff  als  Einheit,  so  erhält  man,  da  Wasserstoff 
zwei  Atome  im  Molekül  enthält,  ph  =  2 ,  und 

CV%=  (18,4.10*)*. 

Die  Anwendung  dieser  Resultate  wird  durch  den  Umstand  be- 
einträchtigt, daß  die  meisten  löslichen  Substanzen  ihre  molekulare 
Konstitution  von  einem  Lösungsmittel  zum  anderen  ändern,  bald 
mehrfache,  bald  Teilmoleküle  bilden,  zuweilen  auch  in  ihre  Atome 
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zerfallen.  Auf  diese  Vorgänge,  die  man  aus  dem  verschiedenen 
physikalischen  und  chemischen  Verhalten  derselben  Substanz  in  ver- 
schiedenen Lösungsmitteln  erschließt,  ist  an  dieser  Stelle  einzugehen 
nicht  der  Ort. 

§  10.  Weitere  Ausbildung  der  kinetischen  Theorie;  die  mittlere 
Weglänge  der  Moleküle.    Innere  Reibung,  adiabatische  Erwärmung, 

Effusion,  Diffusion. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  einer  genaueren  Verfolgung  der 
Wirkungen,  welche  die  Kräfte  zwischen  den  einzelnen  Molekülen  eines 
Gases  ausüben,  als  sie  oben  zum  Zwecke  der  Ableitung  der  van 
der  WAALs'schen  Gleichung  erforderlich  war. 

Das  charakteristische  dieser  Wirkung  ist  die  Ablenkung  der 
Moleküle  von  ihren  ursprünglichen  in  anders  gerichtete  geradlinige 
Bahnen;  der  im  Mittel  zwischen  zwei  solchen  Ablenkungen,  die  man 
kurz  Stöße  nennt,  liegende  geradlinige  Weg,  die  freie  mittlere 
Weglänge,  sowie  die  mit  ihm  im  Zusammenhange  stehende  Anzahl 
der  Zusammenstöße,  die  ein  Molekül  in  der  Zeiteinheit  erleidet 
liefern  eine  deutlichere  Veranschaulichung  der  wirklich  stattfinden- 
den Bewegung,  als  es  die  früheren  Resultate  zu  geben  vermochten. 
Mit  der  Bestimmung  dieser  Größen  wollen  wir  uns  im  Anschluß 
an  die  Untersuchungen  von  Clausiüs47)  zunächst  beschäftigen  und 
dabei  die  Geschwindigkeit  aller  Moleküle  innerhalb  des  Gases  der 
Einfachheit  halber  als  gleich  annehmen. 

Denken  wir  uns  ein  ruhendes  Molekül  und  ein  gegen  dasselbe 
anfliegendes,  so  wird  sich  um  den  Schwerpunkt  des  ersteren  eine 
Kugel  von  der  Eigenschaft  konstruieren  lassen,  daß,  wenn  die  noch 
geradlinige  Bahn  des  Schwerpunktes  des  zweiten  Moleküles  dieselbe 
schneidet,  die  Ablenkung  desselben  aus  seiner  ursprünglichen  Rich- 
tung infolge  der  Wechselwirkung  eine  merkliche  Größe  hat.  Der 
Radius  R  dieser  Kugel  ist  nicht  gleich  dem  Radius  der  Wirkungs- 
sphäre, von  der  ja  oben  angenommen  war,  daß  sie  eine  große  An- 
zahl von  Molekülen  umschlösse,  und  mag  daher  den  neuen  Namen 
des  Stoßradius,  die  Kugel  den  der  Stoßkugel  empfangen.  Ihre 
Beträge  werden  wahrscheinlich  von  der  Geschwindigkeit  des  stoßenden 
Moleküles,  also  von  der  Temperatur  des  Gases  abhängen. 

Sei  nun  ein  System  gleichförmig  verteilter  und  festgehaltener 
Moleküle  gegeben;  v  von  ihnen  mögen  in  der  Volumeneinheit 
enthalten  sein,  vds  also  in  einer  Schicht  von  der  Fläche  Eins  und 
der  Dicke  ds. 
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Bewegen  sich  innerhalb  dieses  Systeme»  n  Moleküle  in  paral- 
leler Richtung  mit  gleicher  Geschwindigkeit  so  ist  der  Bruch- 
teil d  n/n  der  während  d  t  abgelenkten  bestimmt  durch  das  Verhält- 
nis der  in  einer  ebenen  Schicht  toii  der  Dicke  des  durchmessenen 
Weges  d  s  —  Vdt  durch  Stoßkugeln  bedeckten,  also  undurchlässigen  - 
Fläche  zu  der  gesamten;  d.  h.,  es  gilt 


Wegen  der  unendlichen  Kleinheit  von  da  sind  dabei  die  undurch- 
lässigen Stellen  als  von  Stoßkugeln  nur  einfach  bedeckt  zu  be- 
trachten. 

Hat  das  bisher  ruhend  angenommene  gestoßene  System  eine 
gemeinsame  Bewegung,  deren  Geschwindigkeit  den  Winkel  <p  mit 
derjenigen  der  Bewegung  jeuer  n  stoßenden  Moleküle  einschließt, 
so  gilt  dieselbe  Formel  bei  Vertauschung  der  absoluten  Geschwin- 
digkeit V  mit  der  relativen  Q,  die  bestimmt  ist  durch 


In  dem  oben  bezeichneten  allgemeineren  Fall,  daß  sich  alle 
Moleküle  in  beliebigen  Richtungen,  aber  mit  konstanten  Geschwin- 
digkeiten durcheinander  bewegen,  erhält  man  Aufschluß  über  die 
stattfindenden  Ablenkungen,  wenn  man  eine  gegen  die  Gesamtzahl 
der  überhaupt  vorhandenen  Moleküle  kleine  Anzahl  n  —  die  immer- 
hin absolut  noch  sehr  groß  ist  —  von  irgend  einem  Zeitpunkte  an 
als  stoßend  betrachtet.  Der  stattfindende  Vorgang  läßt  sich  dann 
auf  den  einfacheren  reduzieren,  daß  alle  n  stoßenden  Moleküle  mit 
der  Geschwindigkeit  V  parallel  fortschreiten  und  von  den  gestoßenen, 
mit  den  Geschwindigkeiten  7j  =  /'  behafteten,  der  Bruchteil 


Bewegungsrichtungen  besitzt,  welche  mit  derjenigen  der  ersteren 
Winkel  zwischen  cp  und  y  -f  dtf  einschließen.    Dann  wird 


74) 


» 


ß8=  T'2+  ]\2-2J'J\  cos (p. 


74-) 


2  rt  sin  <f>  d  (f 


oder  ausgerechnet 


dn 


=  4^  WvVdt. 


75) 


Hieraus  folgt  durch  Integration 


n  =  n0e 


75') 
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worin  n0  die  Anzahl  der  zur  Zeit  t  =  U  in  irgend  einer  Bewegung 
begriffenen  Moleküle,  n  die  Anzahl  der  von  ihnen  zur  Zeit  t  noch 
nicht  von  ihrem  Wege  abgelenkten  bezeichnet. 

Wir  haben  bei  der  Ableitung  dieser  Fundamentalformel  die 
Geschwindigkeiten  aller  Moleküle  des  Gases  als  gleich  angenommen. 
Da  die  Gleichung  (75).  so  lange  man  Ii  als  von  V  unabhängig 
betrachtet,  V  linear  enthält,  so  ist  zu  vermuten,  daß  bei  Ausdehnung 
der  Betrachtung  auf  verschiedene  Geschwindigkeiten,  die,  wie 
später  zu  zeigen,  prinzipielle  Schwierigkeiten  bietet,  an  Stelle  von 
/  angenähert  das  arithmetische  Mittel  Vfl  aller  vorhandenen  Ge- 
schwindigkeiten gesetzt  werden  kann,  —  welches,  wie  schon  bemerkt, 
keineswegs  mit  dem  früher  eingeführten  ]  {l '%  identisch  ist. 

Die  erhaltenen  Resultate  liefern  sogleich  noch  weitere  Folge- 
rungen. 

Da  —  dn  /  d t  die  Anzahl  der  innerhalb  der  Zeiteinheit  von  n 
bewegten  Molekülen  abgelenkten  ausmacht,  so  giebt  —  dn  ndt 
auch  die  Anzahl  u  der  auf  ein  Molekül  in  der  Zeiteinheit  kommen- 
den Stöße,  7~/  u  die  mittlere  freie  Weglänge  L  zwischen  zwei  Stößen 
au.    So  gelaugt  man  von  (75)  ausgehend  zu 

<0)   , -  =  U  =  —  Ii- Vi  ,     L  =      —  -    -     --  . 

'  ndt  3  a       An  Ii*  v 

Schreibt  man  die  letztere  Formel 


7(>') 


L  r 


so  spricht  sie  den  Satz  aus,  daß  die  mittlere  Weglänge  L  sich  zu 
dem  Stoßradius  lt  verhält,  wie  das  Gesamtvolumen  des  Gases  v  zu 
dem  von  den  Stoßkugeln  eingenommenen  Raum. 

Da  H  jedenfalls  eine  außerordentlich  kleine  Größe  ist,  so  er- 
giebt  sich  stets,  wenn 

infolge  großen  Wertes  v  einen  neben  1  merklichen  Wert  hat,  auch  für  L 
ein  sehr  kleiner  Wert,  und  man  hat  Ursache,  anzunehmen,  daß  in  allen 
den  Verhältnissen,  welche  bei  den  Arbeiten  mit  Gasen  in  der  Praxis 
vorliegen,  selbst  bei  sehr  kleinen  Verdünnungen,  die  bekannten  Gase 
diese  Eigenschaft  besitzen.  Man  wird  sich  daher  vorstellen  müssen, 
daß  die  Bewegung  der  Gasmoleküle,  obwohl  in  der  größten  Zeit 
geradlinig  verlaufend,  sich  doch  nicht  über  irgend  merkliche  Räume 
erstreckt,  sondern  in  Zickzackbahnen  innerhalb  mikroskopischer  Be- 
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reiche  stattfindet  In  der  Tbat  zeigt  Formel  (75'),  die  sich  mit 
Hilfe  von  (76)  und  der  Beziehung  Yt  =  s  auch  schreiben  läßt 

« 

  77\ 

n  —  n0  e    L  ,  ' 

daß  schon  den  zehnfachen  Betrag  der  mittleren  Weglänge  nur  eine 
ganz  verschwindende  Zahl  von  Molekülen  unabgelenkt  zurücklegt 
Dies  hat  dann  die  wichtige  Folge,  daß  die  (Testalt  des  Gefäßes, 
welches  das  Gas  enthält,  auf  die  Molekularbewegung  nur  in  sehr 
geringem  Maße  einwirken  kann;  von  dieser  Thatsache  ist  oben  be- 
reits Anwendung  gemacht,  als  der  Druck  des  Gases  gegen  die  Wände 
als  längs  derselben  konstant  eingeführt  wurde,  und  wird  auch  weiter 
noch  Anwendung  zu  machen  sein. 

Die  vorstehenden  Resultate  kommen  zur  Anwendung  bei  Ab- 
leitung der  Grundgleichung  für  die  innere  Reibung  eines  Gases  aus 
der  kinetischen  Vorstellung48),  d.  h.  der  wechselseitigen  Beschleuni- 
gung und  Verzögerung,  welche  zwischen  den  Teilen  eines  Gases 
stattfindet,  das  sich  mit  einer  von  Ort  zu  Ort  wechselnden  Geschwin- 
digkeit bewegt,  eine  Untersuchung,  die  deshalb  von  grosser  Bedeutung 
ist,  weil  sie  die  Mittel  zur  numerischeu  Bestimmung  der  oben  ein- 
geführten Größen  u  und  L  durch  die  Beobachtung  liefert 

Für  ihre  Entwickelung  hat  man  sich  vorzustellen,  daß  ein  jedes 
Volumenelement  des  Gases  eine  scheinbare  Gesamtbewegung  mit  den 
Geschwindigkeitskomponenten  «,  v,  w  besitzt,  und  daß  zugleich  seine 
Moleküle  mit  der  relativen  Geschwindigkeit  V  gegen  das  Volumen- 
element, die  nur  von  der  Temperatur  abhängt,  nach  allen  Seiten 
hinfahren.  Bringt  man  den  Schwerpunkt  des  Volumenelementes 
durch  Zufügung  der  Geschwindigkeitskomponenten  —  u,  —  v,  —  w 
an  jedes  Molekül  zur  Ruhe,  so  darf  man  annehmen,  daß  die  Be- 
wegung nach  allen  Richtungen  in  gleicher  Weise  stattfindet. 

Wir  betrachten  den  einfachsten  Fall,  daß  die  Geschwindigkeiten 
der  Volumenelemeute  des  Gases  überall  parallel  gerichtet  und  in 
parallelen  Ebenen  konstant  sind;  die  X-Axe  sei  die  Richtung  dieser 
Geschwindigkeiten  m,  nach  der  Z-kxQ  finde  allein  ihre  Veränderung 
statt  Eine  Schicht  von  einer  gegen  die  mittlere  Weglänge  großen 
Dicke  dz  erleidet  dann  von  den  Nachbarschichten  eine  Beschleu- 
nigung du  j  d t,  die  dadurch  bewirkt  ist,  daß  nach  beiden  Seiten  hin 
Moleküle  ausfahren  und  dafür  von  beiden  Seiten  her  Moleküle  mit 
anderen  mittleren  Geschwindigkeitskoraponenten  U  nach  der  X-Axe 
eintreten.  •  Da  die  Dicke  der  Schicht  groß  gegen  L  sein  soll,  so 
durchdringen  sie  von  den  eintretenden  Teilchen,  ohne  abgelenkt  zu 
werden,  nur  unmerklich  wenige;  die  übrigen  erleiden  im  Innern  eine 

Voiot,  Tti*or«Un  Iip  Pliy'ik.  5 


Digitized  by  Google 


06 


Ablenkung,  beginnen  somit  ihre  neue  Bewegung  als  der  Schicht 
momentan  an  gehörige  Teile. 

Für  die  Flächeneinheit  der  Schicht  gilt  demgemäß  die  Formel 

77)  Qdzy\  =  Zt{i>  1%  +  ve  fr  n_  -  2U  fr  f%  -  2a  fr  r).  ; 

hierin  bezeichnen  die  lndices  e  und  a,  daß  die  bezüglichen  Summen 
Uber  die  ein-  resp.  austretenden  Moleküle  fi  zu  nehmen  sind,  die  ln- 
dices -f-  und  — ,  daß  sie  sich  auf  die  positive  oder  negative  Be- 
grenzung der  Schicht  beziehen. 

Beachtet  man,  daß  2efrU)  +  und -X(/i/')_  einerseits,  2>€fr!..}_ 
und  2„  fr  V)+  andererseits  nur  dadurch  voneinander  verschieden  sind, 
daß  sie  für  zwei  verschiedene,  um  d  z  voneinander  entfernte  Flächen- 
stücke gelten,  so  kann  man  statt  (77)  auch  schreiben 

wo  nun  beide  Summen  sich  auf  die  positive  Grenzfläche  der  Schicht 
beziehen.  Wir  brauchen  somit  allein  den  durch  diese  Fläche  statt- 
findenden Austausch  von  Molekülen  in  Rechnung  zu  ziehen. 

Bezeichnen  wir  mit  n  die  Anzahl  der  Teilchen,  die,  von  einem 
Raumelement  dk  auf  der  positiven  Seite  der  Grenzfläche  ausgehend, 
die  Flächeneinheit  der  Grenze  erreichen,  so  läßt  sich  schreiben 

78)  2tpU=iifn  Udk, 

worin  das  Raumintegral  über  deu  ganzen  positiven  Halbraum  er- 
streckt werden  kann,  obgleich  nach  dem  Obigen  nur  Teilchen  aus 
äußerst  kleiner  Entfernung  die  Schicht  erreichen.    Analog  ist 

78')  ZafiU=tiJril-dk, 

(-) 

das  Integral  in  demselben  Sinne  über  den  negativen  Halbraum 
ausgedehnt 

Kombiniert  man  miteinander  stets  je  zwei  in  Bezug  auf  die 
Grenze  sich  spiegelbildlich  entsprechende  Volumenelemente  und  be- 
zeichnet ihre  normalen  Abstände  von  dieser  mit  ±  cy  so  wird  hiernach 

78")  2tpU-2aiiU  =  fijn  {U+e-  iL  e)dk, 

denn  die  Anzahl  n  kann  für  die  beiden  korrespondierenden  Elemente  dk 
wegen  der  konstanten  Dichte  und  der  gegenüber  dem  Gesamtwert 
nur  unbedeutend  variierenden  Molekuhirgesehwindigkeit   als  gleich 
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betrachtet  werden.    Da  faktisch  nur  sehr  kleine  Werte  c  in  Be- 
tracht kommen,  so  läßt  sich  (78")  auch  schreiben 

2et*u-  za  fi  r=  2  pfdd  l\'  c  d  k ,  78"  ) 

worin  das  Integral  über  den  positiven  Halbraum  auszudehnen  ist 
und  dVjdz  den  Wert  dieses  Ausdruckes  in  der  Grenzfläche  selbst 
bezeichnet 

Eis  erübrigt  noch  die  Bestimmung  von  n  und  von  U,  die  mit 
Strenge  nicht  ausgeführt  zu  werden  braucht,  weil  die  ganze  Ent- 
wicklung auf  der  Wirklichkeit  nicht  genau  entsprechenden  Voraus- 
setzungen beruht 

Um  n  zu  berechnen,  wollen  wir  dem  ganzen  System  die  Ge- 
schwindigkeit —  u  erteilt  denken,  wodurch  die  Grenzfläche  selbst 
zur  Ruhe  gebracht  wird,  die  benachbarten  Raumelemente  dk  aber 
von  ihren  Geschwindigkeiten  nur  unendlich  kleine  Beträge  übrig 
behalten.  In  diesem  Zustande  kann  man  die  Bewegung  in  jedem 
Volumenelement  als  nach  allen  Richtungen  in  nahe  gleicher  Weise 
stattfindend  betrachten. 

In  einem  Raumelement  dk  befinden  sich  nach  der  früheren 
Bezeichnung  fortwährend  vdk,  aber  infolge  ihrer  Bewegung  in  ver- 
schiedenen Zeitmomenten  im  allgemeinen  verschiedene  Moleküle. 
Da  ein  jedes  von  ihnen  in  der  Zeiteinheit  a  Stöße  erfährt,  so  be- 
ginnen in  der  gleichen  Zeit  avdk  Moleküle  nach  einer  Ablenkung 
innerhalb  des  Volumenelementes  ihre  Bewegung.  Von  ihnen  besitzt 
der  Bruchteil  diojAn  eine  Bewegungsrichtung,  die  innerhalb  eines 
Elementarkegels  von  der  Öffnung  du  liegt,  und  von  diesen  erreicht 
wiederum  nur  der  Bruchteil 

r 

unabgelenkt  die  Entfernung  r,  in  welcher  der  von  dk  ausgehende 
Elementarkegel  die  Grenzfläche  der  Schicht  treffen  möge. 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  den  die  nach  dk  hin  positiv  ge- 
rechnete Richtung  von  r  mit  derjenigen  der  /-Axe  einschließt,  durch 
rf,  so  ist  die  Größe  do  des  Flächenelemcntes,  welches  der  Ele- 
mentarkegel aus  der  Begrenzung  der  Schicht  ausschneidet,  gegeben 
durch 

cos  (p  d  o  mm  ra  d  tu  ; 

die  Anzahl  der  während  der  Zeiteinheit  von  dk  nach  der  Flächen- 
einheit der  Grenze  kommenden  Moleküle  wird  demgemäß 

5* 

s 
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79)  ndk^ni^-\dk  e"^, 

worin  n  die  frühere  Bedeutung  hat 

Die  gesamte  Geschwindigkeit  U  der  Moleküle  parallel  der  X-Axe 
rührt  zum  Teil  von  der  Schwerpunktsgeschwindigkeit  u  der  Vo- 
lumenelemente dk  her,  aus  denen  sie  kommen,  zum  Teil  von  der 
relativen  Geschwindigkeit  V  der  Moleküle  gegen  dk,  welche  viel 
größer  als  u  und  dabei  für  alle  Elemente  konstant  ist  Den  letz- 
teren Anteil  darf  man  als  bei  der  Integration  in  (78"')  aus  dll  jd  z 
herausfallend  betrachten  und  demgemäß  dU/dz  mit  du/dz  ver- 
tauschen, wo  sich  du/dz  auf  die  Grenzfläche  selbst  bezieht,  also 
bei  der  Integration  über  den  Halbraum  konstant  ist 

Hiernach  wird,  da  noch  c  =  r  cos  <p  ist, 


80) 


2  2* 


-  ~ 31         ec  r 


0  0  0 


i  1 9  d  u 


und  durch  Einsetzen  dieses  Wertes  in  (77^ 

80)  g  ^^iavfiL*^  . 

Der  Faktor 

81)  ij  =  lctPfiL* 

heißt  der  Koeffizient  der  inneren  Reibung  des  Gases  und  ist 
der  numerischen  Bestimmung  durch  die  Beobachtuug  zugänglich. 

Vertauscht  man  in  dem  obigen  Ausdruck  nach  (76)  a  L  mit  V 
und  setzt  für  pp,  d.  h.  für  die  Summe  aller  Massen  in  der  Volu- 
meneinheit, die  Dichte  (>,  so  erhält  man  auch 

81')  f1  =  iQIL. 

Benutzt  man  für  /  den  nach  (69)  berechneten  Wert  von 
was  zulässig  ist,  wenn  man  nur  ungefähre  Resultate  haben  will,  so 
gestattet  die  empirische  Bestimmung  von  r]  und  q,  auch  L  und  u  —  Vj  L 
zu  berechnen.  Die  so  gefundenen  Zahlen  für  L  liegen  für  die  schwer 
kondensierbaren  Gase  bei  0°  C.  Temperatur  und  l  Atm.  Druck  in 
der  Nähe  von  10~4cm,  die  für  u  in  der  Nähe  von  10®  bei  Zugrunde- 
legung der  Sekunde  als  Zeiteinheit 

Hieraus  folgt,  daß  die  Gasmoleküle  bei  den  vorausgesetzten 
Verhältnissen  frei  nur  fast  unmerkliche  Wege  zurücklegen,  wodurch 
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nachträglich  nun  auch  die  Entwicklungen,  welche  zu  der  Schluß- 
formel (80')  führten,  gerechtfertigt  sind. 

Auf  die  Folgerungen  aus  jener  Gleichung,  wie  auch  auf  das 
Verhalten  eines  bewegten  Gases  an  festen  Wänden,  d.  h.  auf  die 
sogenannte  äußere  Gasreibung49),  wollen  wir  nicht  eingehen;  un- 
abhängig von  der  kinetischen  Vorstellung  werden  diese  Punkte  im 
folgenden  Teile  behandelt  werden.  — 

Eine  weitere  Anwendung  von  den  im  Eingang  dieses  Ab- 
schnittes erhaltenen  allgemeinen  Resultaten  wollen  wir  auf  die 
Erklärung  der  sogenannten  adiabatischen  Teniperaturänderung50) 
eines  Gases  durch  bloße  Volumeuäuderung  ohne  thermische  Ein- 
wirkung machen. 

Wir  denken  uns  ein  Element  do  der  das  Gas  umschließenden 
Gefäßwand  in  normaler  Richtung  mit  der  gegen  die  Geschwindig- 
keit der  Gasmoleküle  sehr  kleinen  Geschwindigkeit  u'  nach  innen 
verschoben  und  betrachten  die  Einwirkung  dieser  Bewegung  auf  ein 
gegen  do  prallendes  Gasmolekül;  da  die  Dauer  der  Einwirkung,  die 
wir  kurz  als  Stoß  bezeichnen,  äußerst  kurz  ist,  so  können  wir  m' 
während  derselben  als  konstant  betrachten. 

Für  ein  Atom  mh  des  betrachteten  Moleküles  gilt,  falls  wir 
die  A'-Koordinatenaxe  vorübergehend  mit  der  Normalen  auf  do  zu- 
sammenfallen lassen,  nach  (40)  das  System  von  Bowegungsgleichungen 


Xh,  die  Wirkung  der  Wand,  ist  eine  Funktion  von  {xh  —  x)  allein, 
falls  mit  x  die  Koordinate  von  do  bezeichnet  wird.  Faßt  man 
diese  drei  Gleichungen  mit  den  Faktoren 

K  —  m')  d  t  =  d(xh  —  x),    vhdt=  dyh,    whdt=  dzh 


—  Xh  +  2,  Xt 


(82) 


zusammen  und  integriert  von  dem  Zeitpunkt  tQ  des  Eintritts  in  die 
Wirkungssphäre  bis  zu  dem  ^  des  Austritts  aus  derselben,  so  er- 
hält man  wegen 


das  Resultat 
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Summiert  man  diese  Formel  über  alle  Atome  mh  eines  Moleküles  fi 
und  bedenkt,  daß 

h  k(h) 

h 

82")  2 2  I  {Xhk  <lxh  +  rftk  rfy,  +  Zhk  dzh)  =  ^0 

u  k{h)J 
t„ 

die  Arbeit  der  inneren  Kräfte  des  Moloküles  während  des  Stoßes 
ist,  so  erhält  man 

83)  -c^tiu'iU,-  U0). 

Hierin  bezeichnet  e  die  gesamte  Energie  des  Moleküles,  U  seine 
Schwerpuuktsgeschwindigkeit  normal  zu  do;  da  ii  sehr  klein  gegen 
£/T  ist,  kann  man  dabei  den  durch  «'  bewirkten  Unterschied  zwischen 
—  U0  und  b\  vernachlässigen  und  setzen 

83')  e1  -  e0  =  2/i  «'  tf, 

worin  den  Normalgeschwindigkeiten  u'  und  £/  des  Elächcuelementes 
und  der  Moleküle  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  beizulegen 
sind,  je  nachdem  sie  vor  dem  Stoß  entgegengesetzte  oder  gleiche 
Richtung  hatten. 

Nun  stoßen  nach  (79)  gegen  do  während  der  Zeit  dt 

83")  n'dk  dodt  =  v         d  '  e  ~  1 

Anr* 

von  dem  Volumenolement  dk  ausgehende  Moleküle;  sie  besitzen  die 
Nonnalgeschwindigkeit 

83"')  U=  fcosy, 

und  ein  jedes  erfährt  bei  dem  Stoß  die  durch  (83  )  gegebene  Energie- 
änderung. Demgemäß  erleidet  die  Energie  E  des  ganzen  Gases  durch 
die  Verschiebung  von  do  während  dt  die  Änderung 

2  2.t  g. 

rfh  =  -   Jcos2^  sin<jr dy  jd\ffjc  Ldr, 

u  u  u 

—  }s  I  L  cev(x  u  d  t  do , 

oder  wegen  /'  —  Lu 

84')  dE=  J  nvfiu'dtdo. 

Nun  ist  aber  u  dt  die  normale  Verschiebung  des  Elementes  do, 
also  u'dtdo  die  durch  sie  bewirkte  Verkleinerung  des  Volumens  v 
des  Gases;  summiert  mau  also  die  letzte  Gleichung  über  alle  Ober- 
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tiächenelemente,  so  erhält  man  als  gesamte  Energieänderung  infolge 
der  Volumeuänderung  dv  den  Wert 

dE  =  -  i  nvpdv.  84") 

Da  nun  noch 

t  die  lebendige  Kraft  der  8chwerpunktsbewegung  der  Moleküle  des 
gesamten  Gases  darstellt,  so  ist  die  vorstellende  Formel  identisch  mit 

Die  betrachtete  Energieänderung  bezieht  sich  zunächst  nur  auf  die 
der  ObcrHäche  unmittelbar  benachbarten  Teile;  bei  hinreichend  lang- 
samer Verschiebung  der  OberHächenelemcnte  wird  sich  aber  der 
Zustand  im  ganzen  Innern  ausgleichen,  ohne  daß  «lab ei  eine 
Energieänderung  eintreten  könnte,  und  da  nach  Gleichung  (66') 

l  Wa  =  MB  T  85') 

ist,  unter  M  die  Gesamtmasse  des  Gases  verstanden,  und  da  sich  Va 
mit  E  ändern  muß,  so  wird  als  Folge  der  Kompression  eine  Ände- 
rung der  Temperatur  des  Gases  eintreten. 

Um  dieselbe  zu  bestimmen,  ist  die  Kenntnis  des  Zusammen- 
hanges zwischen  E  und  der  gesamten  und  der  äußeren 
kinetischen  Energie  der  Molekularbewegung,  erforderlich. 

Dieser  ist  ohne  weiteres  gegeben,  wenn  die  Moleküle  ein- 
atomig sind,  denn  dann  ist  die  innere  Energie  der  Moleküle  ver- 
schwindend, also  E  =  ^a;  hier  folgt  aus  (85) 

lVa  =-  C-  »/*,  86) 

worin  /  den  natürlichen  Logarithmus  bezeichnet,  oder  wegen  (85') 

/'/'=  IC"  -  *lv,  81)') 

und 

7V  -  C,  86") 

worin  C  und  L"  Konstanten  bezeichnen. 

Im  Falle  mehratomiger  Moleküle  ist  eine  allgemeint!  Beziehung 
zwischen  E  und  auf  rein  mechanischem  Wege  ohne  spezielle  An- 
nahmen nicht  zu  gewinnen;  mit  Hilfe  von  thermischen  Betrachtungen 
kann  mau  aber,  wie  im  dritten  Teile  gezeigt  werden  wird,  finden 

x  -  l         3  x  -  1  ' 

wo  x  eine  dem  Gas  individuelle  Konstante  bezeichnet. 
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Hiernach  wird  allgemein 


/       1  \ «  v 


und  daraus  durch  Integration 


87")  TV-1  =  V. 

Berücksichtigt  man,  daß  gleichzeitig  gilt 


• 


pv  =  MßT, 


so  folgt  aus  (87")  auch 


als  die  Beziehung  zwischen  Druck  und  Volumen,  welche  bei  rein 
mechanischer  Einwirkung  auf  das  Gas  stattfindet. 

Für  den  Wert  von  x  giebt  bei  Berücksichtigung  des  Umstandes, 
daß  *lra  als  ein  Teil  von  K  notwendig  kleiner  als  K  sein  muß,  die 
vorstehende  Betrachtung  die  Ungleichung 


Außer  den  vorstehend  erörterten  Problemen  kann  mau  ins- 
besondere den  Vorgang  der  Wärmeleitung61)  innerhalb  eiues  Gases 
auf  Grund  der  oben  benutzten  Anschauungen  behandeln;  die  Aus- 
gleichung der  Temperatur  zwischen  verschieden  warmen  Teilen  eines 
Gases  stellt  sich  dann  dar  als  durch  den  Transport  lebendiger 
Kraft  Wa  von  den  wärmeren  nach  den  kälteren  Stellen  bewirkt  In- 
dessen ist  die  theoretische  Verfolgung  dieses  Gedankens  dadurch 
erschwert,  daß  mit  den  Temperaturänderungen  notwendig  Druck- 
änderungen verbunden  sind,  die  eine  Bewegung  der  Volumenelemente 
neben  derjenigen  der  einzelnen  Moleküle  bewirken,  und  bietet  über- 
dies das  prinzipielle  Bedenken,  daß  sie  von  der  Strahlung  der  Wärme 
von  Molekül  zu  Molekül  abstrahiert,  die  möglicherweise  auf  den  gan- 
zen Vorgang  sehr  wesentlich  einwirkt.  Darum  soll  von  derselben 
abgesehen  werden.  — 

Der  Vorgang  der  Effusion  eines  Gases  aus  einem  Reservoir 
durch  eine  sehr  kleine  Öffnung  in  einer  unendlich  dünnen  Wand6*) 
läßt  sich,  wenn  man  annimmt,  daß  der  Zustand  in  unmittelbarer 
Nähe  der  Öffnung  sich  trotz  der  dauernden  Ausströmung  immer 
merklich  dem  im  Innern  des  Reservoirs  vorhandenen  gleich  erhält, 
leicht  mit  Hilfe  der  Gleichung  (79)  erledigen,  denn  die  Masse  AT 
des  in  der  Zeiteinheit  austretenden  Gases  ist  gleich  der  auf  ein 
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OberÜächenelement  von  der  Größe  der  Öffnung  q  in  derselben  Zeit 
auffallenden,  also  gegeben  durch 

die  Integration  über  den  Halbraum  erstreckt  Dies  giebt  aus- 
gerechnet, da  vfi  —  ()  die  Dichte  des  Gases  ist, 

W  =  \avfiqL  =  \qn  F,  88') 

worin,  wie  oben  gesagt,  V  bei  nicht  gleichen  Geschwindigkeiten  der 
Moleküle  angenähert  mit  FM  vertauscht  werden  kann. 

Die  Formel  wird  bezüglich  der  Proportionalität  mit  y,  (t,  Ff 
nicht  aber  bezüglich  des  absoluten  Wertes  von  J/'  durch  die  Beob- 
achtung bestätigt,  was  nach  dem  Vorausgeschickten  begreiflich  ist 

Sie  läßt  sich  auf  die  gegenseitige  Effusion  zweier  Reservoire,  in 
denen  verschiedene  Drucke,  aber  gleiche  Temperaturen  herrschen, 
erweitern  und  giebt  dann  die  von  (1)  nach  (2)  übergehende  Menge 

M[2  =  M[-m  =  \q  />,  -  q%)  •  -  88") 

Schwierigkeiten  bietet  dagegen  die  Behandlung  der  Diffusion 
innerhalb  eines  Gasgemisches  von  überall  gleichem  Druck,  aber 
wechselndem  Mischungsverhältnis63),  weil  hier  Zusammenstöße  außer 
zwischen  Molekülen  gleicher  Art  auch  zwischen  solchen  verschiedener 
Art,  und  zwar  alle  in  von  Ort  zu  Ort  wechselnder  Häufigkeit,  statt- 
finden. 

Von  dieser  Komplikation  ist  in  bemerkenswerter  Weise  frei  das 
Problem  der  Diffusion  innerhalb  einer  ungleichmäßig  konzentrierten, 
übrigens  aber  verdünnten  Lösung64);  denn  hier  überwiegen  die 
Zusammenstöße  zwischen  den  Molekülen  der  gelösten  Substanz  und 
denjenigen  des  Lösungsmittels  so  über  diejenigen  zwischen  den 
ersteren  Molekülen  allein,  daß  die  letzteren  außer  Betracht  bleiben 
können. 

Eine  andere  Vereinfachung  wird  dadurch  bewirkt,  daß,  wenn 
auch  möglicherweise  infolge  des  wechselnden  osmotischen  Druckes 
die  Dichte  der  Flüssigkeit  an  den  Stellen  verschiedener  Konzen- 
tration etwas  verschieden  ist,  dieser  Unterschied  wegen  der  äußerst 
geringen  Kompressibilität  der  Flüssigkeiten  außer  Betracht  bleiben 
und  demgemäß  die  Stoßzahl  a  als  konstant  betrachtet  werden  kann. 

Die  Formeln  (75)  und  (76)  lassen  sich  ohne  weiteres  auf  unseren 
Fall  übertragen;  nur  ist  natürlich  jetzt  unter  R  der  Stoßradius  für 
das  Zusammentreffen  eines  Moleküles  der  gelösten  Substanz  mit 
einem  des  Lösungsmittels  zu  verstehen. 
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Ist  die  Konzentration,  also  die  Anzahl  v  der  Moleküle  fx  der  ge- 
lösten Substanz  in  der  Voluineneinheit,  und  damit  die  Diente  q  =  vfi 
derselben  eine  Funktion  allein  der  einen  Koordinate  z,  so  ist  die 
Differenz  Jf  der  in  positiver  und  negativer  Richtung  während  der 
Zeiteinheit  durch  die  Flächeneinheit  normal  zur  /-Axe  gehenden 
Quantitäten  der  gelösten  Substanz,  d.  h.  die  Stärke  des  Diffu- 
sion sstrom  es,  nach  (70)  gegeben  durch 

worin  o_  c  und  (>+ c  die  Dichten  in  zwei  sich  spiegelbildlich  ent- 
sprechenden Volunienelementen  in  den  normalen  Abständen  ±  c 
von  der  betrachteten  Fläche  bezeichnen. 

Aus  demselben  Grunde,  der  für  die  Umformung  (78")  mali- 
gebend war,  können  wir  hierin 

89)  -2c*J-  -2rco.VJ« 

setzen  und  erhalten  bei  Benutzung  dieses  Wertes  aus  (89) 

89")  W  =  -  1*AS!*  =  -  ll'I'V*- 

Die  zeitliche  Änderung  der  Dichte  o  infolge  der  Diffusion  ist  dann, 
wie  leicht  erkennbar,  gegeben  durch 

Der  Faktor  <)'  =  \  VL  von  d^y/dz*  heißt  der  Diffusionskoeffizien  t 
der  gelösten  Substanz  in  dem  bestimmten  Lösungsmittel  und  ist  der 
Beobachtung  zugänglich;  aus  bekanntem  und  aus,  wie  Seite  61  ge- 
zeigt, berechnetem  /'  bestimmt  sich  sonach  L  und  a.  Die  erhaltenen 
Werte  sind  begreiflicherweise  für  L  viel  kleiner,  für  a  größer,  als 
die  oben  für  Gase  angegebenen. 

Tu  dieser  Entwicklung  ist  von  Kräften,  welche  auf  die  Mole- 
küle der  gelösten  Substanz  wirken,  abgesehen;  sie  gilt  daher  nur, 
falls  die  Moleküle  sich  in  der  Lösung  nicht  elektrolytisch  dissoziieren; 
denn  im  anderen  Falle  bewirken  die  elektrischen  Ladungen,  mit 
denen  nach  den  Vorstellungen  der  Elektrochemie  die  Teile  der 
Moleküle,  die  Ionen,  behaftet  sind,  fernwirkende  Kräfte,  welche  auf 
die  Diffusion  einwirken.  Doch  läßt  sich  auch  dies  kompliziertere  Pro- 
blem, welches  in  engem  Zusammenhang  mit  der  Elektrolyse  in  Folge 
eines  durch  die  Lösung  gehenden  Stromes  steht,  im  Anschluß  an 
die  kinetische  Vorstellung  lösen.55)  Dabei  sind  selbstverständlich 
die  Bewegungen  jedes  Ions  für  sich  zu  betrachten. 
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§11.    Weitere  Ausbildung  der  kinetischen  Theorie;  das  Oesetz  der 

Verteilung  der  Geschwindigkeiten. 

Die  Moleküle  eines  Gases  können  nicht  dauernd  sämtlich  gleiche 
Geschwindigkeiten  besitzen,  denn  wenn  man  ihnen  dergleichen  für 
einen  Augenblick  erteilen  könnte,  so  würde  dieser  Zustand  im  näch- 
sten Augenblick  durch  die  Wechselwirkungen  der  Moleküle  unter- 
einander zerstört  werden.  Unter  allen  Verteilungen,  welche,  im 
Laufe  der  Zeit  wechselnd,  sich  einstellen,  ist  nun  eine  wahrschein- 
licher als  alle  übrigen,  und  sie  wird  demgemäß  das  durchschnittlich 
stattfindende  Gesetz  darstellen.56) 

Sei  ein  Gasvolumen  gegeben,  welches  die  Schwerpunktsgeschwin- 
digkeit h  mit  den  Komponenten  a,  />,  e  parallel  den  Koordinatcn- 
axen  besitzt,  so  läßt  sich  dasselbe  durch  Erteilung  der  entgegen- 
gesetzten Geschwindigkeit  zu  äußerlicher  Ruhe  bringen.  In  diesem 
Zustand  hat  ein  Molekül,  welches  zuvor  die  absoluten  Geschwindig- 
keitskomponenten  ?/,  w,  w  besaß,  dio  modifizierten 

u  =  n  —  «,    U  =  v  —  b,    m  =  w  —  v. 
Von  den  resultierenden  relativen  Geschwindigkeiten 

<B  =  ]/ir  +  ü2  +  n>2 

ist  nach  der  auf  S.  G7  ausgesprochenen  Annahme  jeder  bestimmte 
Wert  in  «allen  Richtungen  gleich  oft  vorhanden. 

Der  Bruchteil  aller  Moleküle,  welcher  bei  beliebiger  Geschwin- 
digkeit parallel  Y  und  Z  eine  Geschwindigkeit  parallel  der  .V-Axe 
zwischen  u  und  u  -f-  du  hat,  muß,  falls  f{\\)  eine  noch  unbekannte 
Funktion  von  u  bezeichnet,  gegeben  sein  durch 

/•(u)rfn, 

der  Bruchteil  mit  entsprechenden  Geschwindigkeiten  parallel  Y  oder 
Z  durch 

f{\>)  d  u ,   f'(m)  dm. 

Daraus  folgt,  daß  der  Bruchteil,  welcher  gleichzeitig  Geschwin- 
digkeiten 

parallel  Ar  zwischen  u  und  u  -f  d  u 
„  Y  „  U  „  D  +  d\) 
„      Z      „      m   „   m  +  d  w 

besitzt,  gegeben  sein  muß  durch 

33  =f{n)f{\))f{m)dnd\)dm. 

Ist      die  Anzahl  aller  in  dem  gegebenen  Volumen  vorhandenen 


Digitized  by  Google 


76  I.  Teil.    Mechanik  starrer  Körj)er.    II.  Kap. 


Moleküle  und  denkt  man  sich  ihre  Geschwindigkeiten  $8  durch  Strecken 
repräsentiert,  die  von  einem  Koordinatenanfang  aus  konstruiert  wer- 
den, so  daß  ihre  Projektionen  gleich  u,  ü,  id  sind,  so  giebt 

90)  n  =       =  mf{\i)t'{\})f{\v)dud\>dm 

die  Anzahl  solcher  Strecken,  welche  in  dem  Volumenelemeut 
dud\>d\x>  an  der  Stelle  u,  t>,  lü  endigon. 

Zerlegt  mau  andererseits  den  Raum  um  den  Koordinatenanfang 
in  Kugelschalen  von  der  Dicke  so  ist  die  Anzahl  der  Strecken, 
welche  innerhalb  einer  solchen  Schale  endigen,  gleich  WF{W)d%, 
worin  F(%)  ebenfalls  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  SJ  be- 
zeichnet. Da  nun  alle  Richtungen  gleichwertig  siud,  so  endigt  in- 
nerhalb eines  Volumenelementes  d£id%  jener  Schicht  eine  Anzahl 
Ii',  gegeben  durch 

90')  ,,'  =  «'»»«1«  =  «/'.WrfOrf«, 

worin  Fx  eine  Abkürzung  ist 

Ist  das  Volunienelement  d&d'tS  an  der  Stelle  it,  u,  tu  gelegen, 
und  ist  seine  Größe  gleich  dudtid)»,  so  muß  auch  ii  =  n'  sein; 
dies  ergiebt  aber 

90")  /(u)/»  A»>)  =  *1  (*)  =  Fx  (V'»2  +~ö"2TTd2)  . 

Diese  Formel  spricht  eine  Kigenschaft  der  Funktion  /'  aus,  welche 

ihre  Form  vollständig  bestimmt;  ihr  genügt  allein  der  Ansatz 

91)  /'(»)  =  a*->,tt', 

in  dem  o  und  b  Konstanten  sind.  Das  negative  Zeichen  im  Ex- 
ponenten erscheint  notwendig,  da  f  nicht  mit  unendlichem  u  selbst 
unendlich  werden  kann. 

Nach  der  Definition  von  f{u)d\\  als  Bruchteil  aller  Teilchen  muß 


91')  ff(n)du  = 


1 


_  X 


sein ;  dies  ergiebt  Y71  (°  /  &)  =  1  > 

oll     /X")  =  ~-  •-  ** .  m  =  r  - e"  *"" '      -  .b- e" b"°' 

Hieraus  folgt  sofort 

9n  >",(*) -£-«-»'■', 

J/Tl3 

und  da         =  4  t  93*  /;  (»)  ist, 
92)  F($)  =  t*"8" 
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Dies  ist  das  MAXWEu/sche  Gesetz  für  die  Verteilung  der  re- 
lativen Geschwindigkeiten  33  gegen  den  Schwerpunkt  des  bewegten 
Gasvoluraens ;  Ffö)  d  33  giebt  den  Bruchteil  aller  Moleküle  an,  welche 
in  beliebiger  Richtung  eine  Geschwindigkeit  zwischen  33  und  33  -W93 
besitzen. 

F{^ß)  hat  ein  Maximum  für  33  =  1  /  b;  1  /  &  =  SB  ist  also  der 
wahrscheinlichste  Wert  von  33,  d.  h.  der,  in  dessen  Nähe  auf 
gleiches  </33  mehr  Moleküle  kommen,  als  irgendwo  anders. 

Beschränkt  man  sich  weiterhin  auf  ein  ruhendes  Gas,  so  erhält 
man,  da  nur  die  absoluten  Geschwindigkeiten  an  Stelle  der  relativen 
treten, 

F{F)  =    *^e-^  w>\  92') 
Die  mittlere  Geschwindigkeit  Yh  ist  gegeben  durch 

rft  =  J  vF(r)dV,  92") 

o 

der  mittlere  Wert  aller  Geschwindigkeitsquadrate  durch 

{F\  =J  J*F{F)dF.  92"') 


0 


Die  Berechnung  dieser  Integrale  ergieb^ 

F"-~J-   r'    (''*)„  =  !  "'S  93) 

daher 

'      r,</]/^\  =  }/^  =  0,9213.  93') 

Das  Verhältnis  dieser  beiden  verschieden  definierten  Mittelwerte  ist 
also  für  alle  Gase  von  gleicher  Größe. 

Da  nach  Formel  (69)  der  Wert  von  (/"*),,  =  3/>/(>  für  die  ein- 
zelnen Gase  aus  der  Beobachtung  bestimmbar  ist,  so  ist  für  sie  auch 


"„  =  j/»*  93") 


/  , 

zu  berechnen.  — 

Die  Aufklärung,  welche  das  MAxwELi/sche  Gesetz  über  den 
mittleren  Bewegungszustand  in  einem  Gase  liefert,  und  der  Nach- 
weis, daß  zwischen  den  mittleren  Werten  aller  Potenzen  der  Ge- 
schwindigkeit V  für  alle  Gase  konstante  Zahlenverhältnisse  bestehen, 
sind  die  eigentlich  wichtigen  Resultate  der  obigen  Entwicklung. 
Eine  praktische  Anwendung  zur  Berichtigung  der  oben  unter  Vor- 
aussetzung gleicher  Geschwindigkeiten  entwickelten  Theorien  der 
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inneren  Reibung,  der  Diffusion  und  ähnlicher  gestattet  das  Gesetz, 
wenigstens  ohne  gleichzeitige  Einführung  spezieller  Hypothesen  über 
den  Bau  und  die  Wechselwirkung  der  Moleküle,  nicht;  denn  so  lange 
man  den  Zusammenhang  nicht  kennt,  in  welchem  der  .Stoßradius  Ii 
mit  der  relativen  Geschwindigkeit  steht,  und  demgemäß  variierende 
Geschwindigkeit  und  konstanten  Stoßradius  nebeneinander  benutzt, 
ist  der  Gewinn  an  Strenge  illusorisch.  { 

Doch  kann  man  in  den  Fällen,  wo  es  wahrscheinlich  ist,  daß 
die  Berücksichtigung  der  verschiedenen  Werte  der  Geschwindigkeit 
auf  den  Mittelwert  Fft  führen  würde,  den  aus  (93")  folgenden  Aus- 
druck für  diese  Größe  setzen. 

So  würde  die  Formel  (88')  für  die  Effusion  eines  Gases  in  den 
leeren  Raum  unter  seiner  Anwendung  die  Gestalt 

annehmen,  die  für  die  gegenseitige  Effusion  zwischen  zwei  Reser- 
voiren (88")  analog 

94')  *;,'=  ''-(vac-W*!',)- 

|  2  71 

Sind  die  Temperaturen  beiderseitig  die  gleichen,  so  ist 

I*i  I  i>i  =  Pi  !  (>2  =  B  Ti 

also 

94")  Mx  2'  =  q  j/" /  ((>,  -  g2)  =  ^I  jYriPx  -  f,)  • 

Die  hieraus  folgenden  Resultate  für  das  Verhältnis  der  Ausfluß- 
mengen verschiedener  Gase  bei  gleichem  Druck  und  gleicher  Tem- 
peratur sind  von  der  Beobachtung  befriedigend  bestätigt 


$  12.    Die  Gleichungen  von  Hamilton  und  Laqhanoe.  Cyklische 

Systeme. 

Bezeichnet  man  mit  dxh,  tiyh,  Szh  willkürliche  Variationen  der 
Koordinaten  zh,  yh,  zh  des  Massenpunktes  jnh,  faßt  nach  Multiplika- 
tion mit  ihnen  die  Gleichungen  (40)  additiv  zusammen  und  summiert 
das  Resultat  über  alle  Massenpunkte  des  Punktsystemes,  so  erhält  man 
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In  den  Ausdrücken  für  die  Kraftkomponenten  sind  liier  im  all- 
gemeinen auch  die  Reaktionskomponenten  enthalten,  welche  durch 
etwa  die  Bewegung  beschränkende  Nebenbedingungen  geliefert  wer- 
den. Feste  Kurven  oder  Oberflächen,  an  die  ein  einzelner  Punkt 
gebunden  ist,  werden  ihre  Reaktionen  in  der  Form  äußerer,  feste 
Verbindungen  zwischen  mehreren  Massenpunkten  in  der  Form  innerer 
Kräfte  auftreten  lassen. 

Falls  die  Variationen  ()xh,  8yh<  Özh  die  Eigenschaft  haben,  mit 
den  Bedingungen  vereinbare  Verrückungen  aller  Massenpunkte  zu 
ergeben,  wollen  wir  sie  wie  S.  27  virtuell  nennen;  an  Bewegungen 
dieser  Art  können  die  Reaktionskräfte,  welche  nur  den  Bedingungen 
widersprechende  Bewegungen  verhindern,  keine  Arbeit  leisten,  bei 
der  Beschränkung  auf  virtuelle  Verrückungen  enthält  demnach  die 
Formel  (95)  keinerlei  Reaktionen,  sondern  nur  die  direkt  gegebenen 
äußeren  und  inneren  Kräfte  und  läßt  sich  unter  Benutzung  früherer 
Bezeichnungen  kürzer  schreiben,  wie  folgt87): 

**»  +  +        *«.)  -  ™,  -  ™  =  0-  95') 

Diese  allgemeine  Gleichung  der  virtuellen  Verrückun- 
gen hat  den  ganzen  Inhalt  der  Bewegungsgleichungen  (40)  in  sich 
aufgenommen,  so  daß  jene  in  allgemeinster  Fassung  aus  ihr  zurück- 
gewonnen werden  können. 

Ist  nämlich  die  Bewegung  irgend  welchen  Nebenbedingungen 
von  der  Forin  (f  .  —  0  unterworfen,  worin  die  tf  {  die  Koordinaten  be- 
liebiger Punkte  des  Systems  und  außerdem  die  Zeit  enthalten  kön- 
nen, so  hat  man  diese  Bedingungen  nur  bei  konstanter  Zeit  zu  variieren 
und  mit  willkürlichen  Faktoren  ).{  multipliziert  zu  (95')  hinzuzu- 
fügen68); dann  kann  man  sämtliche  fixh,  ()yh,  Üzh  als  willkürlich 
betrachten  und  demgemäß  die  erhaltene  Gleichung  in  3  n  zerfallen, 
welche  mit  den  Nebenbedingungen  zusammen  die  Bestimmung  der 
sämtlichen  Koordinaten  und  der  Faktoren  )..  gestatten. 

Nach  dem  auf  S.  41  Entwickelten  besitzen  die  Wechselwirkungen 
ein  Potential  im  engeren  Sinne  des  Wortes,  wenn 

d'J.  =  -  il  0  95") 

ist,  wo  <l>  eine  Funktion  von  den  Koordinaten  aller  Massenpunkte, 
aber  nicht  von  deren  Diflerentiahiuotienten  nach  der  Zeit  ist. 

Verschwinden  bei  verschwindenden  Geschwindigkeiten  auch  die 
Beschleunigungen,  d.  h.,  ist  das  Punktsystem  im  Gleichgewicht,  so 
muß  gelten 

XJ.  +  <VJ  =-  0 ,  9«) 
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oder  wenn  ein  Potential  existiert, 

96')  *<f»-d'^  =  0. 

Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  tritt  aus  der  Ruhe  eine  Be- 
wegung ein,  für  die  nach  Gleichung  (47),  falls  die  Bedingungen  die 
Zeit  nicht  enthalten, 

97)  tVA.  +  dA  >  0  , 
oder  bei  Existenz  eines  Potentiales 

97  )  d  0  -  d'A  <  0 

ist 

In  dem  speziellen  Falle,  daß  äußere  Kräfte  fehlen  und  die  in- 
neren ein  Potential  im  engeren  Sinne  des  Wortes  haben,  wird  die 
Gleichgewichtsbedingung  (96')  zu 

98)  £0  =  0, 

diejenige  für  den  Beginn  der  Bewegung  aus  dem  Zustand  der 
Ruhe  (97')  zu 

98')  d  0  <  0 . 

Hieraus  folgt,  daß  der  Gleichgewichtszustand  dadurch  charakteri- 
siert ist,  daß  für  ihn  0  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  annimmt, 
und  zwar  zeigt  (98'),  daß  stabiles  Gleichgewicht  einem  kleinsten, 
labiles  einem  größten  Wert  von  0  entspricht  — 

Die  Gleichung  (95)  läßt  sich  auf  die  Form  bringen 

")      dt  ~m>  0  Sl>  +  Ti  S»>  +  "-at       -*V+*4  +  ™> 

wo  W  =  \-J£mhFk*  wie  früher  die  lebendige  Kraft  des  Punktsystemes 
bezeichnet;  hieraus  folgt  durch  Multiplikation  mit  dt  und  Integra- 
tion zwischen  zwei  Grenzen  t0  und  tlt  an  welchen  sämtliche  Varia- 
tionen dxh,  Öyh1  özk  verschwinden5*), 

99')  J{ß  W  +  $A%  +  VA)  =  0, 

oder,  falls  ein  Potential  existiert, 

99")  f(ö{V-  (l>)  +  ?A)dt  =  0. 

Diese  Gleichung  heißt  das  HAMiLTON'sche  Prinzip  und  ist  von  be- 
sonderer Wichtigkeit  für  die  Einführung  neuer  Variabein  in  die 
Bewegungsgleichungen. 

Sind  dieselben  mit  />, ,  p%  bezeichnet  und  dabei  so  gewählt, 
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daß  sie  die  der  Bewegung  gestellten  Nebenbedingungen  identisch 
befriedigen,  so  wird 

S*h  =  ZBa^SPi,   S9h- 2°>UPt,   9zk-29g(Spt,  100) 

also  die  Arbeit 

VA  =  S{Xkdxh  +  YuSyh  +  Zh8zh)  -  2RSPi ,  100') 

falls 

(d  x  d  v  d  x  \ 

^  +  '»äj +  100"> 

gesetzt  wird. 

Analog  wie  (100),  aber  nur  unter  der  Voraussetzung,  daß  die 
Nebenbedingungen  und  daher  die  Beziehungen,  welche  die  p{  durch 
die  rw  yv  zh  definieren,  die  Zeit  nicht  enthalten,  gilt 

worin  kurz 

t'1  =  ».  101'> 

gesetzt  ist  Hieraus  folgt,  daß  unter  der  gemachten  beschränkenden 
Annahme  die  lebendige  Kraft  V  eine  homogene  Funktion  zweiten 
Grades  der  q.  ist,  deren  Koeffizienten  von  den  p.  abhängen,  während 
das  Potential  <f>  nur  die  p.  enthält. 

Wegen  der  genannten  Eigenschaft  der  lebendigen  Kraft  wird  in 
diesem  Falle  die  Energie  E  gegeben  sein  durch 

E=V+  &=2d6Aqt-A,  101") 

wo  A,  die  sogenannte  Lag  ränge1  sehe  Funktion,  definiert  ist  durch 

W-<l>  =  A.  102) 

Weiter  erhält  man 

»A  =  S  ( V  -  <1>)  =  2       9p,  +  *7|) ,  102-) 

und  die  Gleichung  (99")  nimmt  die  Form  an 

1K + p>) Sp> + » i  H rf< = °  ■  io2"} 

Da  aber  nach  der  Definition  (101') 

ist,  so  kann  man  in  dieser  Gleichung  die  in  die  Sq.  multiplizierten 
Glieder  durch  Teile  integrieren,  wobei  die  abgesonderten  Tenne 

Voigt,  Theoretische  Physik.  6 
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an  den  Grenzen  verschwinden,  weil  daselbst  die  Öxh,  di/h,  Szh  und 
nach  (lüü)  auch  die  öp.  gleich  Null  sind.    Man  erhält  sonach 


102")  + 

woraus,  da  alle  <ipi  voneinander  unabhängig  sind,  folgt 

oder  indem  man  das  Moment  der  Koordinate  pi 
einführt,  auch 

d  Q      d  Ä 

Dies  sind  die  von  Lagj{.\n<;e  gegebenen  Bewegungsgleichungen"0). 
Die  p.  resp.  y.  heißen  die  verallgemeinerten  Koordinaten  resp.  Ge- 
schwindigkeiten, die  P.  die  verallgemeinerten  äußeren  Kräfte; 
letztere  sind  wesentlich  durch  die  Gleichung  (100")  definiert  und 
haben,  wenn  die  }>:  gewöhnliche  Koordinaten  sind,  die  Bedeutung 
der  gewöhnlichen  Komponenten,  wenn  die  pt  Drehungswinkel  sind, 
die  Bedeutung  von  Drehungsmomenten,  was  sich  leicht  nach- 
weisen läßt 

Hängen  die  inneren  Kräfte  des  Punktsystemes  von  den  relativen 
Geschwindigkeiten  ab,  so  bleiben  die  Formeln  (103)  anwendbar,  wenn 
man  nur  nach  (55)  A  =     —  ff  setzt. 

Werden  die  vorstehenden  Formeln  auf  ein  starres  System  an- 
gewandt, so  ist  in  ihnen  0  als  konstant  zu  betrachten,  und  die 
Hamii/d  in 'sehe  Gleichung  wird  zu 

103")  f{<)V+    ^4)  dt  =  0, 

die  LAOHANGE'sche  zu 

»«n 

Die  vorstehenden  Fonneln  gestatten  eine  Umformung ül),  die 
sich  bei  manchen  Anwendungen  nützlich  erweist. 

Wir  wollen  annehmen,  unter  den  Koordinaten  pi  wäre  eine 
Kategorie,  die  wir  mit  rk  —  die  ihnen  entsprechenden  Kräfte  mit 
Kk — bezeichnen  wollen,  für  welche  wir  an  Stelle  der  Geschwindigkeiten 
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dr 

die  Momente 


k  =  s 

dt  ** 


als  Unabhängige  einzuführen  geeignet  linden;  dann  können  wir 
mittels  der  der  letzten  Formel  analogen  die  sk  durch  die  Sk  und 
alle  rt,  pi  und  tj.  ausdrücken  und  das  Kesultat  in  A  einsetzen. 

Bezeichnen  wir  die  so  erhaltene  Forin  von  A  durch  (A),  so  ist 
ersichtlich,  da  p.  explicite  und  implicite  in  sk  vorkommt, 

8U)=ÖA         ÖAe*k^dA  6« 
dp,      dp.  T  t  d»k  dp.     ap.^  k    kdp.>  > 

analog  auch 

B!A)  =  \A  +  Zs'\  S^-SA  +  ZStp,  =  105') 
du.       Ofj.       ..    kdu.      dr.      o  r.       .     kdr/    dS.        ..    kdS  1 

Versteht  man  nun  die  durch  \h  bezeichnete  Differentiation  so, 
daß  dabei  tj.,  rk  und  St  als  Unabhängige  behandelt  werden,  und 
setzt  kurz 

A  -  2Sk*k  =  A',  105") 

so  erhält  man 

ÖA      i>A'    BA      ikA'    dA      VA'  » A'  . 

dp.  ~  *p.  '  ö<i.  =         '  dr{  "  ,Vr.  '  ^  tfS.  •  1Ub) 

Daraus  folgt  auch,  daß  für  die  Kräfte  Pt  die  Gleichung  (103) 
sich  schreiben  läßt 

woraus  man  auch  auf  dem  umgekehrten  Wege,  wie  der  ist,  welcher 
zu  (103)  geführt  hat,  schließen  kann 

fdt^A'  +  ZP^p^i),  106") 

wo  die  Variation  örS  die  p  und  </  allein  betrifft. 

Für  die  Kräfte  Ä  lassen  sich  die  ursprünglichen  Formeln 

dt{dsj      drk  »- 

nicht  ebenso  umgestalten;  doch  hat  dies  keinen  praktischen  Nach- 
teil, da  es  sich  bei  Kräften  dieser  Art  immer  nur  um  die  Kenntnis 
der  geleisteten  Arbeit  handelt,  die  sich,  wie  später  an  einem  wich- 
tigen Beispiel  gezeigt  werden  soll,  auf  anderem  Wege  durch  A' 
ausdrücken  läßt  — 

6» 
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Wenn  die  lebendige  Kraft  W  die  spezielle  Eigenschaft  hat, 
Glieder,  welche  mit  Produkten  der  Geschwindigkeiten  q.  und  sk 
proportional  sind,  nicht  zu  enthalten,  kann  man  aus  den  vorstehenden 
Formeln  eine  sehr  merkwürdige  allgemeine  Folgerung62)  ziehen. 

Aus 

107)  A=  Vq+  </>, 

worin  V,  und  H*,  die  nur  die  q.  und  nur  die  sk  enthaltenden  Teile 
von  W  bezeichnen,  erhält  man  sogleich,  da  W,  homogen  vom  zweiten 
Grade  in  den  sk  ist, 

107  )  Ä  =  %  -  H*.  -  <1> 

und  unter  Rücksicht  auf  (106') 

1«7")  «[-jt)-*it  +  —Sir)-*r 

W,  ordnet  sich  hier  also  dem  inneren  Potential  </>  zu,  und  zwar  nicht 
nur  formell,  sondern  auch  wesentlich,  da  es  ebenso  wie  jenes  zwar 
die  Koordinaten  p.t  aber  nicht  die  Geschwindigkeiten  q{  enthält. 

Bei  Bestimmung  der  Kräfte  P.  erscheint  sonach  als  ein 
von  den  Geschwindigkeiten  *k  abhängiger  Teil  eines  Ge- 
saiutpotentiales  (</>)  =  -f  0,  und  umgekehrt  kann  man  dabei 
stets  das  Potential  durch  einen  Teil  der  gesamten  lebendigen  Kraft 
ersetzen,  der  von  den  Geschwindigkeiten  q{  unabhängig  ist. 

Dies  Resultat  erinnert  an  die  Tendenz  der  kinetischen  Gas- 
theorie, den  Druck,  welchen  das  Gas  auf  die  Gefäßwandung  ausübt, 
durch  eine  Bewegung  zu  erklären.  Wir  wollen  den  Zusammenhang 
mit  jenen  Betrachtungen  noch  etwas  weiter  verfolgen. 

Hier  bestimmen  die  Koordinaten  p.  den  äußeren,  rk  den  inneren 
Zustand  des  Gases;  bei  äußerer  Ruhe  ist  V,  =  0. 

Die  lebendige  Kraft  W„  ist  äquivalent  mit  einem  Anteil  0,  des 
Potentiales  der  Masse  auf  sich  selbst.  Wegen  des  verschwindenden 
ist  bei  einer  Volumenänderung  die  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  das 
Entgegengesetzte  von  derjenigen  der  inneren,  also 

108)  dA  =  d(<!>)  =  d(W.  + 

Wird  jedes  Oberfiächenelement  do  um  dn  nach  innen  ver- 
schoben, so  leistet  die  äußere  Kraft,  welche  den  inneren  Druck  p 
kompensieren  muß,  die  Arbeit  pdndo=  —pdv\  hieraus  folgt 

108)  (TA  =  -pdv  =  d{V,  +  *). 

Kombiniert  man  hiermit  die  aus  dem  Virialsatz  abgeleitete 
Formel  (65') 
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so  erhält  man 

de     d(VP,  +  <P) 

-tv-    V.    »  lü8) 

eine  Gleichung,  welche  mit  (85)  wesentlich  identisch  ist  und  die 
Bedingung  adiabatischer  Volumenänderung  enthält;  dies  ist  auch  be- 
greiflich, da  wir  nur  Kräfte  der  Art  P.  ins  Spiel  gebracht,  also  auf 
den  inneren  Zustand  des  Gases  direkt  nicht  eingewirkt  haben.  — 

Durch  die  Einfuhrung  gewisser  spezieller  Eigenschaften  der 
Variabelu  p.  kann  man  aus  den  LAORANOE'schen  Gleichungen  (103) 
einige  allgemeine  Sätze  ableiten,  die  in  inniger  Beziehung  zu  wich- 
tigen Fundamentalsätzen  aus  dem  Gebiet  der  Wunne-  und  Elek- 
tricitatslehre  stehen.63) 

Wir  betrachten  ein  Punktsystem,  dessen  allgemeine  Koordi- 
naten p{  in  zwei  Klassen  von  verschiedener  Natur  zerfallen. 

Die  Koordinaten  pa  der  ersteren  Klasse,  die  wir  aus  später 
zu  erörternden  Gründen  die  Positionskoordinaten  des  Systems 
nennen  wollen,  sollen  die  Eigenschaft  haben,  nur  sehr  langsam  mit 
der  Zeit  zu  variieren,  so  daß  man  ihre  Geschwindigkeiten  qa  als  un- 
endlich klein  erster  Ordnung  betrachten  kann. 

Die  Koordinaten  der  zweiten  Klasse  pb  sollen  dagegen  schnell 
mit  der  Zeit  variieren,  also  grobe  Geschwindigkeiten  qb  ergeben, 
aber  die  Funktion  A  =  W  —  <P  soll  nicht  merklich  von  den  pb  ab- 
hängen. Koordinaten  dieser  Art  haben  u.  a.  die  Punkte  einer  in 
stationärer  cyklischer  Bewegung  befindlichen  Flüssigkeit;  man  nennt 
daher  allgemein  nach  dem  Vorgang  von  v.  Hklmholtz  die  pb  cy- 
klische Koordinaten  und  ein  Massensystem,  dessen  Bewegung  durch 
dergleichen  gegeben  ist,  ein  Cykel. 

Über  die  Beschleunigungen  wollen  wir  annehmen,  daß 

dqb/dt  =  qb 

als  unendlich  klein  erster, 

dqajdt=  q'a 

als  unendlich  klein  zweiter  Ordnung  angesehen  werden  könne. 

Enthalten  die  Nebenbedingungen  der  Bewegungen  die  Zeit  nicht, 
so  ist  die  lebendige  Kraft  von  der  Form 

^=  i{ZZQaa,qaqa,  +  2ZQbb>qbqb>  +  2ZQabqaqb), 
a    o'  b    b'  ab 

wo  die  Q  nur  die  Positionskoordinaten  pa  enthalten,  wie  dies  auch 
von  dem  Potential  0  gilt,  und  qa>  resp.  qb>  Geschwindigkeiten  von 
der  Gattung  der  qa  resp.  qb  bezeichnen. 
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Es  folgt 


also 

rfi k)  =  7  f*0" +  f  *  fe* +  7  7"  7  ^7  7o+7 * 7  ^77 ?" 

at\0,lbJ  b'  a  b'         et      °Pa  a         o'    0 /V 

Hierin  sind  jedenfalls  die  Summen,  welche  die  Faktoren  q'a  oder 
qaqa.  enthalten,  zweiter  Ordnung;  es  bleiben  also  die  Glieder  erster 
Ordnung 

d  (BA\      v  ,  n     ,   v,  v* 

d  (BA\  >  r\      .    v  y?**QbV 

4aTj  =  7>^/+77''7 

Diese  stehen  in  der  Gleichung  (103),  falls  man  sie  auf  die 
Kräfte  erster  Art  Pa  anwendet,  neben  endlichen  Gliedern  von  der 
Forin 

sind  hier  also  zu  vernachlässigen,  so  daß  dort  resultiert 
.09)  P--°i- 

dagegen,  wenn  man  sie  auf  die  Kräfte  zweiter  Art  anwendet,  neben 
streng  verschwindenden  Gliedern  dA>öpb,  so  daß  sie  hier  zu  be- 
rücksichtigen sind  und  liefern 

io9'> 

Die  Ph  sind  unendlich  klein  erster  Ordnung;  man  kann  sie  end- 
lich werden  lassen,  wenn  man  die  dqb\dt  —  q'b  endlich,  dafür  aber 
die  Qab  unendlich  klein  annimmt,  also  in  V  nur  Glieder  von  der 
Form 

Qna'fa'/a'      Ulld  Ql>h>qhqb' 

vorkommen  läßt. 

Die  erhaltenen  Resultate  ergeben  als  zulässig,  daß  man  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  auch  für  die  Differentiationen  der 
lebendigen  Kraft  den  Wert 
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V=±2ZQhh.qbqv  109") 
b  b' 

benutzt;  demgemäß  kann  man  auch  den  Ausdruck  für  die  Energie 
schreiben: 

t~S^-A.  109") 

Aus  (109)  folgt,  daß  die  Kräfte  erster  Art  einem  eigentümlichen 
Reciprocitätstheorem64)  unterliegen. 

Ändert  man  eine  Koordinate  der  Gattung  pat  die  mit  pa>  be- 
zeichnet werden  möge,  so  entspricht  dem  eine  Änderung  von  P„ 
gegeben  durch 

ebenso  erhält  man  für  die  Änderung  von  Pa>  durch  Variation  von  pa 

6Pa^  =  _  B*A_m 

hieraus  folgt 

dP«  =  dP°'.  110) 

Diese  Formel,  welche  bei  der  vorausgesetzten  Eigenschaft  der 
Koordinaten  erster  Art  immer  gilt,  ist  für  beliebige  pa  nur  dann 
erfüllt,  wenn  der  Bewegungszustand  ein  derartiger  ist,  daß 

ist;  diesen  Zustand  können  wir  als  einen  stationären  bezeichnen.  — 
Für  die  Arbeiten  der  Kräfte  Pa  und  Ph  während  dt  erhält  man 
nach  (109)  und  (109') 


*? Ja  =  —  dpa  =  Padpa  , 


110') 


die  Arbeit  der  Kräfte  erster  Art  wird  also  in  gewöhnlicher  Weise 
den  zeitlichen  Änderungen  der  Koordinaten  proportional,  diejenige 
der  Kräfte  zweiter  Art  aber  der  Änderung  der  Momente.  Für 
letztere  wird  hierdurch  nahe  gelegt,  wie  das  auf  S.  83  vorausgesetzt 
ist,  in  der  LAGRANGEscheu  Funktion  A  die  Momente  als  unabhängige 
Variable  einzuführen.  Wir  können  also  die  Koordinaten  pb  nun- 
mehr, wenn  wir  wollen,  mit  den  früheren  rk  identifizieren  und  er- 
halten bei  Benutzung  der  Bezeichnung  qb  =  sk}  Qh  —  Sk1 

<FJa  =  PadPa,    d>Jk  =  ,kdSk,  110") 
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wobei  sich  —  Pa  =  dAjdpa  und  sk  aus  der  modifizierten  Lagrange- 
schen  Funktion  A  nach  (106)  so  bestimmt: 


Die  Gesamtarbeit  der  Kräfte  Rk  resp.  Ph  wird  hierdurch  zu 

&A' 


und  ist  damit  durch  Ä  so  ausgedrückt  wie  auf  S.  83  angekündigt  — 
Betrachten  wir  nun  genauer  den  einfachsten  Fall,  daß  von 
den  Variabein  der  zweiten  Art  nur  eine  vorhanden,  das  Massen- 
system, wie  man  sagt,  ein  Monocykel65)  ist,  dann  wird 

Hl)  v=i?4i  und  £-»'ai-A> 

daher  die  Änderung  von  E  mit  der  Zeit 

111')  iE  =  »d(°ß  _  zgd,.  -  2^*,.. 

Läßt  man  gemäß  den  obigen  Annahmen,  da  dqa*=  qadt  istt  hier 
noch  das  letzte  Glied  als  unmerklich  kleia  fort  und  setzt  für  die 
übrigen  ihre  Werte  nach  (HO')  ein,  so  gelangt  man  zu 

111")  dE=<PJb  +  2<FJa, 

oder  anders  geschrieben 

111"')  dE-2dJa  =  gidj^j  =  gbdQb. 

Die  gesamte  Energieänderuug,  vermindert  um  die  zur  Vergrößerung 
der  Positionskoordinaten  pa  nötige  äußere  Arbeit,  ist  also  gleich  der 
zur  Vermehrung  der  Geschwindigkeit  qb  erforderlichen  Arbeit 

Diese  Arbeit  hat  die  Eigenschaft,  durch  Division  mit  qh  oder 
mit  qh  mal  einer  Funktion  von  Qb  ein  vollständiges  Differential  zu 
liefern.    Unter  diesen  integrierenden  Nennern  ist  besonders 

ausgezeichnet,  weil  er  bei  verschwindender  Kleinheit  der  qa  nach 
(111)  die  Bedeutung  der  lebendigen  Kraft  V  hat    Es  ist  dann  also 

d'A.  dE-Zd'A 
H2)  V=  
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In  der  mechanischen  Wärnietheorie,  welche  die  Wärme- 
erscheinungen als  auf  den  Bewegungen  der  kleinsten  Teilchen  der 
Körper  beruhend  ansieht,  und  speziell  in  der  oben  besprochenen 
kinetischen  Gastheorie  betrachtet  man  die  Koordinaten  der  Orte 
dieser  Teilchen  während  ihrer  Oscillationen  als  Variable  der  Gattung 
pb,  die  Koordinaten,  welche  den  Ort  und  das  physikalische  Ver- 
halten, z.  B.  Größe  und  Gestalt  des  ganzen  Körpers  bestimmen, 
als  Variable  der  Gattung  pa.  Die  Geschwindigkeiten  qb  sind  sehr 
groß  und  in  einem  homogenen  gleich  temperierten  Körper  im  Mittel 
überall  gleich;  die  Geschwindigkeiten  qa  sind  gegen  sie  verschwin- 
dend, in  vielen  Fällen  sogar  streng  gleich  Null;  gleiches  gilt  von 
allen  Beschleunigungen.  Die  lebendige  Kraft  rührt  dann  also  aus- 
schließlich von  der  inneren  Bewegung  her  und  hat  demgemäß  den 
oben  benutzten  Wert 

man  betrachtet  denselben,  wie  für  Gase  oben  entwickelt  ist  und  wie 
auf  andere  Körper  hypothetisch  tibertragen  wird,  als  der  sogenannten 
absoluten  Temperatur  T  desKörpers  proportional,  etwa  gleich  kT. 

Ferner  hat  man  die  Vorstellung,  daß  man  zwar  Arbeiten  der 
Gattung  (FAa  auf  mechanischem  Wege  leisten,  nämlich  den  Körper 
im  Ganzen  bewegen  oder  deformieren  kann,  aber  nicht  Arbeiten 
der  Art  d!Aby  welche  Einwirkungen  auf  die  einzelnen  Moleküle  er- 
fordern würden,  daß  man  letztere  aber  durch  Zufuhr  von  Wärme 
bewirken  kann;  demgemäß  stellt  in  (112)  2d!Aa  die  gesamte 
mechanisch,  d!Ah  die  kalorisch  geleistete  Arbeit  dar,  und  man 
erhält  somit: 


d'Ah  dE-Zd'A 


?=kd{lQl).  112') 


Der  Zusammenhang  dieser  Formel  mit  der  sogenannten  zweiten 
Hauptgleichung  der  mechanischen  Wärmetheorie  wird  später  hervor- 
treten. — 

Wir  können  die  vorstehenden  Betrachtungen  etwas  erweitern, 
indem  wir  einen  Körper  betrachten,  dessen  Positionskoordinaten  pa 
endliche  Geschwindigkeiten  qa  besitzen,  dessen  lebendige  Kraft 
aber  Glieder,  die  mit  Produkten  der  qm  und  qb  proportional  siud, 
nicht  enthält.08)  Die  pb  sollen  weder  in  der  lebendigen  Kraft  % 
noch  im  Potential  vorkommen,  dagegen  soll,  was  auf  S.  84  er- 
läutert ist,  </>  von  qb  abhängen. 
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Dann  können  wir  setzen 

113) 

und  nach  dem  oben  Gesagten  Wh  als  mit  der  absoluten  Temperatur  T 
proportional  betrachten,  nämlich  schreiben 

113)  vh=r%, 

aus  dem  gleichen  Grunde  dürfen  wir  auch  </>  statt  von  <jb  von  T 
abhängig  ansehen.  Aus  (103)  erhalten  wir  dann  wegen  A  =  W  —  0 
als  Wert  für  eine  der  Kräfte  erster  Art 

113")  Pa  =  *  (       )  ^-4  -  + 

differentiert  man  dies  wegen  T,  während  pa  und  qa  konstant  bleiben, 
so  erhält  man 

113'')        2?  =  -  ?  ^-  +  oder  TaTa  =  -  ^  +  7*  ^-fy- 

Nun  werde  dem  Körper  Arbeit  zugeführt,  sowohl  durch  Ver- 
mittelung  der  Kräfte  Pat  wie  7V  wir  können  dann  nach  Obigem  2<fJla 
als  auf  mechanischem,  (F^4b  als  auf  kalorischem  Wege  geleistet 
betrachten.    Wegen  E  =  ^4-0  erhält  man  aus  (1 1 1") 

114)  2<fJa  +  (TJh  =  d(Va  +  «^)  + 
Es  ist  aber  einerseits 

-  US  US  . 

andererseits  wegen 
auch 

/       iB  V  \      BW  \ 

2^=-(^(,-;)+^(/?.), 

und  hieraus  folgt  durch  Subtraktion 

Setzt  man  dies  in  (114)  ein  und  bedenkt,  daß  allgemein  cTJa  =  Padpa 
ist,  so  erhält  man 
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oder  unter  Benutzung  von  (113") 

<VAh  =  2        dpa  +  dVh  +       r/T.  114") 

Ist  0  speziell  von  T  unabhängig,  und  wird  die  Veränderung  so 
geleitet,  daß  die  lebendige  Kraft  Wh  konstant  ist,  so  giebt  dies  unter 
Rücksicht  auf  die  zweite  Formel  (113  ") 

Wird  nur  die  eine  Koordinate  pa  verändert,  so  reduziert  sich  diese 
Gleichung  auf 

d'Ab  =  -  Td***dPa.  114"') 

Auch  diese  Formel  stellt  mit  gewissen  Resultaten  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie  in  innerer  Beziehung.  — 

Neueste  Anwendungen  der  Lagrano Ersehen  Formeln  haben  er- 
geben, daß  sie  unter  Umstünden  zu  brauchbaren  Resultaten  führen, 
wenn  das  System,  auf  welches  sie  angewandt  werden,  gar  nicht  einen 
Komplex  von  ponderabeln  Massen,  oder  wenigstens  nicht  von  solchen 
allein,  darstellt  und  die  Grüßen  p.  nur  irgend  welche  Variabeln 
sind,  die  seine  augenblickliche  Konfiguration  bestimmen.  Dann  sind 
naturgemäß  auch  die  P.  keine  Kraftkomponenten  im  mechanischen 
Sinne  mehr:  immer  aber  muH  das  Produkt  p.P.  die  Dimension  einer 
mechanischen  Arbeit  haben,  und  dadurch  bestimmt  sich,  wenn  über 
die  p.  verfugt  ist,  die  Natur  der  Pr 

Derartige  Betrachtungen  liefern  für  die  untersuchten  Erschei- 
nungen Theorien,  die  von  den  sonst  entwickelten  einigermaßen  ab- 
weichenden Charakter  besitzen  und  die  bezeichnend  Beschrei- 
bungen durch  mechanische  Analogie  genannt  werden.  Sie 

haben  eine  besonders  große  Bedeutung  in  der  Elektricitätslehre  er- 
halten, wo  wir  näher  auf  sie  eingehen  werden.  Indessen  kann  schon 
hier  ihr  Verhältnis  zu  der  älteren  Art  der  Anwendung  mechanischer 
Grundsätze  auf  Vorgänge,  welche  nicht  mechanische  im  engeren 
Sinne  sind,  geschildert  werden.  Das  ältere  Verfahren  legte  eine  mehr 
oder  weniger  vollständige  Vorstellung  von  dem  Mechanismus  jener 
Vorgänge  zum  Grunde,  betrachtete  beispielsweise  die  Elektricität  als 
eine  Substanz,  die  sich  in  den  Leitern  durch  äußere  Einwirkungen 
gegen  beträchtliche  Widerstände  bewegt  und  auf  andere  Elektrici- 
täten  fernwirkende  Kräfte  ausübt.  Die  Methode  der  mechanischen 
Analogien  enthält  sich   derartig  detailierter  Voraussetzungen  und 
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schreibt  den  elektrischen  Körpern  nur  gewisse  allgemeine,  an  me- 
chanischen Systemen  erkannte  Eigenschaften  zu,  ohne  die  Frage  zu 
erörtern,  wie  jene  Eigenschaften  in  dem  nicht  rein  mechanischen 
System  möglich  sind. 

Liefert  das  ältere  Verfahren  eine  größere  Anschaulichkeit,  so 
ist  ihm  das  neuere  durch  die  größere  Strenge,  welche  in  der  Be- 
schränkung auf  das  kleinste  Maß  der  zu  einem  bestimmten  Zwecke 
nötigen  Annahmen  liegt,  und  durch  die  Vielseitigkeit  der  gewonneneu 
Resultate  jedenfalls  überlegen.67)  — 


Digitized  by  Go 


III.  Kapitel. 


Bewegung  starrer  Körper. 

§  13.     Starre  Körper;  unendlich  kleine  Verrückungen ;  lebendige 
Kraft;  Trägheitsmoment;  Arbeit  äußerer  Kräfte. 

Ein  System  von  Massenpunkten  wird  als  ein  Körper  bezeichnet, 
wenn  seine  Masse  den  Raum  anscheinend  stetig  erfüllt;  es  heißt  starr, 
wenn  seine  Bewegung  durch  Bedingungen  derart  beschränkt  ist,  daß 
keiner  seiner  Punkte  seine  relative  Lage  gegen  die  übrigen  verändern 
kann. 

Die  erste  Eigenschaft  wird  analytisch  dadurch  ausgedrückt,  daß 
wir  den  vom  Körper  eingenommenen  Raum  in  Volumenelemente 
dk  zerlegen  und  ein  jedes  als  mit  einer  Masse  dm  erfüllt  betrach- 
ten; meist  kann  dann  jedes  Volumenelement  direkt  als  Massenpuukt 
behandelt  werden. 

Besitzt  das  Verhältnis 

'15) 

an  irgend  einer  Stelle  des  Körpers  einen  von  der  Gestalt  und  Größe 
von  dk  unabhängigen  Grenzwert,  so  nennen  wir  in  sinngemäßer 
Erweiterung  der  Definition  (68)  (>  die  Dichte  der  Massenverteilung 
an  der  betrachteten  Stelle,  wobei  wie  in  (68')  gilt 

[(,]  =  115') 

Ist  q  innerhalb  des  Körpers  konstant,  so  nennen  wir  ihn  homogen, 
im  anderen  Falle  inhomogen.  Man  kann  den  Fall,  daß  q  inner- 
halb des  Körpers  längs  einzelner  Flächenstiieke  unstetig  wird,  für 
die  Betrachtung  dadurch  ausschließen,  daß  man  jene  Flächen  als  Teile 
der  Oberfläche  des  Körpers  ansieht;  weil  ferner  in  der  Wirklichkeit 
sich  in  einem  unendlich  kleinen  Räume  stets  nur  unendlich  wenig 
Masse  befindet,  so  kann  man  q  in  der  Physik  als  innerhalb  der 
Körper  endlich  und  stetig  betrachten. 

Da  das  Gewicht  des  Massenelementes  dm,  nämlich  dG,  gleich 
gdm  ist,  so  nennt  man 

dÄ=gi,T  =  Y  "5") 

dk        dk       '  ' 
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das  spezifische  Gewicht  des  Körpers  an  der  betrachteten  Stelle; 
wegen  der  Veränderlichkeit  von  ff  an  der  Erdoberfläche  ist  y  nicht 
streng  der  Substanz  individuell  und  kommt  daher  überhaupt  weniger 
zur  Verwendung  als  (>.    Seine  Dimension  ist  gegeben  durch 

[y]  =  ro /--•*-'.—  115") 

Die  zweite  Eigenschaft  drückt  man  analytisch  aus,  indem  man 
festsetzt,  datt  die  Koordinaten  «,  b,  c  aller  Massenelemente  dm  gegen 
ein  mit  dreien  von  ihnen,  welche  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  fest 
verbundenes  Koordinatensystem  .7,  B,  C  sich  mit  der  Zeit  nicht  ändern. 

Behalten  wir  für  ihre  Koordinaten  gegen  ein  absolut  festes 
System  X,  )  ,  Z  die  Bezeichnung  x,  z  bei,  so  können  wir  den  Zu- 
sammenhang der  beiden  Koordinatensysteme  durch  das  Schema  aus- 
drücken: 

1  n     b  <• 

1 1  <»)  *  ~  K  |  "l    "*  "3 

//-»>  A  A  A 
-  -  5   r,    r3  J'a 

worin  r,  t),  j  die  Koordinaten  des  Anfangspunktes  des  Systemes 
A,  #,  l\  und  ßh,  yu  gewisse  Uichtungscosinus  sind,  r,  t),  5  und  drei 
voneinander  unabhängigem  Winkel  bestimmen  vollständig  die  Lage 
des  Systems  .i,  H,  V  und  daher  auch  diejenige  des  starren  Korpers 
gegen  das  absolut  feste  System  .V,  Y.  %. 

Für  beliebige  unendlieh  kleineVerrückungeii  <ix,  8y,  8  z  gilt  hiemach 

8  x  =  8  r  +  n  8  (tx     b  8  at  +  e  8  a3  , 

116)  8!/  =  8i)  +  a8i1x  +  b8ß2  +c8ß3, 

8z  =  ,Yj  +  „8;>x  +  b8yt  +  rr>>3, 

wobei  wegen  der  Orthogonulitütshediuguugcn  nur  drei  der  neun  Va- 
riationen 8ah,  8ßh,  8yh  voneinander  unabhängig  sind. 
Führt  man  die  Abkürzungen  ein 

|  A  *ri  +  A  <>>2  +  Ä  'Va  =  -  (r ,  <*  A  +  y%  *A  +  y8  »>  A)  =  «r  i , 
[  «t  <yft  +  *a  8ß2  +  *,  8ß3  ^  -  ^     +  ^  a«,  +       -  ,r , 

wobei  <Vl,  d'm,  8*  it  nicht  Variationen  von  Funktionen  1,  m,  11,  son- 
dern allein  unendlieh  kleine  Größen  bezeichnen,  so  wird 

8al  =  yl  <Tnt  —  ßl  8*n,  8ßx  =     fVn  — »VI ,  dy,    ^Vl  —    «Fnt , 

116"')    <?«.,  -  ya<Tm  -  A'Vn»  %  =  a^w-y^l,  8y.,=  ß^i-a^m, 

8a3  =  y3$m-ß38'n,  8ß3=«38'n-y3tr[,  8y3  =  ß38'i-«s8'm1 
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116") 


and  das  System  (116')  reduziert  sich  unter  Berücksichtigung  von 
(116")  auf88) 

<)x  =  <)r  +  (z  -  5)  <Tm  -  (y  -  U)^h, 
Sy  =  dt)  +  {x-  z)ff  n  -  (z  -  a)     !  , 
<>z  =  rTj  +  (y  -  »)<>*l  -  (*  -  J)^»», 
Diese  Formeln  zeigen  hei  genauer  Analyse,  daß  die  allgemeinste 
unendlich  kleine  Verrüekung  eines  starren  Körpers  gegeben  ist  durch  die 
Superposition  dreier  Verschiebungen  parallel  den  Koordinatenaxen 
#r,  dt),  0%,  welche  äquivalent  sind  mit  einer  einzigen  Verschiebung 

9\  =  Ikdtf  +        +  (*!)» 

in  einer  Richtung  S,  bestimmt  durch 

cos  (8 a-)  :  cos  (8 //)  :  cos  (3 z)  =  8 x  :  fit)  :  rf  g , 

und  mit  drei  Drehungen  von  der  Grotte  rVl,  d"m,  <Vn  um  zu  den  Axen 
.V,  '/,  parallele  Axen  durch  den  Punkt  5,  lj,  3,  welche  äquivalent 
sind  mit  einer  einzigen  Drehung  von  der  Grotte 

«V  t  =  V((T  l)2  +  (rV  m)2  +  »)a 

um  eine  Axe  b  durch  denselben  Punkt  r,  1),  5,  deren  Richtung  ge- 
geben ist  durch 

cos  (b,  x)  :  cos  (b.y)  :  cos  (b,z)  =  <Fl  :  tfm  :  tPn. 

Nimmt  man  hinzu,  datt  nach  geometrischer  Anschauung  par- 
allele Verschiebungen,  wie  auch  Drehungen  um  dieselbe  Axe  sich 
zu  Resultierenden  zusammensetzen,  deren  Größe  je  gleich  der  Summe 
der  Komponenten  ist,  so  ergiebt  sich  aus  Vorstehendem,  daß  für  die 
Zusammensetzung  von  beliebigen  Verschiebungen  und  von  Drehungen 
um  beliebige  durch  einen  Punkt  gehende  Axen  bei  entsprechender 
Kleinheit  ganz  allgemein  die  Methode  des  Parallelepipeds  gilt,  falls  man 
die  Drehungen  durch  Vektoren  repräsentiert,  welche  auf  derDrehungs- 
axe  nach  der  Seite  hin  aufgetragen  werden,  von  der  aus  betrachtet 
sich  die  Drehung  als  im  positiven  Sinne  stattfindend  darstellt 

Hieraus  folgt  für  den  Zusammenhang  zwischen  den  um  die 
Axen  A,  ß,  C  stattfindenden  Drehungen  $  p,  <?q,  <Tr  und  den  um 
Parallele  zu  den  Axen  Xy  Yf  Z  durch  den  Anfang  von  A,  B,  C  wir- 
kenden <H,  <Tm,  <Tn  das  (116)  entsprechende  Schema 

I  <Tq  rfr 


ai     a2  as 

ßi    &  A 


?'i    r*  rs 


Digitized  by  Google 


96  /.  Teil.    Mechanik  starrer  Körjter.    III.  Kap. 


118) 


Zwischen  den  Drehungskomponenten  8*  p,  4'  q,  $  x  und  den  Kich- 
tungscosinus  ah,  ßh,  yh  finden  dabei  die  Beziehungen  statt: 

[  <>>  =  «3  8at  +  A  8  Ä  +  r*  dr2  =  -  («2  f)ce3  +  Ä  *Ä  +  rs  <*>3)  , 
117')     *q  =  «,  <K  +  A  *  Ä  +  r,  <*r3  =  -  («s  <K  +  A  *  A  +  y,  *y, ) , 

l  tfr  =       +  ä*a  +  /i^i  =  -  K  <K + A  <yÄ  +  >'i  <*>a)  > 

ferner 

{fTcfj  =  te%9x  —  «a4*q ,  ^=  cr34*p  —  ce^x ,  4cf3  =  «14'q  —  «a4*p, 
JA-A^-Ä*».  <»A=A<»-A^>  '>'A=A/q-A<^> 
fy-y^r-y^q,  4ya  =  y3<Fp-/14'r,  ^3  =  y,^q-ya<rp. 

Die  Formeln  (116"")  lassen  sich  auf  eine  neue  wichtige  Form 
bringen,  indem  man  die  Verscliiebungskomponenten  ^^0,  &  y01  ^  z0 
einführt,  welche  der  ursprünglich  im  Koordinatenanfang  x  =  y  =  z  =  0 
stehende  Punkt  erfährt;  man  erhält  so 

4.y  =  4>0+*4'*  -  z  XI  , 

dz  =  4V0  -f  y  47  —  x  jfm  ; 

die  zu  der  Verschiebung  hinzukommende  Drehung  erscheint  hier  um 
die  Axen  X,  Y,  Z  selbst  ausgeführt,  und  es  ist  daher 

4*1  =  47,    4,m  =  4'ro,    4*n  =  4n 

gesetzt.  Für  parallele  Axen  finden  sich  sonach  die  Drehungen  als  gleich. 

Ein  diesem  System  entsprechendes  kann  man  für  die  beweg- 
lichen Axen  A,  B,  C  aufstellen.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  4*a, 
4*  A,  &  c  die  nach  den  Axen  A,  B,  C  genommenen  Komponenten  der 
Verschiebung  eines  beliebigen  Punktes  mit  4'n,  <Fb,  4"c,  diejenigen 
des  Punktes  a  =  0,  6  =  0,  c  =  0,  so  erhält  man  aus  (118)  leicht 

ffa  =  4*n  +  cff<\  -  Äcfr, 

<TA  —  4'b  +  «  4"r  —  c  4*p , 
4*c  =  b\  +  £  4>  -  «  4*q .  — 

Giebt  man  den  willkürlichen  Verrückungen  die  speziellen  Werte, 
welche  sie  bei  der  Bewegung  während  des  Zeiteleruentes  d  t  annehmen, 
so  erhält  man,  indem  man  durch  die  oberen  Indices  Geschwindig- 
keiten bezeichnet, 

dx  =  xdt,  Sy  =ydty  Sz  =z'8t, 

4r  =r4/,  4ti  -tfSt,  81  =h<Uy 

4'1  =  r  d  t ,  4-rn  =  m'8t,  4*  n  =  n'fit, 

4*p  =  p'4*,  4,q=q'4/,  4V r  =  x  dt  u. s. f. 


118') 


119) 
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Hierin  haben  zwar  x'f .  . ,  j, .  . .  zugleich  die  Bedeutung  von 
Differentialquotienten  der  Abhängigen  x, ..,  r,  .  .  nach  der  Zeit, 
nicht  aber  gilt  analoges  von  I',  m',  u',  p',  q',  r'. 

Durch  die  vorstehende  Substitution  nimmt  beispielsweise  das 
System  (116"  ")  die  Form  an 

*'  =  r'  +  (*  -  j)  m' -  (y  -  9)  n' , 

V  =  tf+  (*-s)n'  -(*  ,  119') 

=   +  (y- -(*  -?)">'; 

ebenso  wird  aus  (118') 

«=Q+cq  —  or,  \ 

Ä'  =  b'  +  ar'-cp',  119") 

c'  =c'-f-*p'-aq',  | 

wo  nun  «',  c'  resp.  q',  b',  c'  die  Geschwindigkeitskomponenten  nach 
der  augenblicklichen  Richtung  der  Axen  A,  ByC  bezeichnen,  aber 
nicht  die  Differentialquotienten  von  a,  c  resp.  a,  0,  c  nach  der 
Zeit,  die  ja  nach  S.  94  verschwinden. 

Diese  Formeln  kommen  bei  der  Bestimmung  der  lebendigen 
Kraft  W  eines  starren  Körpers,  deren  Definition  nach  (46)  lautet: 

2W=fdm{x'2  +y'a+  z'2),  120) 

zur  Anwendung.  Der  Wert,  der  sich  unmittelbar  durch  Einsetzen 
der  Ausdrücke  (LI  9^  ergiebt,  schreibt  sich  einfacher,  wenn  man 
folgende  Bezeichnungen  einführt: 

fdm  =  m,    f{x  —  i)dm  =  f  {y  -  t))  dm  =  tf  m  , 

/(r-j)rf»  =  fw, 
-  /faf  -  »))  (*  "  h)dm  =  H',    —  /(*  -  *)  (r  -  r)rfm  =  H\ 

-/('-j)(y-t))^^  =  z% 

/  [fef  -  l))3  +  z  -h)*]flm  =  E,  f  [(z  -     +  {x  —  z)T\dm  =  H, 

S  [(*  -  ?)2  +  (y  ~  V)2]  <f"»=Z. 

Hierin  bezeichnen  |'  =  |  —  y,  #/  =  i\  —  0,  =  £  —  3  die  Schwer- 
punktskoordinaten des  Körpers  in  Bezug  auf  ein  Axensystem  £,  %  3? 
welches  parallel  zu  .Y,  V,  Z  durch  die  Stelle  r,  t),  3  gelegt  ist,  und  es 
heißen  =  ,  H,  Z  die  Trägheitsmomente,  Z',  H',  Z'  die  Devia- 
tionsmomente des  Körpers  um  dieselben  Axen,  —  Definitionen,  die 
mau  sinngemäß  auf  beliebige  Axen  überträgt69) 

Bei  Benutzung  dieser  Abkürzungen  schreibt  sich 

+  2  m  [r'  (in  f  -  11' ,/)  +  X)  (u'  f  -  1'  ? )  +  5  ((' -  m'  f }]  }  1 20") 
+  t'2=  +  m'2H  +  n'2Z  +  2m'  nz,+  2n'  l'H'  +  2i'm'Z\ 

Voigt,  Theoretische  I'hyi*ik.  7 


120') 
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Nach  der  Definition  (120')  lauten  die  Trägheits-  und  Deviations- 
momente um  die  Axen  X,  J',  Z  selbst 


H0  =f(>/2  +  z*)dm,  H0  =f(z*  +  x*)dm,  Z0  =  f(x* +  ,/*)<!  m  , 


£0'  =  -fyzdm,     H0'  =  -  fzxdm,    Z0'  =  -  fxydm  . 


Das  Trägheitsmoment  M  um  eine  beliebige  durch  den  Anfangs- 
punkt des  Systemes  X,  D,  3  gehende  Axe,  deren  Richtung  durch 
die  Cosinus  a0,  ß0,  y0  bestimmt  ist,  aber  wird,  falls  e  den  Abstand 
des  Massenelementes  dm  von  der  Axe  bezeichnet,  nach  der  allge- 
meinen Definition  (120') 
120"")  M=fe2dm 

oder  nach  Einsetzen  des  leicht  zu  erhaltenden  Wertes  von  e 

121)  M  =  Z«02  +  H,V+  Zr02+  2='ß)yü  +  2H>0«0  +  2Z'«0ft . 

Also  ist  das  Trägheitsmoment  um  jede  Axe  durch  den  Anfangspunkt 
des  Systems  X,  %  3  durch  die  Trägheits-  und  Deviationsmoinente  um 
die  Axen  3E.  %  3  bestimmt,  und  zwar  wird  B  =  l/yrM  durch  den 
Radiusvektor  parallel  der  Drehungsaxe  in  einem  gewissen  Ellipsoid, 
dem  Trägheitsellipsoid,  um  den  Koordinatenanfang  als  Centrum  re- 
präsentiert.70) Das  Trägheitsmoment  M  nimmt  seine  größten  und  klein- 
sten Werte  an,  wenn  die  Drehungsaxe  in  eine  der  Hauptaxen  des 
Ellipsoides  fallt  Wählen  wir  diese  Hauptträgheitsaxen  zu  Koordi- 
natenaxen  //,  B,  C,  so  werden  die  hierauf  bezogenen  Deviationsmomente 

121)  A'  =  —fabdm  =  0 ,  B'  =  —  fbcdm  =  0,  I"'  =  —  feadm  =  0, 

die  entsprechenden  Trägheitsmomente  A,  B,  V  werden  die  Haupt- 
trägheitsmomente, und  die  Gleichung  (121)  nimmt  die  Form  an 


Die  Trägheits-  und  Deviationsmomente  Z,  H,  Z,  H',  Z'  um 
die  Axen  3c,  %  3  drücken  sich  nach  ihren  Definitionen  und  bei 
Benutzung  des  Schemas  (116),  in  welchem  nur,  da  die  Anfangspunkte 
der  Systeme  .-/,  B,  C,  und  £,  %  3  zusammenfallen,  jetzt  r  =  t)  =  j  =  0 
zu  setzen  ist,  durch  die  Hauptträgheitsmomente  A,  B,  T  folgender- 
maßen aus: 


=  =A^2  +  Bcra2  +  r«32,  =  '  =  Aßy,  +Bßtrt  +  rfl9y9, 
H  =A/V  +  B/V  +  Wi  H'  =  Aylal  +  Bya«2  +  l>3«3  > 
l  Z  =Ar12-f  B/22  +  l>32,  Z^Ao.ft  +  B^ft  +  ra.A. 


Vergleicht  man  das  Trägheitsmoment  M  um  eine  beliebige  Axe 
(z.  B.  um  eine  durch  den  willkürlichen  Koordinatenanfangspunkt)  mit 


121") 


M  =  ArV  +  B/V  +  r^2. 


121 


Das  erste  Tripel  dieses  Systemes  ergiebt 
")  =  +  H  +  Z  =  A  +  B  +  r. 
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demjenigen  M,  um  eine  zu  ihr  parallele  durch  den  Schwerpunkt  des 
Körpers,  so  giebt  die  einfache  Rechnung  den  Zusammenhang71) 

M  =  M,  +  md\  122) 

worin  d  die  senkrechte  Entfernung  der  beiden  Axen  bezeichnet. 

Aus  Vorstehendem  folgt,  daß  die  Trägheits-  und  Deviations- 
momente  eines  Körpers  um  beliebig  gerichtete  und  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  gehende  Axen  bestimmt  sind  durch  sechs  Größen, 
nämlich  die  Trägheits-  und  Deviationsmomente  um  drei  zu  einander 
normale  Axen  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers,  oder,  anders 
ausgedrückt,  durch  die  Hauptträgheitsmomente  für  den  Schwerpunkt 
und  die  drei  Winkelgrößen,  welche  die  Lage  der  Hauptträgheitsaxen 
bestimmen. 

Li  manchen  Fällen  ist  es  bequem,  ein  Trägheitsmoment  durch 
denjenigen  Abstand  x„  von  der  bezüglichen  Axe  u  auszudrücken,  in 
welchem  die  ganze  Masse  m  des  Körpers  vereinigt  werden  müßte, 
um  das  gleiche  Trägheitsmoment  Ma  zu  geben,  d.  h. 

M«  =  roxaa  122') 

zu  setzen;  xQ  heißt  dann  der  Trägheitsradius  des  Körpers  in 
Bezug  auf  die  Axe  u. 

Schließlich  bemerken  wir  noch,  daß  für  Trägheitsmomente  M 
und  Deviationsmomente  &  die  Dimensionalgleichung  lautet 

[M]  =  [A]  =  mP.—  122") 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Sätze  läßt  sich  nun  der  Aus- 
druck (120')  für  die  lebendige  Kraft  eines  starren  Körpers  noch  ver- 
einfachen. 

Ist  der  Körper  frei  beweglich,  so  kann  man  ohne  Beschränkung 
den  Koordinatenanfang  des  Axensystems  Ay  B,  C  in  den  Schwerpunkt 
legen,  also 

J  =  £.  1)  =  >/,  b  =  £  daher     =  =  0 

und  zugleich  der  Übereinstimmung  halber 

I'  =  A',  m'  =  ijl'j  n'  =  v 

setzen.  Führt  man  noch  die  resultierende  Verscluebungsgeschwindig- 
keit  fo,  die  resultierende  Rotationsgeschwindigkeit  x  durch  die 
Gleichungen 

|'  +  ^  +  ~*  =      ,    A'2  +  j,'2  +  »'»  =  r'2  1 23) 

ein,  und  bezeichnet  das  Trägheitsmoment  um  die  momentane  Rota- 
tionsaxe  mit  M.  so  gilt  nach  (121): 

7* 
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1 23  )  EP+H (i  *  +  Z^  +  2£>'»'  +  2  HV  A'  +  2Z'       =  M  r'2, 
123")  2  <f  =  row'2  +  Mt'2 

Ist  der  Körper  um  einen  festgehaltenen  Punkt  drehbar,  so  legt 
man  in  diesen  die  Anfangspunkte  der  beiden  Systeme  X,  Y,  Z  und 
A,B,C,  setzt  also  j«^  =  j  =  0  und  daher  |'=  ö'  =  j'  =  0,  und  erhält  jetzt: 

123")  2  V=  Mt'8.  — 

Statt  Ton  der  Formel  (120)  für  die  lebendige  Kraft  kann  man 
von  der  äquivalenten  ausgehen 

124)  2<P  =  /rfm(a'2  +  £'2  +  c'2), 

worin  af  c  die  Geschwindigkeitskomponenten  nach  den  Richtungen 
der  Axen  A,  £,  C  bezeichnen.  Unter  Benutzung  der  Formeln  (119") 
erhält  man  dann,  falls  man  die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  in 
Bezug  auf  dcis  System  A,  B,  C  mit  et,  ß,  y,  die  Trägheits-  und  Devia- 
tionsmomente wie  früher  mit  A,  B,  I",  A\  B',  P  bezeichnet 

2^=m(o'2-Hb'2  +  c'2) 
124')  +  2m[a'(qy--x,ß)  +  b'(x'a-\>'y)  +  c(\>'ß-q'u)] 

+  p'2A  -f  q'2B  +  r'2 V  +  2 q' r'A'+  2 r' p' B'  +'2p'q' V  . 

Dieser  Ausdruck  hat  gegenüber  (120")  den  Vorteil,  daß  Schwerpunkts- 
koordinaten, Trägheits-  und  Deviationsmomente  sich  während  der 
Bewegung  nicht  mit  der  Zeit  ändern;  dafür  siud  allerdings  Linear- 
und  Winkelgeschwindigkeiten  auf  mit  der  Zeit  wechselnde  Richtungen 
bezogen.  — 

Eine  analoge  Umformung,  wie  mit  der  lebendigen  Kraft  V,  kann 
man  auch  mit  der  virtuellen  Arbeit  8A  äußerer  Kräfte  an  einem 
starren  Körper  vornehmen,  die  nach  (46")  definiert  ist  durch 

1 25)  SA  -     (X,  8  xh  +  Yh  Ö yh  +  Zk  S zh) ; 

wirken  die  Kräfte  nicht  in  endlicher  Stärke  auf  einzelne  Punkte, 
sondern  in  unendlich  geringer  auf  jedes  Volumenelenient  dk,  sind  sie, 
wie  wir  sagen,  körperliche  Kräfte,  so  kann  man  hierfür  schreiben 

125')  (TA  =  fdk{Xdr  +  f)  8y  +  3  **) . 

wo  nunmehr  X,  %  3  au*  (Ue  Volumeneinheit  bezogen  sind.  Es 

gilt  dann  für  sie,  wie  für  ihre  Resultierende  $  die  Dimensional- 
gleichung 

125")  [£]  =  ro/-2*-2. 

Die  Anwendung  der  Formeln  (118)  führt  unter  Rücksicht  auf 
die  Definitionen  (44')  sogleich  auf  die  Beziehung 
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sa  «  x0**0  +  r0a>0  +       +  L0ri+M0fm  +  126) 

wo  X0,  ro,  #0  die  Summen  aller  Komponenten  nach  den  festen  Axen 
A,  1\  Z  und  L0,  M01  N0  die  Summen  aller  Drehungsmomente  um 
dieselbeu  bezeichnen.    Ebenso  folgt  durch  Benutzung  von  (116"") 

<r  a  -  xöi  +  r«?n  +  if ja  +  z<r  i  +       +  iv<rn,  126') 

worin  Komponenten  und  Momente  sich  auf  die  zu  den  A*  #  parallelen 
Axen  £,  f),  3  durch  den  Punkt  *  =  r,  #  =  tj,  *  =*  J  beziehen. 
Dabei  ist  übrigens,  wie  leicht  zu  erkennen, 

^  =  ^0»  ^  =  ^0»  %  =  Z0, 

Endlich  gelangt  man,  wenn  man  in  (125)  das  Koordinatensystem  A,  B,  C 
einführt,  mit  Hilfe  von  (118')  auch  zu  dem  Werte 

#  A  =  A$a  +  B$b  +  <?<Tc  +  Pff\>  +  Qd'q  +  Ä^r,  126") 

worin  ^,  i?,  C  die  Komponenten,  P,  Ä  die  Momente  in  Bezug  auf 
jenes  Axensystem  bezeichnen. 

Da  die  beiden  Koordinatensysteme  X,  3  und  A,  B,  C  einen 
gemeinsamen  Anfangspunkt  haben,  gilt,  wie  leicht  erkennbar,  für  die 
Beziehungen  zwischen  den  auf  beide  bezogenen  Größen  das  Schema: 


A     B  C 


P    Q  B 


X    ccx    ut    ct3  L 

y  a  a  a  ^ 

^  /i  r2  r3  ^r 


«1      «2  *3 


Ä  A  A 
/i  r2  rs 

Haben  die  auf  alle  Punkte  des  starren  Körpers  wirkenden  Kräfte 
ein  nur  von  den  Koordinaten  abhängiges  Potential  g,  so  daß  die  auf 
die  Volumeneinheit  bezogenen  Kräfte  £,  %  8  gegeben  sind  durch 

8--^.  12') 

so  nimmt  auch  die  negative  virtuelle  Arbeit  die  Form  einer  Varia- 
tion an  von  der  Funktion 

0  =  /3</Ä,  127') 

welche  das  Gesamtpotential  der  auf  den  Körper  ausgeübten  Wirkung 
ist.  Da  aber  eine  Veränderung  der  Lage  des  starren  Körpers  nur 
durch  Parallelverschiebung  und  Drehung  zu  erzielen  ist,  so  ist  bei 
Beziehung  auf  das  System  X,  1)  Z 
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127") 


w,      .  8  0  v      ,  8  0  « 

ö  /  dm  ö»  / 

Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  oben  für  tiA  erhaltenen  (126), 
so  ergiebt  sich,  daß  für  einen  Körper,  der  körperlichen  Kräften  unter- 
liegt, welche  ein  Potential  haben,  die  Gesamtkomponenten  und  Mo- 
mente, welche  er  erfährt,  gegeben  sind  durch 

i       V    -    ,  ö  ^     V  8  0     y  8  0 

Gleicherweise  erhält  man  bei  Beziehung  auf  das  System  X,  3 
durch  Vergleichung  mit  (126') 


128') 


v         8  0  v         8  0  y        8  0 

A  ssr   ,  Z   =    —    .  £  =  .  , 

r         d  &  if         8  0  »r         ö  0 

iy  =  -T.  '  17  =  _  Ä^T>  ^  =  —  ... 


Tl  '        ~~  "  dm  '   "  "cf'u 
oder  bei  Anwendung  des  Systemes  A,  B,  C  nach  (126")  auch 


1 28') 


,          8  0  Jt         8  0  r         8  0 

A~  ~  da'  ~  öb'  ~  6c  ' 

p         8  0  n         8  0  ti         8  0 

r~  ~  8p'  öq'  ~~  Ar" 


§  14.   Bewegungsgleichungen  und  Gleichgewichtsbedingungen. 

Da  die  Lage  eines  starren  Körpers  nach  dem  im  Eingang  des 
vorigen  Paragraphen  Gesagten  durch  sechs  Unabhängige  gegeben  ist, 
so  genügen  auch  sechs  Gleichungen  zur  Bestimmung  seiner  Bewegung, 
wenn  dieselben  keine  weiteren  Unbekannten  enthalten.  Die  sechs 
Formeln  (43)  und  (45),  welche  die  Schwerpunkts-  und  Flächensätze 
für  ein  Punktsystem  aussprechen  und  daher  auch  für  einen  starreu 
Körper  gelten,  besitzen  diese  Eigenschaft,  falls  die  inneren  Kräfte 
des  Systemes,  über  alle  Maßen  summiert,  verschwindende  Kompouenten- 
summen  und  Drehungsmomente  ergeben.  Wir  dürfen  nach  den  auf 
S.  37  angestellten  Betrachtungen  annehmen,  daß  dies  in  Wirklich- 
keit stets  stattfindet;  denn  entweder  kann  man  die  Volumenelemente 
selbst  als  Massenpunkte  ansehen  und  daher  ihren  Wechselwirkungen 
die  Eigenschaften  beilegen,  welche  die  Vorbedingungen  für  ihr  Ver- 
schwinden aus  jenen  Gleichungen  bilden,  oder  man  kann  sie  wenig- 
stens als  Punktsysteme  betrachten,  deren  einzelne  Punkte  dann 
Wechselwirkungen  von  jenem  Charakter  liefern. 
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Indessen  kann  man  sich  auch  ohne  derartige  Überlegungen  die 
Notwendigkeit  der  Gültigkeit  jener  Gleichungen  klar  machen.  Ent- 
hielten sie  nämlich,  auf  einen  starren  Körper  angewandt  die  Kompo- 
mentensummen  und  Momente  der  inneren  Kräfte,  so  müßte  der  Körper, 
wenn  er  weder  Anfangsgeschwindigkeiten,  noch  äußeren  Kräften  aus- 
gesetzt ist,  von  selbst  eine  Bewegung  beginnen.  Dies  würde  aber, 
wie  sich  unten  noch  weiter  ausgeführt  findet,  mit  der  Gleichung  der 
Energie  in  Widerspruch  treten;  denn  in  einem  starren  Körper  ist 
die  nur  von  den  relativen  Verhältnissen  des  Systemes  abhängende 
innere  Kräftefunktion  konstant,  es  kann  sich  bei  einem  solchen  also 
die  lebendige  Kraft  nur  infolge  äußerer  Arbeit  vermehren. 

Die  Formeln  (43)  und  (45)  liefern  hiernach  unmittelbar  die 
Bewegungsgleichungen  für  einen  starren  Köq>er.  Führt  man  in  ihnen 
die  Beziehungen  (119')  ein,  so  nehmen  sie  die  Gestalt  an: 


m 


129) 


129') 


«^■(a'  +  te-«»'-«-?)««')-^; 

m,77        -  l'ä  "        +  «9  +  f *)  +  *<ll#  +  "m'  +  Cn')] 
+  /,  [V  =0  +  m'  Z0'  4-  n  H0']  =  L0 , 

m  /,  [(?'  C  -  4'  f )  -  m'  (|  r  +  99  +  £  j)  +  tj  (f  t'  +  q  m'  +  £  »')] 
+  /Jn.'H0  +  n'=;  +  ('Z;]  =  .V0, 

«  rfT  [tt  6  ~  ?'  0  "  «'  (S  S  +  V  9  +  Ci)  +  *({!'+  9  ««'  +  ;*n')] 

+  d7  ["'  z0  +  r  h;  +  m'  h;]  =  j\0  . 

In  diesen  Gleichungen  sind  alle,  die  Bewegungen  etwa  be- 
schrankenden Bedingungen,  wie  das  Festhalten  eines  einzelnen  Punktes 
oder  einer  Drehungsaxe,  durch  eingeführte  Reaktionskräfte  berück- 
sichtigt zu  denken. 

Diese  zunächst  sich  bietende  Gestalt  der  Bewegungsgleichungen 
hat  noch  den  Ü  beistand,  daß  ZQ,  Af0,  A0,  H0,  H0,  Z0,  E0\  H0\  Z0'  sich  auf 
die  absolut  festen  Axen  beziehen,  dagegen  l\  m\  n'  auf  zu  ihnen  pa- 
rallele durch  den  Punkt  x  =  x,  y  =  t>,  z  =  $.  Man  kann  aber  leicht 
die  nötige  Umgestaltung  erhalten,  wenn  man  benutzt  daß  nach  den 
oben  gegebenen  Definitionen 
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129") 


A0  —  X ,  10  —  Y,  ZQ  —  Z, 

z0  =  l  + 1)  z  —  j  r, . . . 

Hü  =  H  +  m(i)»  +  Ji  +  2  (9  //  +  j  {*))  , . .  . 

ist,  wobei  wie  oben  |  —  j  =  f , .  .  .  gesetzt  ist. 

Zieht  man  noch  den  Wert  (120")  der  lebendigen  Kraft  heran, 
der  in  denselben  Größen  ausgedrückt  ist,  so  erhält  man 


130) 


130') 


d  (8V'\      Y     d  /dV\      r     d  (dV\  y 
dtW)-*'  dt[Ttf)-}'  dt[TY)=Zf 

Jt  (4f)  +  *  tr    *'  +  *  *'>  "  ^ (m' *'  +  "  »'J  "  Z ' 

di  [wwl +  771  [m'  ^  *'  +  *    -  *'    *'  +  r     =  ^> 

rf7  ( ! +  m    ^  +  «'  *>  "  "  <r  +  m' *>]  =  ^ 


Diese  Formeln  vereinfachen  sich  noch  weiter,  wenn  man,  was 
stets  zulässig,  aber  nicht  immer  vorteilhaft  ist,  für  den  Anfangspunkt 
des  Koordinatensysteraes  Ay  B,  C  den  Schwerpunkt  des  Körpers 
wählt,  also  r  —  |,  X)  =  ij,  J  =  £  und  daher  |'  =  tf  =  ^  =  0  setzt, 
wobei  man  dann  wie  Seite  99,  auch  t,  m'}  n  mit  p.\  v  ver- 
tauschen kann.    Hierdurch  erhält  man  dann 


««n  -4(-2!?)-^^(2a-*^(^)-v' 


wobei  für  V  der  Ausdruck  (123")  zu  setzen  ist;  die  linken  Seiten 
der  drei  ersten  Gleichungen  werden  dabei  mit  m  (Pg/dt2,  m  d2  y/dt*, 
md*uldt2  identisch. 

Diese  Gleichungen  liefern  direkt  sechs  erste  Integrale  des  Be- 
wegungsproblemes,  wenn  die  X,  .  .  .  A"  konstant  oder  nur  von  der 
Zeit  abhängig  sind.  Sie  sind  u.  n.  brauchbar  für  die  Behandlung  der  Be- 
wegung eines  freien  Körpers  und  ergeben  hier  das  Resultat,  daß  die- 
jenigen Parameter  eines  Körpers,  welche  allein  in  die  Bewegungs- 
gleichungcn  eingehen,  seine  Masse  m  und  die  drei  Hauptträgheits- 
momente  um  den  Schwerpunkt  A,  B,  V  sind;  denn  die  Z,  H.Z,  Z\H\Z' 
lassen  sich,  wie  oben  gezeigt,  durch  jene  ausdrücken.  Yerscluedene 
Körper,  welchen  gleiche  Werte  m  und  A,  B,  T  entsprechen,  welche  in 
gleichen  Anfangslagen  gleiche  Anfangsgeschwindigkeiten  besitzen  und 


Digitized  by  Google 


105 


gleichen  äußeren  Gesamt -Komponenten  A',  J",  Z  und  -Drehungs- 
momenten Z,  M,  N  unterliegen,  bewegen  sich  identisch.  Hierbei  sind 
als  gleiche  Lagen  und  gleiche  Bewegungen  diejenigen  bezeichnet,  bei 
welchen  das  Koordinatensystem  A,  B,  C  sich  gleichmäßig  verhält  — 
Da  zwei  auf  denselben  starren  Körper  ausgeübte  Kraftsysteme 
in  Bezug  auf  jede  Art  von  Bewegung  äquivalent  sind,  wenn  sie  gleiche 
Komponentensummen  Xf  Y,  Z  und  gleiche  Gesamtmomente  L,  J/,  A 
liefern,  so  ist  auch  ein  behebiges  Kraftsystem  Kh  mit  einer  einzigen 
Kraft  A"  mit  den  Komponenten  A'1,  V,  Z\  die  in  einem  Punkt  x\  y,  z 
angreift,  dann  gleichwertig,  wenn 

X  =  X,  r  =  Y,  Z'  =Z,  131) 
yT-zT  =  Z,  z%  T  -  x  Z'  =  M,  x'  V  -  ij  T  =  N  131) 

ist  Hieraus  folgt,  daß  das  gegebene  Kraftsystem  durch  eine  Kraft 
nur  dann  ersetzbar  ist,  wenn  die  Bedingung 

LX+  MY+  XZ=0  131 ") 

erfüllt  ist;  findet  dies  statt,  so  bestimmt  (131)  Größe  und  Richtung 
von  IC  vollständig. 

Der  Angriffspunkt  x\  y\  z  wird  dagegen  durch  (131')  nicht  voll- 
ständig gegeben,  sondern  nur  eine  Gerade,  welche  Ar'  enthalten 
muß;  denn  es  gelten  die  Formeln 

*'Z+y\V+z\V=0,  131") 

x\Y  S  -  ZM)+y\ZL  -  XN)  +  z  (AM/  —  Y  l)  =  L*  +  M2  +  -V2. 

Dies  Resultat  sagt  aus,  daß  jede  auf  einen  Punkt  wirkende  Kraft 
innerhalb  des  starren  Körpers  beliebig  in  ihrer  Richtung  verschoben 
werden  kann,  ohne  ihre  Wirkung  zu  ändern. 

Die  Bedingung  (131")  ist  stets  erfüllt,  wenn  die  wirkenden 
Kräfte  Kh  sämtlich  parallel  sind;  in  diesem  Fall  ist  dann  auch  A' 
den  Kh  parallel. 

Sind  die  Kräfte  Kh  überdies  den  Massen  proportional,  die  auf 
die  Masseueinheit  bezogenen  Komponenten  also  konstant,  wie  dies  bei 
der  Schwerkraft  stattfindet,  so  geht  die  Richtung  der  Resultierenden  AM 
bei  jeder  Lage  des  Körpers  durch  seinen  Schwerpunkt. 

Denn  nehmen  wir  z.  B.  die  Z~Axu  den  Kh  parallel,  so  ist 

X=  1=0,  Z=2Kh: 
L  =  ZyhZh  =  V2Kh,  M--2*hZk--S2K„  JV-ü; 
also  wird  aus  (131"') 

*n-y'6  =  0,  *'$  +  yn  =  V  +  ii%, 

woraus  folgt  r  =  £,  /  = 
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Diese  Eigenschaft  ist  der  Grund,  aus  welchem  der  Massenmittel- 
punkt auch  Schwerpunkt  genannt  wird.  — 

Die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  (130)  und  (130')  lassen 
sich  leicht  auf  das  Koordinatensystem  A,  B,  C  transformieren,  wenn 
man  nur  bedenkt,  daß  sich  die  r',  ö',  j'  in  die  a,  6',  c',  und  die  l',  m',  n' 
in  die  p',  q',  r'  ebenso  wie  Kraftkompouenten  transformieren. 

Dabei  ist  es  vorteilhaft  zu  benutzen,  daß  sich  die  Ausdrücke 
(IY  +  ffi)'  +  £Y)  und  flY  +  m'tf  +  n'a'),  direkt  in  (aa  +  ßb*  +  y  O 
und  (p'o'H-  q'b'  +  r'c')  überführen  lassen. 

Bedenkt  man  noch,  daß  nach  dem  Wert  (124')  von  ^ 

W  c'  -  *  /  *'=»»[« (P'«'  +  O'  +  r'C)  -  p'  (« o'  +  /?b'  +  yc')] 

ist,  und  daß  noch  zwei  ähnliche  Formeln  gelten,  so  gelangt  man 
bei  Berücksichtigung  der  Definitionen  von  p',  q',  r'  leicht  zu  folgendem 
System 72): 


132) 


132'; 


dt  U')  +  r 
/av\  ,  t. 

Up\)  +q 

U'  )  +  1 


d 

d 

dt 


,6*1' 

dY 

,dW 
da' 

db' 

,dV 
dx' 

,dW 
dp' 

,d  V 

daT 


~  P 


db' 
de' 


r  *Y 

+  b  ö7 

c  öb'  ~ 

,  ,dW 
+  C  äa' 

0   -  ,  = 

OC 

11  w 

,  ,c>V 
+  fl  db' 

~b  da  = 

Diese  Gleichungen  stellen  die  Schwerpunkts-  und  Fliichensätze 
in  Bezug  auf  das  bewegliche  Koordinatensystem  A,  B,  C  dar.  Man 
kann  sie  direkt  aus  der  HAMiLTON'schen  Gleichung  ableiten,  die, 
weil  für  einen  starren  Körper  das  innere  Potential  konstant  ist,  nach 
(103")  die  Form 

'. 

132")  f(SW+S'A)dt=0 

besitzt;  man  hat  hierzu  für  8'A  den  durch  die  Variationen  rV'a,  <Tb,  <Tc, 
«5>,  (V'q,  ö'x  gegebenen  Wert  (126")  zu  benutzen  und  nach  (124') 


*V  =  °t£  Sa'  +  ^  «'  +  "~  Sc'  +  +       *<l'  + 


da' 


db 


de' 


dp' 
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zu  setzen,  worin  nun  die  Variationen  da,  ...  Sx  durch  Ö,a,...d'x  und 
ihre  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  auszudrücken  sind.  Es  ist 
dahei  keineswegs  da'  =  dÖajdt  u.  s.  f.,  weil  die  Richtungen,  auf  welche 
sich  diese  Größen  beziehen,  mit  der  Zeit  wechseln;  der  Zusammen- 
hang ist  vielmehr  nur  zu  gewinnen,  indem  man  a, ...  r'  durch  auf 
das  feste  System  bezügliche  Größen  ausdrückt,  diese  Werte  variiert 
und  in  die  Resultate  dann  da,  ...  dx  einführt  — 

Von  den  vorstehenden  allgemeinen  Gleichungen  machen  wir 
nun  Anwendungen  auf  speziellere  Fälle.  Ist  der  starre  Körper  um 
einen  festen  Punkt  drehbar,  so  legt  man  in  diesen  passend  den 
Anfangspunkt  sowohl  des  festen  Systemes  „Y,  Y,  Z,  als  des  beweglichen 
X,  %  3  resp.  A,  B,  C,  setzt  also  in  (130)  und  (130'),  —  was  V  betrifft, 
selbstverständlich  erst  nach  ausgeführter  Differentiation  —  ,r'  =  t)'  =  $'  =  0. 
Wird  von  einer  Reibung  an  der  Befestigungsstolle  abgesehen,  so 
bewirkt  die  Befestigung  nur  Reaktionskomponenten  und  keine  Mo- 
mente; von  den  Gleichungen 

M%-)-*>  M%)-">  >*> 

sind  also  die  letzten  drei  von  Reaktionen  frei  und  als  die  eigent- 
lichen Bewegungsgleichungen  zu  bezeichnen.  In  ihnen  kann  man 
für  W  nach  (120")  spezieller  setzen 

2  V=  =  l'2  +  Hm'*+  Zn'2  +  2  znt'n  +  2H'nT  +  2ZTm\  133") 

Die  Gleichungen  (133')  sind  mit  dem  System  (130")  formal 
identisch;  die  Rotation  eines  frei  beweglichen  Körpers  um  seinen 
Schwerpunkt  findet  also  ebenso  statt,  als  wenn  der  Körper  in  dem- 
selben unterstützt  und  den  gleichen  Kräften  und  Anfangsgeschwindig- 
keiten''ausgesetzt  wäre.73) 

Die  Formeln  (132'),  nehmen  in  unserem  Falle  wegen  a  —  b'=  c'=  0 
die  Gestalt  an 

dt  \  dp'  )  +  q    dt'"      r   da'   ~  r> 
d  ldW\       ,dV*       ,dV  n 

dT\  d,\  j  +  r  oY  -  p  dV  = 

1i\dt'  >  +  P  -da'   "°   dp'  =  /<- 
worin  für  V  die  aus  (124')  folgende  spezielle  Form 

2^=  Ap'2  +  Bq'2  +  rr'2+  2A*q'r  +  2BYp'  +  2r,p'q'  133"") 

gesetzt  werden  kann. 


133") 
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Legt  man  die  Axen  A,  B,  C  in  die  Hauptträgheitsaxen  durch 
den  festen  Punkt,  so  sind  die  Deviationsniomente  A=B'=r=0 
und  das  vorstehende  System  reduziert  sich  auf74) 


134) 


A^'  +  (r-B)qY  =  P, 

B*£  +  (A-r)ry  =  «, 

r^  +  (B-A)p'q'  =  i?. 


dt 

Von  l>e8onderem  Interesse  ist  der,  allerdings  nur  unter  der  Vor- 
aussetzung, daß  zwei  Ton  den  A,  B,  V  einander  gleich  sind,  durch- 
führbare Fall,  daß  als  einzige  äußere  Kraft  die  Schwere  wirkt.78) 
Dann  ist,  falls  man  die  Z~Axe  vertikal  nach  unten  legt,  das  Ge- 
wicht des  Körpers  mit  G  bezeichnet  und  wieder  unter  ce,  ß,  y  die 
Koordinaten  des  Schwerpunktes  in  Bezug  auf  das  System  A,  JB,  C 
der  Hauptträgheitsaxen  versteht, 

134')  P=G{ßy3-rri)  Q=  Giyy.-ay^  R=  G{ay2-ßy,\ 

Liegt  spezieller  der  Schwerpunkt  auf  der  C-Koordinatenaxe  im  Ab- 
stand ä  vom  Drehpunkt,  so  ist  a  =  ß  =  0,  y  =  also 

134")  P=-Gsy3,  Q=Gsyiy  X  =  0. 

Die  allgemeine  HAMiLTONSche  Gleichung  (132")  nimmt  liier  die 
Gestalt  an 

134")  f{8V+Gsdrs)  =  0, 

t* 

worin  für  *P  der  Wert  (133"")  zu  setzen  ist.  — 

Ist  der  Körper  um  eine  feste  Axe  drehbar,  so  wählen  wir 
diese  zur  Z~  und  C'-Axe  und  haben  demgemäß  in  den  Gleichungen 
(130)  und  (130')  sowohl  r',  t)',  i  als  m'  und  V  gleich  Null  zu  setzen; 
hieraus  folgt,  daß  man  in  dem  ersten  Tripel  von  dem  Wert  (120") 
für  2  V  nur  das  Glied  2n'(fV  -  VA  in  dem  letzten  nur 

Zn'*+  2m'n'='+  21'n'H' 

zu  berücksichtigen  braucht. 
Man  erhält  demgemäß 

-  m    dt     =  A>     +  111    dt     =  j'    ü  =  /' 

135)  ) 

Hierin  enthalten  X,  J',       7>,      Reaktionen,  welche  die  feste  Axe 
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auf  den  Körper  ausübt,  N  dagegen,  wenn  von  Axenreibung  ab- 
gesehen wird,  nicht;  für  die  Bewegung  ist  somit  nur  die  letzte 
Gleichung  maßgebend,  welche,  da  das  Trägheitsmoment  um  die 
Z-Axe  bei  der  Rotation  um  diese  nicht  variiert,  durch  Einführung  des 
von  einer  beliebigen  Anfangslage  aus  gerechneten  Drehungswinkels  x 
die  Form  gewinnt 

Z      =  N.  135') 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  Fall,  daß  das  Drehungs- 
moment N  dem  Drehungswinkel  x  proportional  ist,  wo  dann  die 
letzte  Formel  auf  die  Gestalt 

Z  2  =  -  Dz  135'  ) 

gebracht  werden  kann.  Ist  D  positiv,  so  tritt  eine  Oscillation 
mit  der  Periode 

y=2,T|/|-  135") 

ein,  deren  Beobachtung  bei  bekanntem  1)  zur  experimentellen  Be- 
stimmung von  Z,  bei  bekanntem  Z  zur  Bestimmung  von  D  dienen 
kann. 

Bei  negativem  B  tritt  eine  Rotation  mit  immer  beschleunigter, 
bei  verschwindendem  eine  solche  mit  konstanter  Geschwindigkeit  ein. 

Liegt  die  Drehungsaxe  horizontal,  und  ist  JVdas  von  der  Schwere 
auf  den  starren  Körper  ausgeübte  Moment,  also  gleich  —  G  s  sin 
worin  G  und  s  die  frühere  Bedeutung  haben  und  x  den  Winkel 
zwischen  s  und  dem  nach  unten  gerichteten  Lot  bezeichnet,  so  liefert 
die  Formel  (135')  die  Theorie  des  zusammengesetzten  Pendels,  dessen 
Schwingungsdauer  sich  äußerst  scharf  bestimmen  und  zur  Berechnung 
der  Schwerekonstanten  g  benutzen  läßt.76)  — 

Die  ersten  fünf  Gleichungen  (135)  geben  interessante  Aufschlüsse 
auch  über  die  Bewegung  freier,  sowie  nur  in  einem  Punkte  unter- 
stützter Körper,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  in  den  Fällen,  wo 
die  Reaktionen  verschwinden,  der  Körper  die  vorgeschriebene  Be- 
wegung auch  ohne  die  betreffende  Unterstützung  ausfuhrt-. 

Ist  die  (7-Axe  eine  Hauptträgheitsaxe  des  Körpers,  so  ist  wegen 
y3  =  1  und  yx  =  yt  —  a3  =  ß3  =  0  nach  (121"')  £'  und  H'  gleich 
Null,  also  nach  der  vierten  und  fünften  Gleichung  (135)  auch  L  und 
M.  Wirken  keine  äußeren  Kräfte,  so  sind  L  und  M  mit  den  Re- 
aktionsmomenten der  Befestigung  identisch,  diese  versehwinden  daher 
unter  der  gemachten  Annahme  gleichfalls.    Es  genügt  in  diesem 
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Falle  also,  den  Körper  in  dem  beliebigen,  zum  Koordinatenanfang 
gewählten  Punkte  der  6-Axe  zu  unterstützen,  um  die  Rotation  um 
dieselbe  mit  konstanter  Geschwindigkeit  dauernd  zu  erhalten.  Wegeu 
dieser  Eigenschaft  heißen  die  Hauptträgheitsaxen  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  des  starren  Körpers  die  ihm  entsprechenden  perma- 
nenten Drehungsaxen. 

Geht  die  C-Axe  überdies  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers, 
so  ist  £  und  /;  dauernd  Null  und  gleiches  gilt  nach  den  beiden  ersten 
Gleichungen  (135)  Ton  A'  und  1\  also,  wenn  äußere  Kräfte  nicht 
wirken,  auch  von  allen  Reaktionskomponenten.  Hier  ist  also  gar  keine 
Unterstützung  nötig,  um  die  Rotation  um  die  C-Axe  gleichförmig  zu 
erhalten.  Die  Hauptträgheitsaxen  durch  den  Schwerpunkt  heißen 
deshalb  die  natürlichen  Drehungsaxen  eines  freien  starren 
Körpers.  — 

Wir  wollen  schließlich  aus  den  allgemeinen  Formeln  (130),  in 
denen,  wie  oben  gesagt,  alle,  die  Bewegungsfreiheit  einschränkenden 
Umstände  durch  Reaktionskräfte  ausgedrückt  zu  denken  sind,  die 
Bedingung  dafür  ableiten,  daß  ein  starrer  Körper  als  ein  materieller 
Punkt  zu  betrachten  ist,  oder  anders  ausgedrückt,  dafür,  daß  seine 
Schwerpunktsbewegung  von  seiner  Gestalt,  Massenverteilung  und 
Orientierung  unabhängig  ist.  Die  Gleichungen  (130)  beantworten  die 
Frage  dahin,  daß  hierzu  die  Komponentensummen  A,  i',  welche 
sowohl  über  die  direkt  gegebenen  als  über  die  Reaktionskräfte  zu 
erstrecken  sind,  ausschließlich  von  dem  Verhalten  des  Schwer- 
punktes des  Körpers  abhängig  sein  müssen. 

Die  ersteren  Kräfte  liefern  im  allgemeinen  dann  von  anderen 
Umständen  abhängige  Gesamtkomponeuten,  wenn  sie  nach  Größe 
und  Richtung  Funktionen  des  Ortes  und  der  Geschwindigkeit  ihres 
Angrinspunktes  sind.  Stetige  Veränderlichkeit  vorausgesetzt,  läßt  sich 
liier  aber  immer  durch  Verkleinerung  der  Dimensionen  des  Körpers  ein 
Zustand  erreichen,  wo  diese  Abhängigkeit  innerhalb  einer  festgesetzten 
Grenze  bleibt,  d.  h.  analytisch  ausgedrückt,  wo  bei  Entwicklung 
der  Koraponentensummeu  nach  den  Koordinaten  relativ  zum  Schwer- 
punkt des  Körpers  die  folgenden  Glieder  neben  dem  ersten,  innerhalb 
des  Körpers  konstanten  vernachlässigt  werden  können.  Es  werden 
dann  die  Komponentensummen  nur  Funktionen  von  dem  Verhalten 
des  Schwerpunktes,  und  damit  wird  der  Körper  zum  materiellen  Punkt. 

Ein  Beispiel  für  das  entgegengesetzte  Verhalten  liefern  solche 
Reaktionskräfte,  deren  Komponenten  sich  nicht  mit  alleiniger  Hilfe 
der  Bedingungsgleichung,  auf  Grund  welcher  sie  eingeführt  sind, 
bestimmen  lassen,  sondern  auch  in  den  Flächensätzen  (130')  auf- 
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treten,  also  von  der  Rotation  des  Körpers  abhängen.  Dies  findet 
z.  B.  bei  dem  Rollen  eines  Körpers  auf  einer  mit  gleitender  Rei- 
bung behafteten  Unterlage  statt.  Hier  wird  also  auch  bei  Dimensionen, 
die  gegen  alle  sonst  in  Betracht  kommenden  unendlich  klein  sind, 
der  Körper  niemals  als  ein  materieller  Punkt  zu  betrachten  sein.  — 
Setzt  man  in  dem  System  der  Beweguugsgleichungen  (130)  und 
(\S0t)  die  sämtlichen  Geschwindigkeiten  gleich  Null,  so  werden  die 
linken  Seiten  aller  Gleichungen  homogen  linear  in  den  sechs  Be- 
schleunigungen di  jdt,  d\j  jdt,  d^  jdt,  d['  jdt,  dm' /dt,  dn  jdt. 
Hieraus  folgt,  daß  diese  Beschleunigungen  gleichzeitig  nur  dann  ver- 
schwinden können,  wenn  die  auf  den  rechten  Seiten  jener  Gleichungen 
stehenden  Komponenten-  und  Momentensummen  verschwinden.  Da 
nun  die  Komponenten-  und  Momentensummen  in  Bezug  auf  beliebige 
rechtwinkelige  Axen  nach  dem  oben  entwickelten  homogene  lineare 
Funktionen  von  den  dort  auftretenden  sind,  so  ergiebt  sich  als  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  des  Gleichgewichtes,  daß  in 
Bezug  auf  ein  beliebiges  Axensystem 77) 

A  =  }'=Z=L  =  M=  X=  0  136) 

sein  muß.  Dabei  sind,  wie  oben,  Bedingungen,  welche  die  Beweglich- 
keit des  Körpers  vermindern,  durch  geeignete  Reaktionskräfte  aus- 
gedrückt zu  denken.  Die  Formeln  (136)  bilden  die  Grundlage  der 
gesamten  Statik  starrer  Körper. 

Wir  knüpfen  hieran  eine  Bemerkung  über  die  inneren  Kräfte 
eines  starren  Körpers. 

Wären  die  Momenten-  und  Komponentensummen  der  inneren 
Kräfte  nicht  gleich  Null,  so  würden  im  Zustand  der  Ruhe  und  bei 
verschwindenden  äußeren  Kräften  die  Beschleunigungen  dg  jdt, 
dxj  jdt,  dt  jdt,  dV  jdt,  dm'  jdt,  du' jdt  nicht  gleich  Null  sein, 
es  würde  also  auch  nach  (120")  die  lebeudige  Kraft  zunehmen.  Hierin 
würde,  wie  schon  auf  S.  103  hervorgehoben  ist,  ein  Widerspruch  mit 
der  Energiegleichung  liegen.  — 

Nach  den  Entwicklungen  auf  S.  79  und  80  kann  man  die 
sämtlichen  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  durch  die  einzige  Formel 

^=0  137) 

umfassen,  wo  SA  die  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  bei  einer  virtuellen 
Verrückung  bezeichnet  Führt  man  die  Bedingungen,  denen  die  Be- 
weglichkeit des  starren  Körpers  unterliegt,  nach  der  Methode  von 
Lagrange  ein,  so  kann  man  jedes  System  von  Verschiebungen  #r, 
<?t),  und  von  Drehungen  8\,  <Vm,  8\\  als  virtuell  betrachten  und 
gelangt  hierdurch  zu  Bedingungen,  welche  mit  (136)  äquivalent  sind. 
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Haben  die  äußeren  Kräfte  ein  Potential  0,  so  ergiebt  die 
Formel  (137) 

137')  =  0, 

und  da,  wenn  kein  Gleichgewicht  vorhanden  ist,  beim  Beginn  der 
Bewegung  aus  der  Ruhe  nach  (98') 

137")  d(D<0 

ist,  so  ist  nach  den  Betrachtungen  auf  S.  28  die  Bedingung  (137) 
äquivalent  damit,  daß  im  Fall  stabilen  Gleichgewichtes  0  ein  Mini- 
mum, in  demjenigen  labilen  Gleichgewichtes  </>  ein  Maximum  ist  — 

Die  Beobachtung  der  Gleichgewichtslage  eines  um  eine  feste 
Axe,  sagen  wir  die  6-  resp.  #-Axe,  drehbaren  Körpers  wird  in  der 
Praxis  bei  der  sogenannten  Drehwage  zur  Messung  von  Drehuugs- 
momenten  benutzt 

Sei  N(x)  ein  in  seiner  Abhängigkeit  vom  Drehungswinkel  *  be- 
kanntes Moment,  so  nimmt  der  Körper  bei  dessen  alleiniger  Ein- 
wirkung eine  Ruhelage  ein,  gegeben  durch 

Wird  jetzt  außer  N  noch  ein  zweites  Moment  N*  ausgeübt,  und  ruht 
der  Körper  nun  in  einer  durch      gegebenen  Lage,  so  muß 

sein,  und  diese  Beziehung  drückt  A'  durch  bekannte  Größen  aus. 

Das  bekannte  Drehungsmoment  A  wird  in  der  Praxis  entweder 
durch  Aufhängung  des  Körpers  an  einem  Draht  oder  an  zwei  sehr 
dünnen  nahezu  widerstandslosen  Fäden  hervorgebracht 

Rührt  das  zu  messende  Moment  A7t  von  einer  einzigen  Kraft 
A"  her,  deren  Angriffspunkt  im  Abstand  h  von  der  Drehungsaxe 
liegt,  und  steht  A''  normal  zur  Axe  und  zu  A,  so  ist  A'  =  h  K\  wo 
h  der  Hebelarm  der  Kraft  heißt.  In  diesem  Falle  liefert  die  Be- 
stimmung von  A"  zugleich  die  von  Ä'\ 

Bei  der  gewöhnlichen  Wage  geschieht  die  Messung  von  Kräften 
dadurch,  daß  man  neben  einem  unbekannten  Moment  A*(/)  zwei  zu 
vergleichende  Xx  und  A3  anbringt;  diese  sind  entgegengesetzt  gleich, 
wenn  die  Ruhelage  des  starren  Körpers  dieselbe  ist,  wie  bei  alleiniger 
Einwirkung  von  Die  Momente  Aj  und  A"2  werden  durch  die 

Gewichte  Gx  und  G2  von  Massen  mx  und  m2  geliefert  die  an  glei- 
chen Hebelarmen  angreifen;  Gleichheit  von  A~  und  A?2  bedingt  also 
die  von  G\  und  C2,  oder  wegen  Gh  =  mhg  auch  die  von  mx  und  m2. 
Hierauf  beruht  die  Bestimmung  von  Massen  mittels  der  Wage. 
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§  15.    Konservative  Wechselwirkungen  zwischen  starren 

Körpern. 

Nach  der  Definition  (126')  ist  die  virtuelle  Arbeit  der  Wechsel 
Wirkung  zweier  Körper  mh  und 


worin  die  Xhk .  . .,  Xkh ...  die  Komponenten,  die  Lhk  . . .,  Z**  . . . 
die  Momente  der  Wechselwirkungen,  <?£ft ...  die  Verschiebungen 

der  Schwerpunkte  parallel  den  festen  Axen  Ar,  Y,  Z,  und  d'A*..., 
&Xk...  die  Drehungen  um  Parallele  zu  diesen  Axen  durch  die  be- 
züglichen Schweqmnkte  bezeichnen. 

Wir  wollen  untersuchen,  welche  Bedingungen  die  Kräfte  und 
Momente  erfüllen  müssen,  damit  if^i^.  =  —  d.  h.  die  voll- 

standige  Variation  einer  nur  von  der  relativen  Lage  abhängigen 
Funktion  <I>hk  =  <l>kk  ist 78) 

Das  Problem  hat  eine  ganz  spezielle  physikalische  Bedeutung, 
weil  die  Wechselwirkungen  zwischen  den  Molekülen  fester  Körper 
aller  Wahrscheinlichkeit  nach  zu  der  allgemeineren  Art  gehören,  auf 
die  uns  die  Betrachtung  der  starren  Körper  geführt  hat,  so  daß  näm- 
lich das  eine  Molekül  auf  das  andere  nicht  nur  Komponenten,  son- 
dern auch  Drehungsmomente  ausübt  Daß  dabei  trotz  aller  Ver- 
änderungen, welche  durch  die  relative  Bewegung  der  Atome  eines 
Moleküls  bewirkt  werden,  gewisse  Richtungen  dauernd  ausgezeichnete 
bleiben,  zeigt  das  Verhalten  der  Krystalle. 

Die  relative  Lage  der  beiden  Körper  mh  und  mk  ist  durch  sechs 
Variable  vollständig  bestimmt,  z.  B.  durch  den  Abstand  Ehk  ihrer 
Schwerpunkte  und  die  fünf  Winkel,  welche  die  Orientierung  zweier 
in  den  Körpern  festen  Axensysteme  Ah1  Bh,  Ch  und  Ak,  Ck  gegen- 
einander und  gegen  die  Richtung  von  E  festlegen.  Es  handelt  sich 
darum,  <F-^AJt  auf  eine  solche  Form  zu  bringen,  daß  darin,  statt  der  in 
(138)  enthaltenen  zwölf,  nur  sechs  voneinander  unabhängige  Varia- 
tionen auftreten.  Dazu  benutzen  wir,  daß  ff4hk  bei  Variationen, 
welche  die  relative  Lage  der  beiden  Körper  mh  und  mk  nicht  ändern, 
verschwinden  muß,  und  demgemäß  <l>hk  sich  dabei  nicht  ändern  darf. 

Eine  gemeinsame  Verschiebung  da  von  mh  und  mk  ist  durch 


+ xkk  dik  +  rkks$ik+zkhtCk+ A  *    + Mkh    + irkk  <s*n, 


irxh  =  /nk  =  ,y>„  =  dyk  =  <$vA  =  r*k  =  o 


Voigt,  Theoretische  Pbjkik. 
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gegeben;  soll  für  beliebige  Richtung  und  Größe  von  da  stets  $u4hk  —  0 
sein,  so  muß  gelten 

Xhk  +  %kh  =  Ihk  +  J*/»  =  %hk  +  %kh  =  0  . 

Eine  gemeinsame  Drehung  öx  um  eine  beliebige  Axe  durch 
den  willkürlichen  Anfangspunkt  des  Systemes  X,  Yy  Z  ist  ebenso  ge- 
geben durch 

I*  =  &  <)>  —  17*  <?V ,         =  |*  <*V  —  5k     ,       &  =  %  <H  —  |k  <$> , 

Sollen  diese  Werte  ebenfalls  f?^/hk  zu  Null  machen,  so  muß 
gelten: 

j   X*t  +  I'kh  4-  ZhkVhk  —  hk£hk  =  0, 
138")  üf^  +  ^  +  X^^-^.&^O, 

V    ^/»k  +  +  ^hkSkk—  -^hkVhk  =  0, 

worin  die  relativen  Koordinaten 

|ä  —  h  ==  fv»*>     '/A  —  Vk~  Vhky     £h  —  £k  = 

gesetzt  sind. 

Aus  den  Formeln  (138")  folgt  unter  anderem,  daß,  wenn  die 
Resultante  der  Wechselwirkung  zwischen  mh  und  mk  mit  der  Ver- 
bindungslinie fihk  ihrer  Schwerpunkte  parallel  ist,  die  Drehungsmomente, 
welche  mk  und  mk  um  parallele  Axen  erfahren,  entgegengesetzt  gleich 
sind,  und  dasselbe  gilt  umgekehrt 

Sind  speziell  die  Körper  mh  und  mk  identisch  und  symmetrisch 
gegen  eine  Ebene  gelegen,  so  muß  nach  Symmetrie  das  Moment  um 
die  Normale  zu  dieser  Ebene  verschwinden,  dagegen  das  Moment  um 
jede  Axe,  die  jener  Ebene  parallel  ist,  für  mh  und  mk  gleich  groß 
und  entgegengesetzt  gerichtet  sein;  hieraus  folgt  nach  (138"),  daß 
die  Resultante  der  Wechselwirkung  der  Verbindungslinie  der  beiden 
Schwerpunkte  parallel  sein  muß. 

Sind  dagegen  die  Körper  identisch  und  mit  allen  entsprechenden 
Axen  einander  parallel,  so  müssen  nach  Symmetrie  die  Momente  um 
parallele  Axen  für  mh  und  mk  gleiche  Größe  und  gleiches  Vor- 
zeichen besitzen. 

Die  Benutzung  von  (138")  ergiebt 

9Jkk  =  Xhk  (d£hk  +  \  linken  +       -  i &k  (<5>a  +  <*>*)) 

+  rhl  (ovsk  +  K**(<™*  +  dTA»)  -  \ihk  (<Tn  +  avt)) 

138"')  +  Zhk  (S^k  +  +  a>»)  -  l  nkk  (Mh  +  M*)) 

+ 1(4*  -  -  *ü  +  i W  *  -  VkkWfk  -  <*>*) 
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Diese  Formel  läßt  byAkk  in  der  That  nur  von  sechs  Aggregaten 
der  zwölf  Variationen  abhängig  erscheinen,  die  man  durch  Ver- 
gleichung  mit  den  Formeln  (116"  ")  geometrisch  deuten  kann. 

Existiert  ein  Potential  0Äk  der  Wechselwirkung  zwischen  mh  und 
mk,  so  kann  man  nach  (138"')  wegen  <F^fcJk  =  —  d  <l>hk  die  Kompo- 
nenten und  Momente  auf  folgende  Weise  bestimmen. 

Man  unterwirft  beide  Körper  beliebigen  Verschiebungen  und 
Drehungen,  die  nur  der  Bedingung  genügen,  daß 

nh  +  <57k  «  d>A  +  <5>k  =  <SVA  +  ffvk  =  0 

ist;  dann  bestehen  die  Beziehungen 


Y  d<*>k*       Y  d*hk       7  *<*>kk 

ö*/.k  ö*ä* 

f         T              d0h*         MM  d0h" 
J^k  -  Lkh  =  -  "öl^'         ^  -  yhh  =  g-^-, 

d  0, 


138"") 


Aus  diesen  Werten  folgen  mit  Hilfe  von  (138")  und  (138")  alle  ge- 
suchten Größen;  es  folgen  aus  ihnen  auch  durch  Elimination  von 
fJ>Ak  die  Bedingungen,  denen  die  Komponenten  und  Momente  zu  ge- 
nügen haben,  damit  ein  Potential  der  Wechselwirkung  existiert  — 

Eine  durch  Symmetrie  ausgezeichnete  Darstellung  für  die  Arbeit 
der  Wechselwirkung  zwischen  zwei  Körpern  erhält  man  durch  die 
Überlegung,  daß,  wenn  man  durch  den  Anfangspunkt  des  absolut 
festen  Koordinatensystemes  zwei  Axensysteme  A'h,  Bh,  Ch  resp.  Äk, 
B*  Ck  legt,  welche  bei  allen  Bewegungen  der  Körper  mh  und  mk 
je  den  drei  in  diesen  festgelegten  Axensystemen  Ah,  Bh,  Ch  resp. 
Ak,  Bk,  Cjt,  z.  B.  den  Hauptträgheitsaxen  durch  die  bezüglichen 
Schwerpunkte,  parallel  bleiben,  dann  die  relative  Lage  der  beiden 
Schwerpunkte  durch  die  zwei  Systeme  relativer  Koordinaten  ahk,bhk,chk 
und  akh1  bkh1  ckh,  von  denen  das  erste  sich  auf  die  Axen  A'h,  Bh,  C'h1 
das  letzte  auf  die  Axen  ÄkJ  B'^  C'k  bezieht,  vollständig  bestimmt  ist 

Es  muß  demgemäß  möglich  sein,  ffJhk  auf  die  Form  zu  bringen 


& j^hk  =  Ah\8ahk  -f  Bh\Sbhk  +  Ch\dchk 


j  139) 


4-  Ak\Sakh  4-  BkhSbkh  +  Clh(fckh, 

wo  die  d  die  durch  Verschiebung  und  Drehung  bewirkten  Änderungen 
der  relativen  Koordinaten  und  die  Akk1  .  . ,  zu  bestimmende  Funk- 
tionen sind. 

Um  letztere  zu  finden,  geht  man  am  besten  von  der  gesuchten 

8* 
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Form  (139)  aus  und  bringt  sie  durch  Koordinatentransformation  auf 
die  primäre  Gestalt  (138). 

Bezeichnet  man  die  Änderung  von  akk, .  . .  durch  bloße  Ver- 
schiebung mit  <FaAi,  und  die  Drehungswinkel  des  Körpers  mk  um  die 
Axen  Jh,  Bh,  Ch  mit  <F/?A',  d~qh,  &rh,  so  wird 

{dahk  =  <T ahk  +  bhk  <Trfc  —  chk  !TqK , 
&chk  =  & chk  +  aAJt  <FyA  —  bhk  «F/^ , 

und  ganz  analoge  Formeln  folgen  ftir  Sakh, .  . .  durch  Vertauschung 
von  h  mit  k  und  umgekehrt 

<^a*>  ftbku,  &CKk  sind  dabei  ersichtlich  die  Komponenten  der- 
selben relativen  Verschiebung  von  mh  gegen  mk  nach  den  Axen  J'h1 
B'h1  Chj  deren  Komponenten  nach  Xy  Y,  Z  mit  3ghk,  Srjkkj  S^k  be- 
zeichnet sind.  Faßt  mau  also  Akkf  Bkk1  Ckk  als  Komponenten  eines 
Vektors  Kh  nach  Äh,  B'k1  Ck  auf  und  bezeichnet  dessen  Komponenten 
nach  X,  Y,  Z  mit  Xw  JÄ,  ZA,  so  ist  ersichthch 
139")   AU  XaKk  +       nhk  +  6£k  <TcAk  =  XA  <?|Ak  +  +  JZ,  *  rA  t. 

Fenier  stehen  die  Komponenten  $ph1  d*gk,  d\  der  Drehung 
des  Korpers  mh  um  die  Axen  Ah,  Bk,  C\  in  analoger  Beziehung  zu 
den  Drehungen  <57A,  <>>A,  Xvh  um  Parallele  zu  X,  Y,  Z,  und  dem- 
gemäß erhält  man  leicht 

{Kk  C'Hk  —  Chk  Bhk)  &Ph  +  {^k  Ah\  -  ahk  Ch\)  d'qk 
139"')]  +fatBk\-bkt4lt)frh 

=(i?A*zA  -&krA>nA+&kxA  -|Äk£A)     +(|A*  rA  -  %Jk.t;>rn. 

Dabei  besteht  ebenso,  wie  zwischen  den  resp.  Verschiebung»-  und 
Drehungskoraponenten,  auch  zwischen  den  Komponenten  Ahh,  £h 
Chk  und  Xh,  J'A,  Zh  ein  System  linearer  Gleichungen  mit  den  Kon- 
stanten 


'  4k* 

I  " 

Bkk 

< 

< 

Ä» 

4 

r," 

139"") 


worin  die  «*,  die  Richtungscosinus  des  Systems  Ah%  BK,  Ch 

gegen  das  System  X,  ir,  Z  bezeichnen. 

Stellt  man  die  entsprechenden  Formeln  nun  auch  für  die  Glieder 
mit  den  Indices  kh  auf,  so  erhält  man  schließlich,  da  |At  =  £&    £ 

£*ä  =  &  —  18t 
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sä»  =(xh  -  xk)  d£h  +  (n  -  Yk)  s  nn  +   -  ^) 

+ {xk  -  xk)  s£k  +  (  j;  -  rj  *  Vk  +    -    <y  £k 

-  £kh  J*)^**  +(&*  Xk -Skh  %k)P  fik  +{£kh  Yk  -flkh  Xk)ffvk. 
Die  Vergleichung  mit  (138)  ergiebt 


140) 


Ahk  =  Xh  —  Xk , .  . . ;  Xkh     Xk  —  Xh,  .  . 

L*k  =  ihkZh  —  Chk  Yh,  •  •  • ;      =     Zu  —  £*»  Yk  i  •  •  • ; 


)  KV) 


dies  Wertsystem  erfüllt  die  Bedingungen  (138')  und  (138  ")  identisch, 
rechtfertigt  somit  auch  indirekt  den  gemachten  Ansatz  (139). 

Die  vorstehenden  Formeln  gestatten,  wenn  <F Ahk  in  der  voraus- 
gesetzten Gestalt  erhalten  ist  —  etwa  durch  ein  Potential  0AJfc,  welches 
in  den  ahV  bhk,  ckk  und  a^,  bkh>  ckh  ausgedrückt  ist  —  aus  den^*>  «  •  • 
und  Ak\,  .  .  .  die  Komponenten  und  Momente  der  Wechselwirkungen 
zu  berechnen  und  ebenso  das  umgekehrte  Problem,  wenngleich  minder 
einfach,  zu  behandeln.  In  dem  Falle,  daß  die  Körper  identisch  und 
parallel  gelegen  sind,  also  Lhk  =  Lkhf  Mhk  =  Mkh,  Nhk  =  Nkh  ist, 
wird  Xh  =  —  A'k,  Yh  =  —  Yk,  Zh  =  —  Zk  und  Akkf .  .  .  wie  Alhf  .  .  . 
nehmen  direkt  die  Bedeutung  der  Hälfte  der  Komponenten  Ahki .  .  . 
resp.  Akhf.  .  .  der  ausgeübten  Kräfte  nach  den  Axen  Ak',  ßk,  Ch'  an, 
die  ja  nun  mit  Ak1  Bk,  C'k  parallel  sind. 

Die  vorstehenden  Formeln  führen  dann  auf 


&A  =  AhkSahk  4-  BhkÖbhk  +  ChkSchk 

und 

d<Phk  d(Phk  d0hk 

Ahk=-*^k'    ^="^'  Chk=-^k 


140") 


Ein  sehr  allgemeiner  und  wichtiger  Fall  der  Wechselwirkung 
zwischen  zwei  Körpern  ml  und  m%  ist  der,  daß  die  einzelnen  Raum- 
elemente beider  als  materielle  Punkte  betrachtet  werden  können,  also 
körperliche  Kräfte  aufeinander  ausüben,  die  den  wirkenden  Massen 
proportional  und  im  übrigen  nur  Funktionen  der  wechselseitigen 
Entfernung  sind,  demgemäß  nach  S.  41  jedenfalls  ein  Elementar- 
potential von  der  Form  F[rx  i)dml  d  mt  besitzen.  Hier  nimmt  dann 
das  Potential  der  gesamten  Wechselwirkung  die  Form 

^^ffdmldmtF(rli)  141) 

an. 

Auch  die  Teile  eines  und  desselben  Körpers  üben  aufeinander 
Wirkungen,  welche  ein  Gesamtpotential  liefern ;  schreibt  man  dasselbe 
aber  als  ein  Doppelintegral  in  der  Form  (141),  so  ist  der  Faktor  1/i 


Digitized  by  Google 


118 


/.  Teil.    Mechanik  starrer  Körper.    III.  Kap. 


beizufügen,  weil  bei  dieser  Darstellung  jede  Kombination  von  zwei 
Massenelementen  zweimal  berücksichtigt  ist.  Bezeichnen  daher  dm 
und  dm1  Elemente  desselben  Körpers,  so  erhält  man  für  sein 
Potential  auf  sich  selbst 

141')  =  \ffdmdm  F{r). 

</>  resp.  <f>'  lassen  sich  nur  in  wemgen  Fällen  in  geschlossener 
Form  berechnen,  doch  bieten  mitunter  auch  Reihenentwicke- 
lungen anschauliche  Resultate.  So  z.  B.  in  dem  wichtigen  Falle, 
daß  die  Gestalten  beider  Körper  beliebig,  aber  ihre  Dimensionen 
sehr  klein  gegen  ihre  Entfernung  sind,  so  daß  man  F(rlt)  nach  Po- 
tenzen der  Koordinaten  (xl  —  gfj,  {yx  —  (*,  —  ^)  resp.  (*2  — 
(l/t  ~~  Viii  (za  ~~  £2)  (*er  Massenelemente  dmx  resp.  d  m^  relativ  zu  den 
beiden  Schwerpunkten  entwickeln  kann. 

Wir  wollen  zunächst  nur  wegen  x2?  y2,  z2  entwickeln,  also  die 
Wechselwirkung  zwischen  einem  Element  d  tn.  und  dem  Körper  m„ 
berechnen.  Versteht  man  unter  e  die  Entfernung  des  Schwerpunktes 
£2*  £2  von  ^wli?  so  erhält  man  bei  Beschränkung  auf  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  und  bei  Bücksicht  auf  die  Definitionen  (120') 

=  dmifdm2F(ri2), 

=  dm,  [m,  F(e)  +  1  (H2  +  Z2  -  H2)^  +  ..  +  .. 

d*F(e)      H,  d»F(e)_7,  d*F(e)] 

dies  läßt  sich,  wenn  Ma  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  m2  um 
die  Richtung  von  e  bezeichnet,  nach  (121)  auch  schreiben 


141) 


0'  =  dmx  [m2  F{e)  +  J  (=,  +  H2  +  Z,)  *™ 

e~de-)\' 

Beschränkt  man  sich  auf  dieselbe  Annäherung  in  Bezug  auf 
den  Körper  mx ,  so  betrifft  die  Entwickelung  in  Bezug  auf  xx ,  ,  zx 
in  (14 1')  nur  das  erste  Glied,  und  man  erhält  ohne  Rechnung,  wenn 
man  gleichzeitig  durch  (121"")  die  Hauptträgheitsmomente  einführt, 


141") 


<1>  =  mlm2  F{E) 
d'F(E) 


-K 


dE* 

d'F(E) 
dE* 


m1(Aa  +  B8  +  ra)  +  Wia(A1  +  B1  +  ri)] 
-)  K  Ma  +  >n*  M,)  • 


1  6F{EV 
E  dE 


> 
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Hierin  bezeichnet  E  die  Entfernung  der  Schwerpunkte  und  !Al 
resp.      das  Trägheitsmoment  von      resp.  ma  um  die  Richtung  von  E. 

Die  ersten  beiden  Glieder  dieser  Formel  sind  Funktionen  von 
E  allein,  das  letzte  enthält  außerdem  noch  seine  Richtungscosinus 
gegen  die  absolut  festen  Axen.  Indessen  ist  die  letztere  Abhängig- 
keit natürlich  nur  scheinbar  vorhanden. 

Drückt  man  nämlich  M*  durch  die  Hauptträgheitsmomente  A*, 
Bfc,  rh  und  die  Richtungscosinus  cth,  ßh,  yh  von  E  gegen  die  Haupt- 
trägheitsaxen  von  mh  aus,  setzt  also 

so  erkennt  man,  daß  alles  auf  das  absolut  feste  Koordinatensystem 
bezügliche  hinwegfällt  Dabei  hat  EaY,  Eßv  Eyx  resp.  die  Bedeu- 
tung von  ala,  ä12,  c12  und  Ect2,  E ßt,  Ey%  die  von  aal,  £ai,  cal  in 
den  obigen  Formeln  (139)  bis  (140"),  und  es  ist  zugleich 

E*  ^  alt*  +  b„*  +  cl3*  =  a^3  +  b2*  +  cai*; 

c/>la  also  in  der  Seite  115  u.  f.  vorausgesetzten  Gestalt  erhalten. 

Man  kann  demgemäß  nun  auch  die  Gleichungen  (139"")  und 
(140  )  zur  Berechnung  der  Komponenten  und  Momente  der  Wechsel- 
wirkung anwenden.  Die  Resultate  sind  sehr  kompliziert;  dagegen 
läßt  sich  aus  den  Formeln  (137  )  und  (137")  ohne  alle  Rechnung  ein 
einfacher  Satz  über  die  Gleichgewichtslage  eines  jeden  der  beiden 
Körper  ableiten,  wenn  man  dieselben  je  im  Schwerpunkt  unterstützt, 
aber  übrigens  frei  beweglich  denkt 

Ein  jeder  der  beiden  Körper  ist  nämlich  dann  im  stabilen  resp. 
labilen  Gleichgewicht,  wenn  er  mit  der  Hauptträgheitsaxe  größten 
resp.  kleinsten  Momentes  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie  E 
der  beiden  Schwerpunkte  liegt  und  zwar  entsprechen  sich  die  beiden 
Angaben  direkt,  wenn  der  Faktor  von  {mx  M2  4-  wia  positiv, 
indirekt,  wenn  er  negativ  ist 

In  dem  Falle,  daß  die  wechselwirkende  Kraft  die  Gravitation 
ist,  hat  F{E)  den  Wert  -  /'/  Ey  der  bezügliche  Faktor  wird  daher 
—  \fjE*,  und  demgemäß  giebt  hier  die  Axe  kleinsten  Trägheits- 
momentes stabiles  Gleichgewicht 

§  16.    Molekulare  Theorie  der  Elastieität. 

Mit  den  Entwickelungen  des  vorigen  Abschnittes  steht  eine 
Theorie  im  nächsten  Zusammenhang,  deren  Ziel  ist,  die  in  elastischen 
deformierten  Körpern  herrschenden  Druckkräfte  aus  Wechsel- 
wirkungen zwischen  ihren  Molekülen  zu  erklären.79) 
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Dieselbe  geht  von  der  Vorstellung  aus,  daß  ein  elastischer  Kry- 
stali,  der  den  allgemeinsten  Fall  eines  homogenen  elastischen  Körpers 
repräsentiert,  im  natürlichen  oder  undeformierten  Zustand,  d.  h., 
wenn  er  weder  körperliche,  noch  Oberflächendruckkräfte  erfährt 
und  überall  dieselbe  Temperatur  besitzt,  gebildet  ist  durch  eine  sehr 
große  Zahl  gleicher,  regelmäßig  verteilter  und  mit  ihren  korrespon- 
dierenden Axen  parallel  gelegener  Elementarteile,  die  man  für  die 
Zwecke  dieser  Entwickelung  als  starre  Körperchen  denken  kann, 
und  die  sich  unter  ihrer  Wechselwirkung  im  Gleichgewicht  befinden. 
Ob  diese  Elementarteile  direkt  Moleküle  der  Substanz  oder  Gebilde 
höherer  Ordnung  sind,  ist  ohne  Belang. 

Im  deformierten  Zustand  ist  jedes  von  ihnen  verschoben  und 
gedreht,  und  wir  nehmen  an,  daß  diese  Änderungen  unendlich  klein 
und  stetige  Funktionen  der  Koordinaten  sind. 

Wir  konstruieren  nun  an  der  Stelle  y,  z  ein  Flächenelement 
und  über  demselben  einen  normalen  Cylinder  vom  Querschnitt  q\ 
die  Richtung  der  Cylinderaxe  bezeichnen  wir  durch  n  und  rechnen 
sie  nach  Innen  positiv,  die  Komponenten  aller  Wirkungen,  welche 
die  Teilchen  jenseits  des  Flächenelementes  auf  die  Teilchen  inner- 
halb des  Cylinders  ausüben,  bezogen  auf  die  Einheit  des  Quer- 
schnittes, nennen  wir  die  Komponenten  des  molekularen 
Druckes  gegen  das  an  der  Stelle  xy  y,  z  gelegene  und  durch  die 
Normale  n  definierte  Flächenelement80) 

Wir  können  sonach  in  leicht  verständlicher  Bezeichnung  schreiben 

142)  A.^-l-S'^Xu,    rn  =  ±22rta,  Zn=ln2JSZia, 

worin  mit  t  die  Teilchen  innerhalb  des  Cylinders,  mit  a  die  Teilchen 
jenseits  des  Flächenelementes  bezeichnet  werden.  Da  die  Wirkungen 
molekulare  sind,  so  erstrecken  sie  sich  in  merklicher  Starke  nur  auf 
unmerkliche  Entfernung;  innerhalb  der  Sphäre  ihrer  Wirkung  soll 
aber  trotzdem  eine  sehr  große  Anzahl  von  Teilchen  liegen.  Ihre 
Koordinaten  mögen,  da  die  Teilchen  unendlich  klein  sind,  und  eine 
Unterscheidung  verschiedener  Punkte,  z.  B.  des  Schwerpunktes,  in 
ihnen  demgemäß  keinen  Sinn  hat,  wie  bei  einzelnen  Massenpunkten 
durch  xv  yv  z.  und  xfl,  ya,  za  bezeichnet  und  ihre  relativen  Koordinaten 

*i  —  *a  —  *iay     */i  ~  J/a  =  Zi  —  Za  =  Zia 

gesetzt  werden. 

Die  in  (142)  auftretenden,  eigentlich  sechsfachen  Summen,  die  für 
uns  zunächst  nur  den  Sinn  von  Rechnungsgrößen  haben  und  erst  später 
physikalische  Bedeutung  gewinnen  werden,  lassen  sich  auf  dreifache 
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reduzieren.  Bezeichnet  v  die  Anzahl  der  Elementarteilchen  inner- 
halb der  Volumeneinheit,  so  kommt  in  jedem  der  Ausdrücke  (142) 
eine  Kombination  m{  ma  in  bestimmter  relativer  Lage  so  oft  vor,  als 
in  dem  Abschnitt  des  Cylinders  vom  Querschnitt  q  und  einer  Höhe 
gleich  der  parallel  n  gemessenen  relativen  Koordinate  n'  von  mj  gegen 
ma  Teilchen  liegen,  also  v  q  ri  mal.  Demgemäß  können  wir  schreiben 

Xn  =  v       X\   Yn  =  v        T,    Zn  =  v  J5V  1420 

wo  nun  die  Summation  -2"  über  alle  möglichen  Kombinationen  von 
Teilchen  m(  und  ma  auszudehnen  ist,  doch  so,  daß  jede  einer  be- 
stimmten relativen  Lage  entsprechende  Kombination  nur  einmal  zu 
nehmen  ist  Dies  kommt  darauf  hinaus,  daß  ein  in  der  Grenzfläche 
gelegenes  Teilchen  m,  mit  allen  auf  der  negativen  Seite  von  q  ge- 
legenen ma  kombiniert  werden  soll. 

Die  Summen  (142')  lassen  sich  noch  umgestalten.  Da  jedes 
Elementarteilchen  in  gleicher  Weise  von  den  anderen  innerhalb  der 
Wirkungssphäre  liegenden  umgeben  sein  soll,  so  muß  auch  jeder 
Kombination  mit  den  relativen  Koordinaten  x\  y\  £  und  n'  sich  eine 
entsprechende  mit  den  Koordinaten  —  x\  —y\  —  z*  und  —  tl  zuordnen, 
welche  nach  der  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegenwirkung  ent- 
gegengesetzt gleiche  Komponenten  —  X\  —  Y\  —  Z'  liefern  muß. 

Daher  kann  man  auch  setzen 

=  -;-  s  »'*'.  K = -;-  s  »•  i".  *. = i  s  »'z'<  i42>) 

und  die  Summen  über  alle  auf  ein  an  der  Stelle  x,  y,  z  liegendes 
Teilchen  ausgeübten  Molekularwirkungen  erstrecken. 

Die  Größe  dieser  Druckkomponenten  hängt  außer  von  der  Lage 
des  Punktes  x,  y,  z  und  der  Richtung  der  Normalen  n  von  der  An- 
ordnung der  Elementarteilchen  des  Krystalles  ab,  die  bei  jeder  De- 
formation im  allgemeinen  verschieden  sein  wird.  Im  natürlichen 
Zustand  setzen  wir  diese  Summen  für  jede  Stelle  und  jede  Normalen- 
richtung  gleich  Null,  eine  Annahme,  die  im  Eingang  des  nächsten 
Teiles  ausführlicher  begründet  werden  wird. 

Wählt  man  für  die  Richtung  n  successive  die  Richtung  der 
+      +  Y-}  +Z-Axe,  so  erhält  man  neun  spezielle  Druckkomponenten 

Xx'  Y&  ^  Xyi   r9>  Ztf  Xu>   Yt>  Z»\ 

dabei  ist  zum  Beispiel 

worin  x\  y\  £  die  relativen  Koordinaten  des  einen  angezogenen 
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gegen  alle  die  anziehenden  Teilchen  und  X\  Y\  Z'  den  die  letzteren 
entsprechenden  Komponenten  bezeichnen. 

Aus  den  gegebenen  Definitionen  folgen  sogleich  die  Formeln 

Ah  =  xx  C08  (n> T)  +  xy  cos        +  x* cos  (»> *)» 
1 43')  Yn  =  j;  cos  (n,  x)  +  i \  cos  (n,y)  +  1,  cos  (n,  z), 

3»  =  #xcos(n,x)  +  Zycos(n,y)  +  £t  cos  (n,z), 

und  aus  ihnen  als  spezieller  Fall  für  zwei  entgegengesetzte  Rich- 
tungen von  « 

143")       a;  =  -  j_n,  rn  =  -  r_n,  zn  =  - 

Für  die  weitere  Entwickelung  denken  wir  den  Körper  im  defor- 
mierten Zustande  befindlich  und  mit  «,  v,  in  die  Verschiebungen,  mit 
/,  m,  n  die  Drehungen  seiner  Teilchen  bezeichnet,  beide  auf  das  System 
A",  Y,  Z  bezogen.  Die  «,  v,  ir,  welche,  so  lange  der  Zusammenhang  des 
Körpers  nicht  gestört  ist,  notwendig  stetige  Funktionen  der  Koordi- 
naten sein  müssen,  entwickeln  wir  innerhalb  des  Bereiches  der  Mole- 
kularwirkuug  nach  Potenzen  der  relativen  Koordinaten  und  erhalten, 
indem  wir,  wie  oben  kurz 

auch 

144)  Ui  —  ua  =      v>i  —  va  —      wi  —  wa  =  u? 

setzen,  als-  erste  Annäherung 

,       ,  du       .  du  ,    ,  du 

u  =  x  -=  h  y    -  +  z  -a— , 

dx      9  dy         dx  ' 


144') 


»        i  öc    ,     tdf       %  dv 

V  =  x  .  h  z  -  -  , 

dx      *  dy         dx  1 

,       ,  dw  ,     ,        ,    ,  dto 

w  =  x  -=  h  v  -ä  h^V« 


Auch  /,  wi,  n  betrachten  wir  als  stetige  Funktionen  der  Koordinaten 
und  dürfen  uns  hier,  wie  die  Folge  zeigt,  mit  dem  niedrigsten 
Grad  der  Annäherung  begnügen  und  /,  m,  n  innerhalb  des  Bereiches 
der  Wirkungssphäre  konstant  setzen. 

Demgemäß  legen  wir  durch  den  Anfangspunkt  des  absolut  festen 
Systemes  X,  Y,  Z  ein  zweites  Koordinatensystem  A,  B,  C,  welches  im 
ursprünglichen  Zustand  mit  X,  Yf  Z  zusammenfällt,  aber  bei  der  De- 
formation sich  mit  den  Elementarteilchen  dreht 

Die  auf  dies  System  bezogenen  Koordinaten  von  m,  und  ma  seien 
ah  bi}  ci  und  aay  ba,  ca\  wir  setzen  wie  oben 

144")  a{  —  aa  =  aia,    bt  —  ba  —  bia,    c  4  —  c«  =  cia, 
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145) 


145) 


und  in  dem  speziellen  Falle,  daß  nur  ein  angezogenes  Teilchen  mg 
mit  allen  ma  kombiniert  wird, 

aia  —  a\    bia  =  b\    cia  —  c\  144"') 
Es  ist  dann  das  Potential  <l>  der  Wechselwirkung  nach  dem  Inhalt 
des  vorigen  Abschuittes  nur  eine  Funktion  von  a\  b\  c ,  und  es  gilt 
für  die  parallel  Ay  B,  C  genommenen  Komponenten 
r  8  0      w,  8  0     r,  8  0 

A  ~  ~  da  >    *  -  ~  06-  '  8c  ' 

und  weiter  einerseits 

a  =  x  4-  ifn  —  z'm,    x  =  a  —  b'n  4-  cm,  | 

A'=y  +  z7  -  x'n,     ij  =  V  —  c1 1  4-  a'n, 

c'  =  z'  +  J*' m  —  y'  />        =     —  a*  m  +  ^'  />  ' 
andererseits  ein  gleiches  System  Formeln  für  die  Komponenten  A\  B\ 
C  und  X\  }  \  Z\ 

Diese  Werte  mögen  sich  auf  den  deformierten  Zustand  be- 
ziehen, für  den  natürlichen  mögen  dieselben  Buchstaben  mit  dem 
Index  0  versehen  werden;  es  ist  dann  zugleich 

«o  =  *\  K  =  y\  <*o  =  z"  uud  7o  =  '%  =  no  -  °- 
Bezeichnen  wir  die  Komponenten  der  Verschiebungen  nach  dem 
System  A,  B,  C  mit  /,  g,  A,  die  relativen  Verschiebungen  mit  fiaj  <jia,  K*. 
oder  in  dem  oben  erörterten  speziellen  Falle  mit  f,  g\  ti,  so  wird 
<*'  =  a0  +  f\  b'=  b'0  +  g\  c  =  c;  +  A',  146) 
außerdem,  da  0,  und  somit  A\  iT,  C  nur  von  a\  //,  c'  abhängen, 


C  4-  —  ^      4-  -  ^  </  4- 


8C\ 


A'; 


146') 


zugleich  ist  unter  Vernachlässigung  der  G heder  zweiter  Ordnung 

f  =  u  +  bon  —  c^m, 

g1  =  o'  +  c0/  —  Oo",  r  146") 
hy  =  tc'  4-  aim  — 

oder  unter  Rücksicht  auf  (144') 


Ott 
dx  ' 


146"') 


uigiiizeo 
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Setzt  man  die  Werte  (146'")  in  (146)  und  das  Resultat  in  das 
zweite  System  (145')  ein,  so  erhält  man: 


147) 


Ferner  giebt  dio  Kombination  der  unter  Benutzung  Ton  (146"')  be- 
rechneten Ausdrücke  (146')  für  A\  ff  C*  mit  dem  auf  die  Kraft- 
komponenten bezogenen  zweiten  System  von  (145')  die  definitiven 
Werte  von  Tt  F,  ff. 

Endlich  findet  man  durch  eine  einfache  geometrische  Betrach- 
tung die  Beziehung  zwischen  der  Anzahl  v0  der  Teilchen  in  der 
Volumeneinheit  vor  der  Deformation  und  der  v  nach  derselben: 

146)  »-•.(•-«  -fi-ti)- 

Damit  sind  alle  zur  Berechnung  der  Druckkomponenten  Xx,  Zx 
nach  (143)  nötigen  Größen  erhalten. 

Bei  der  Bildung  dieser  Werte  hat  man  zu  berücksichtigen, 
daß  /,  to,  n  und  die  Differentialquotienten  von  tt,  v,  w  innerhalb  des 
Summationsbereiches  konstant,  überdies  unendlich  klein  erster  Ord- 
nung angenommen  sind.  Man  gelangt  dann  auf  zwei  Gattungen 
von  Summen. 

Die  erste  Gattung  hat  die  Form 

die  Summen  in  dem  Sinne  genommen,  wie  in  (142')  festgestellt  ist; 
sie  stellen,  da  der  Index  0  auf  den  ursprünglichen  Zustand  hinweist, 
und  da  in  diesem  die  Axen  A,  B,  C  mit  den  Axen  X9  Y,  Z  zusammen- 
fallen, die  Werte  der  Mokkularkomponenten  X,,...  Z  im  natür- 
liehen  Zustand  dar  und  sind  demgemäß  gleich  Null.  Durch  diese 
Überlegung  reduziert  sich  die  Anzahl  der  Glieder  in  den  allgemeinen 
Werten  X.....Z.  erheblich. 

Die  zweite  Gattung  von  Summen  hat  die  Form 


AQ*4»fl»i    ^Q^»A'C'    u  s  f 
2  O  öa'0    0  '     2  ö  db\    0  01  ' 

welche  sich  nach  Einführung  des  Potentials  auch  schreiben  läßt: 
Diese  Summen  sind  von  der  hervorgebrachten  Deformation  ganz 
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unabhängig  und  bestimmen  sich  allein  durch  das  Gesetz  der  Wechsel- 
wirkung und  die  Anordnung  der  Elementarteilchen  der  Substanz: 
sie  sind  also  dem  Medium  individuelle  Eonstante.  Wir  bezeichnen 
sie  mit  C„ni  wobei  die  unteren  In  dices  auf  den  Nenn  er  desDifferen- 
tialquotienten,  die  oberen  auf  seine  Faktoren  hinweisen;  z.  B. 
ist  hiernach 


2 


C2  1 

IS 


Cia    pti 


147') 


Die  neun  Komponenten  ...  Zg  stellen  sich  als  homogene 
lineare  Funktionen  der  neun  Argumente 


du 

Tx 


du 


du 

"ä  171 1 

dx 


dx 


-  n, 


d  v 
dy 


dv 

dx 


dx 


dw 
dy 


dx 


dar,  die  sich  aus  den  Verschiebungen  u,  w,  w  und  den  Drehungen 
/,  m,  n  an  der  betrachteten  Stelle  ableiten. 

Das  System  von  Faktoren  dieser  Funktionen  stellt  sich  in  der 
obigen  Bezeichnung  folgendermaßen  dar. 


dx\dy       j\dx       j\\dx       )dy\dx^  j 

(E+-)(Sf-')c 

-x. 

c\\    c\\  c\\ 
c\\   c»  c» 

c'i;    cj;  c» 
qj   c»  c» 
c;;   c»  c» 

c;j     c»  c» 

qj    c::  c',i 

-y, 

-  K 

-z, 
-z. 

cj!   c\\  c\\ 
c\\    c»  cj; 

^»11          /Ml  /"UJ 

Sa      Sa  Sa 

c;j   c»  c» 
c\\   c\\  c\\ 

6-;;     c»  c» 

c»    c»  c;; 
c;i   c»  c» 
c;j    c\\  c» 

c.l    c\\  c',' 

fix       /in  />2i 
Sa       Sa  0ii 

c;j   c»  c» 

/<ll           ^'U  /--Ii 

148) 


Zu  diesem  Schema  ist  zu  bemerken,  daß  es  sich  nur  auf  die 
Abhängigkeit  der  Xx...Zt  von  den  dujdx ...  dto/dz  und  nicht 
auch  auf  die  umgekehrte  bezieht 

Da  nach  (147')  das  System  der  C^kn  zu  der  Diagonalen  des 
vorstehenden  Schemas  symmetrisch  angeordnet  ist,  so  giebt  es  eine 
homogene  Funktion  F*  zweiten  Grades  der  oben  stehenden  neun 
Argumente,  welche  die  Eigenschaft  hat,  daß 
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Durch  ganz  analoge  Ausdrücke,  wie  sie  in  (142')  für  die  Kom- 
ponenten der  Molekulardrucke  aufgestellt  sind,  kann  man  nun  auch 
molekulare  Momente  Zn,  Mni  Nn  definieren;  nach  den  Formeln 
(138")  sind  aber,  wenn  die  Entfernungen,  in  welche  die  Elementar- 
teilchen überhaupt  wirken,  nur  unmerklich  klein  sind,  die  Momente 
um  eine  Ordnung  höher  unendlich  klein,  als  die  Komponenten,  und 
ihr  Einfluß  im  allgemeinen  —  die  nicht  wahrscheinlichen  Fälle  aus- 
geschlossen, wo  in  den  Summen  die  Komponenten  sich  gegenseitig 
zum  größten  Teil  zerstören  —  neben  dem  jener  zu  vernachlässigen. 

Sind  diese  Momente  unendlich  klein  und  wirken  äußere  Kräfte 
nicht  drehend  auf  die  Elementarteile  ein,  was  der  gewöhnliche  Fall 
ist,  dann  besteht,  wie  später  aus  allgemeinen  mechanischen  Sätzen 
abgeleitet  werden  wird,  zwischen  sechs  der  neun  Druckkomponenten 
ganz  allgemein  das  Formelsystem 

148T  Y.  =  Zf,  zx  =  xt,  x,-rm. 

Dieses  System  kann  dazu  dienen,  die  Drehungskomponenten 
/,  iw,  n  der  Elementarteilchen,  als  direkt  nicht  wahrnehmbare  Größen, 
aus  den  Resultaten,  welche  das  Schema  (148)  enthält,  zu  eliminieren, 
und  Yx,  .  .  .  X  —  andererseits  aber  auch  die  Molekulardrehungen 
/,  m,  n  selbst  —  nur  durch  die  äußerlich  am  deformierten  Körper 
wahrnehmbaren  Verrückungen  «,  v,  w  auszudrücken. 

Diese  Elimination  ist  zwar  umständlich,  aber  ohne  alle  prin- 
zipielle Schwierigkeit,  und  liefert  folgende  wichtige  Resultate. 

Die  sechs  unabhängigen  Druckkomponenten  Xx,  Yy,  Zt,  7,  Zx,  Xy 
werden  homogene  lineare  Funktionen  nur  allein  der  sechs  Argumente 

8  u  Bv  d w 

8x~X*>    d^-<V    8  z  ~Z*' 

8  p      8  w   8  tc     8  u  8  u  Bv 

ä*  +  dy~y''     dz  +  ö  *  ~  r* '    8y  +  8z~~Xy' 
welche  die  Deformationsgrößen  an  der  Stelle  z  heißen, 

und  sie  genügen  den  Formeln 

1 4ft'"A  ^J**     d  Xy      Ö_A'*  —  dX' 

10  '  Bxy-  Bxx '  dxg 

welche  die  Bedingungen  dafür  sind,  daß  sich  die  JYx,  .  .  .  Xy  als  par- 
tielle Differentialquotienten  einer  Funktion  F  von  diesen  sechs  Ar- 
gumenten ausdrücken  lassen,  gemäß  den  Beziehungen 

148"!  Xx=-*F,  v=-f-^. 

z         o  xx  1  *  Bxy 


148") 
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Bezeichnen  wir  die  21  Konstanten  dieser  homogenen  Funktion  zwei- 
ten Grades  mit  chk  =  ckh1  so  gilt  folgendes  System  von  Faktoren  für 
die  Abhängigkeit  der  Xaf .  .  .  Xy  von  den  xx, .  .  .  xy,  aber  nicht  um- 
gekehrt 


y, 

*. 

*. 

X 

y 

cn 

<*13 

C15 

-  r 

V 

ct% 

CiS 

ct* 

CiS 

C31 

<*33 

C34 

en 

C38 

e*i 

<*43 

CU 

c*e 

en 

<*63 

CSi 

C61 

CÖ8 

C63 

<M 

C65 

<*B6 

149) 


Die  Drehungskomponenten  /,  m,  n  werden  lineare  Funktionen 

von  allen  neun  partiellen  Differentialquotienten  der  «,  ©,  m>,  oder 

anders  ausgedrückt,  sie  enthalten  außer  den  sechs  Argumenten 
x  x ,  . .  .  xy  auch  noch  die  Kombinationen 

* (ff  - §-;) = * -  a = <  * -  §-:) = »•  »*> 

welche,  wie  leicht  direkt  nachzuweisen  ist  und  später  noch  besonders 
gezeigt  werden  wird,  die  Drehungskomponenten  des  Volumenelementes 
an  der  Stelle  x,  y,  z  im  ganzen  bezeichnen  und  von  seiner  Defor- 
mation unabhängig  sind. 

Von  den  höchst  allgemeinen,  durch  das  Schema  (148)  angedeu- 
teten Formeln  gelangt  man  zu  einem  spezielleren  System,  wenn  man 
die  beschränkende  Annahme  macht,  daß  die  Wechselwirkungen  zwi- 
schen den  Elementarteilchen  nur  Funktionen  ihrer  Entfernungen 
sind,  also  nach  allen  Seiten  hin  gleichmäßig  stattfinden.  Dann  ist, 
wie  sich  leicht  durch  Rechnung  zeigen  läßt: 

in  Folge  dieser  Beziehungen  wird  in  dem  Schema  (148) 

=  ct:  =  er:  = ...  iso*) 

d.  h.,  man  darf,  ohne  den  Wert  von  C  zu  ändern,  die  vier  Indices 
untereinander  beliebig  vertauschen. 

Diese  Eigenschaft  vereinfacht  das  System  (148)  außerordentlich; 
es  verschwinden  aus  ihm  von  selbst  die  Drehungskomponenten  1,  m, 
n  der  Elementarteilchen,  die  hier  in  der  That  auf  die  Wechselwirkungen 
keinen  Einfluß  haben  können,  und  die  neun  Differentialquotienten  der 
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«,  t>,  w  verbinden  sich  zu  den  sechs  Aggregaten  x ,  .  .  .  x  in  (148"), 
zugleich  werden  von  selbst  die  Formeln  (148')  und  (148'")  erfüllt; 
außerdem  aber  wird  in  Xx  der  Faktor  Ton  yt  gleich  demjenigen  von 
x  in  X  u.  s.  f.,  was  sich  auch  so  ausdrücken  läßt,  daß  die 
zweiten  Differentialquotienten  von  F  nach  den  Deformationsgrößen 
stets  das  gleiche  Resultat  liefern,  wenn  die  vier  im  Nenner  auftreten- 
den Buchstaben  die  gleichen  sind,  so  daß  also  gilt 

1Rn„,  d*  F  ö*F  , 

9  dxxdyt  dxydxs 

Das  so  entstehende  System  von  Molekulardrucken  stimmt  mit 
dem  Schema  (149)  überein,  wenn  man  dort 


150"')  | 


setzt,  hat  also  nur  15  unabhängige  Faktoren  und  gilt,  wie  gesagt, 
nur  dann,  wenn  die  Elementarwirkungen  nicht  mit  der  Richtung 
variieren,  die  Elementarteilchen  also  den  Charakter  von  materiellen 
Punkten  haben.81) 

Die  Systeme  (148)  und  (149)  stellen  die  allgemeinsten,  aus  den 
gemachten  Annahmen  ableitbaren  Resultate  dar;  sie  gelten  für  Kry- 
stalle  jedes  Systemes,  nehmen  aber  für  bestimmte  von  ihnen,  und 
gar  für  isotrope  Medien,  erlieblich  einfachere  Formen  an.  Für  die 
Gewinnung  derselben  kommen  gewisse  allgemeine  Grundsätze  in  Be- 
tracht, deren  Darlegung  nunmehr  vorgenommen  werden  soll. 


§  17.    Die  Einführung  der  Symmetrie elemente  in  physikalische  Ge- 
setze, welche  sieh  auf  Xrystalle  beziehen. 

Überall,  wo,  wie  in  dem  vorigen  Paragraphen,  eine  allgemeine 
Entwickelung  zu  Resultaten  geführt  hat,  die  für  jeden  homogenen 
Körper  in  gleicher  Weise  gültig  sind,  bietet  sich  die  Aufgabe,  die- 
selben für  die  einzelnen  Krystallgruppen  nach  den  diese  auszeichnen- 
den Eigenschaften  zu  spezialisieren. 

Für  diese  Aufgabe  wird  stets  die  auf  die  Erfahrung  gegründete 
fundamentale  Hypothese  benutzt,  daß  die  Symmetrie  des  physika- 
lischen Verhaltens  nie  geringer  ist,  als  die  Symmetrie  der  Wachs- 
tumserscheinungen, die  sich  meist  in  derjenigen  der  Krystall- 
form  ausdrückt,  so  daß  also  krystallograpbisch  gleichwertige 
Richtungen  jedenfalls  auch  physikalisch  gleichwertig  sind. 
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Die  krystallographischen  Symmetrieelemente  sind  Symmetrie- 
ceutrum,  Symmetrie-  oder  Spiegelungsebene ,  Symmetrieaxe,  Spiegel- 
dreh- oder  kurz  Spiegelaxe. 

Ein  Symmetriecentrum  ist  ein  Punkt  von  der  Eigenschaft, 
daß  die  Vertauschung  aller  von  ihm  ausgehenden  Richtungen  mit 
den  entgegengesetzten  (Inversion)  das  Krystallpolyeder  mit  sich  selbst 
zur  Deckung  bringt 

Eine  Symmetrieebene  ist  eine  Ebene,  in  Bezug  auf  welche 
gespiegelt  das  Polyeder  mit  sich  zur  Deckung  kommt. 

Eine  Symmetrieaxe  ist  eine  Axe  von  der  Eigenschaft,  daß 
eine  Drehung  um  dieselbe  das  Krystallpolyeder  mit  sich  zur  Deckung 
bringt  Ist  2njn  der  kleinste  der  Axe  entsprechende  Drehungs- 
winkel, so  haben  alle  Drehungswinkel  2iA/w,woä  =  1,  2, . . .  n  —  1,  n 
ist,  die  gleiche  Eigenschaft,  und  die  Axe  heißt  n- zählig.  Krystallo- 
graphisch  möglich  sind  nur  die  Fälle  n  =  2,  3,  4  und  6. 

Eine  Spiegeldrehaxe  ist  eine  Axe  von  der  Eigenschaft,  daß 
durch  eine  Drehung  um  dieselbe  und  eine  folgende  Spiegelung  in 
Bezug  auf  eine  zu  der  Axe  normale  Ebene  das  Polyeder  mit  seiner  ersten 
Position  zur  Deckung  gelangt.  Ist  njn  der  kleinste  Drehungswinkel, 
welcher  dieses  leistet,  so  haben  Drehungen  um  (2A  +  \)nj2n  für 
A  =  1,  2  ...  n  —  1  dieselbe  Eigenschaft,  und  die  Axe  heißt  n-zählig. 
Krystallograplüsch  möglich  sind,  was  hier  zu  beweisen  nicht  nötig 
ist,  nur  die  Fälle  n  —  2  und  3. 

Zwei  Symmetrieaxen  oder  zwei  Spiegeldrehaxen  sind  gleich- 
wertig, wenn  es  gelingt,  das  Polyeder  dadurch  mit  sich  zur  Deckung 
zu  bringen,  daß  man  die  eine  dieser  Axen  in  die  Richtung  bringt, 
in  der  ursprünglich  die  andere  Axe  lag.  Symmetrieebenen  sind 
gleichwertig,  wenn  man  das  Polyeder  dadurch  mit  sich  zur  Deckung 
bringen  kann,  daß  man  es  mit  der  einen  Symmetrieebene  in  die- 
jenige Ebene  legt,  welche  ursprünglich  die  andere  Symmetrieebene 
enthielt 

Drei  zueinander  normale  gleichwertige  Axen  heißen  cyk lisch 
vertauschbar,  wenn  man  das  Krystallpolyeder  dadurch  mit  sich 
zur  Deckung  bringen  kann,  daß  man  die  Richtung  der  drei  Axen, 
die  in  gewöhnlicher  Reihenfolge  gerechnet  mit  Xt  Y,  Z  bezeichnet 
werden  mögen,  so  verändert  daß  Y,  Z,  X  oder  Z,  X,  Y  in  die  ur- 
sprünglichen A',      Z  fällt 

Die  an  einem  Krystallpolyeder  überhaupt  möglichen  Symmetrie- 
elemente sind  keineswegs  sämtlich  voneinander  unabhängig.  Schon 
in  dem  vorstehend  Angegebenen  tritt  dies  hervor;  denn  offenbar  ist 
eine  sechszählige  Symmetrieaxe  zugleich  auch  zwei-  und  dreizählig, 
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eine  zwei-  oder  dreizählige  Spiegelaxe  zugleich  auch  zwei-  oder  drei- 
zühlige  Symmetrieaxe.  Während  aber  diese  Eigenschaften  als  in 
der  Definition  eingeschlossen  zu  betrachten  sind,  treten  durch  gleich- 
zeitiges Vorhandensein  zweier  unabhängiger  Syiumetrieelemente  mit- 
unter dritte  auf,  die  von  der  Existenz  jeder  einzelnen  von  ihnen 
unabhängig  sind. 

Die  hierauf  bezüglichen,  durch  einfache  geometrische  Über- 
legungen abzuleitenden  Gesetze  haben  nur  zum  Teil  physikalische 
Bedeutung.    Die  wichtigsten  sind  die  folgenden. 

Steht  eine  j>-zählige  Symmetrieaxe  normal  zu  einer  n-zähligen, 
so  giebt  es  notwendig  noch  (n  —  1)  />-zählige  gleichwertige;  dieselben 
liegen  in  der  Ebene  normal  zu  der  /»-zähligen  Axe,  und  die  Nachbar- 
axen  schließen  gleiche  Winkel  ein.  Hieraus  folgt,  daß  p  notwendig 
eine  gerade  Zahl  sein  muß,  wenn  n  >  2  ist  Ist  n  eine  gerade  Zahl, 
etwa  =  2  7w,  so  sind  die  bezügüchen  Axen  paarweise  entgegengesetzt 
gerichtet;  ihre  Winkel  werden  durch  2  m  gleichfalls  unter  sich  gleich- 
wertige Symmetrieaxen  halbiert 

Mit  zwei  zu  einander  normalen  vierzähligen  Symmetrieaxen  werden 
hiernach  notwendig  noch  weitere  vier  verbunden  sein,  die  mit  jenen 
Winkel  von  n/2  und  n  einschließen;  alle  sechs  aber  sind  gleichwertig. 

Mit  ihnen  treten  ferner  auf  zwölf  gleichwertige  zweizählige  Axen 
von  paarweise  entgegengesetzter  Richtung,  welche  die  zwischen  den 
vierzähligen  Axen  liegenden  rechten  Winkel  halbieren,  sowie  acht 
gleichwertige  dreizählige  von  paarweise  entgegengesetzter  Richtung, 
welche  durch  die  Mitte  der  Oktanten  gehen,  die  durch  je  drei  vier- 
zählige  Axen  bestimmt  werden. 

Drei  vertauschbare,  zu  einander  normale  zweizählige  Axen  sind 
notwendig  verbunden  mit  drei  entgegengesetzt  gerichteten,  gleich- 
wertigen, zweizähligen  Axen;  je  drei  einen  Oktanten  umgebende 
von  diesen  sechs  sind  cyklisch  vertauschbar.  Durch  die  Mitten  der 
Oktanten  gehen  acht  dreizählige  Axen,  von  denen  die  vier  um  eine 
zweizälüige  Axe  liegenden  abwechselnd  gleichwertig  sind. 

Geht  durch  eine  n-zählige  Symmetrieaxe  eine  Symmetrieebene, 
so  giebt  es,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist,  noch  n/2  —  1 
oder  n  —  1  gleichwertige  Symmetrieebenen,  welche  ebenfalls  durch 
jene  Axe  gehen. 

Steht  eine  Symmetrieaxe  oder  eine  Spiegeldrehungsaxe  normal 
zu  einer  m  -zähligen  Spiegeldrehungsaxe,  so  giebt  es  noch  weitere 
2  m  —  1  gleichwertige  Axen,  die  auf  der  letzteren  senkrecht  stehen 
und  paarweise  entgegengesetzte  Richtung  haben ;  ihre  Winkel  werden 
durch  m  gleichwertige  Symmetrieebenen  halbiert. 
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Zwei  zu  einander  normale  zweizählige  Spiegeldrehungsaxen 
ziehen  die  Existenz  von  noch  weiteren  vier  nach  sich,  die  mit  ihnen 
die  Winkel  n  und  ar/2  einschließen;  alle  sechs  sind  gleichwertig  und 
einander  paarweise  entgegengesetzt  Mit  ihnen  ist  notwendig  ver- 
bunden das  Auftreten  von  acht  dreizähligen  Symmetrieaxen,  welche 
durch  die  Mitten  der  durch  die  ersteren  bestimmten  Octanten  gehen, 
und  von  denen  die  rings  um  eine  Spiegelaxe  liegenden  abwechselnd 
paarweise  gleichwertig  sind. 

Ist  ein  Centrum  der  Symmetrie  vorhanden,  so  bedingen  eine 
Symmetrieebene  und  eine  senkrecht  zu  ihr  stehende  geradzahlige 
Symmetrieaxe  sich  gegenseitig.  — 

Wir  wollen  nunmehr  die  32  Krystallgruppen  zusammenstellen 
und  durch  je  ein  System  voneinander  unabhängiger  Symmetrie- 
elemente charakterisieren.  Dies  kann  nach  dem  soeben  Gesagten 
auf  sehr  verschiedene  Weise  geschehen;  fUr  die  Zwecke  der  An- 
wendung in  der  theoretischen  Physik  ist  es  am  rationellsten,  solche 
Symmetrieelemente  zu  bevorzugen,  welche  zu  einem  rechtwinkeligen 
Koordinatensystem,  das  wir  als Hauptaxensy stein  mit  dem  Krystall- 
polyeder  verbinden,  in  direkter  Beziehung  stehen.  Von  diesem 
Axensystem  soll  jederzeit  die  Z~Axe  mit  der  ausgezeichneten  Sym- 
metrie- oder  Spiegelaxe  zusammenfallen,  wenn  die  Krystallgruppe 
eine  solche  besitzt;  von  der  X-  und  Y-Axe  soll,  wenn  die  Symmetrie 
nicht  gestattet,  beide  in  Symmetrieaxen  zu  legen,  die  X-Axe  jeder- 
zeit bevorzugt  werden.  Der  Buchstabe  C  bezeichne  das  Vorhanden- 
sein eines  Symmetriecentrum3,  Ea  das  einer  Symmetrieebene  normal 
zur  Richtung  a\  A"  weise  auf  eine  »i-  zählige  Symmetrieaxe  in  der 

Richtung  b,  SP  auf  eine  n-zählige  Spiegeldrehungsaxe  parallel  e  hin. 
Drei  Axen,  welche  cyklisch  vertauschbar  sind,  seien  durch  die 
Zeichen  ~  verbunden. 

Bezüglich  der  Anordnung  und  Bezeichnung  der  Krystallgruppen 
schließe  ich  mich  an  die  Vorschläge  von  Schönflies  82)  an. 

Die  Krystallgruppen  werden  in  sieben  Systeme  verteilt;  in 
jedem  System  kehren  mehr  oder  weniger  vollständig  dieselben  Unter- 
abteilungen wieder. 

Die  holoedrische  Gruppe  enthält  die  Gesamtheit  der  in 
dem  System  vorkommenden  Formelemente.  Die  übrigen  Gruppen 
werden  als  hemiedrische  und  als  tetartoedrische  bezeichnet, 
je  nachdem  sie  im  Maximum  die  Hälfte  oder  ein  Viertel  der  Maxiinal- 
zahl  von  Flächen  der  holoedrischen  Gruppe  aufweisen  können.  Bei 
den  meisten  Krystallsystemen  sind  mehrere  Hemiedrien  und  Tetar- 

9* 
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toedrien  möglich,  welche  dann  durch  hesondere  Bezeichnungen  charak- 
terisiert werden  müssen. 

Im  monoklinen  und  rhombischen  System  werden  diejenigen 
Halbflächner,  welche  beide  Seiten  der  ausgezeichneten  Axe  gleich- 
wertig belassen,  kurz  als  hemiedrisch,  diejenigen,  welche  dieselben 
ungleichwertig  werden  lassen,  spezieller  als  hemimorph- hemiedrisch 
oder  kurz  als  hemimorph  bezeichnet. 

Das  rhomboedrische,  das  tetragonale  oder  quadratische 
und  das  hexagonale  System  zeigen  in  ihren  Unterabteilungen  die 
größte  Analogie. 

Bleiben  alle  Symmetrieaxen  erhalten,  aber  verschwinden  das 
Centrum  der  Symmetrie  und  die  Synimetrieebenen,  so  entstellen,  je 
nachdem  die  eine  oder  die  andere  Hälfte  der  ursprünglichen  Flächen 
beibehalten  wird,  zwei  Halbflächner,  die  sich  gegenseitig  nicht  zur 
Deckung  bringen  lassen;  man  nennt  sie  enantiomorph  und  be- 
zeichnet mit  demselben  Namen  die  Hemiedrie  der  Gruppe. 

Fallen  mit  dem  Symmetriecentrum  die  zur  ausgezeichneten 
/-Axe  normalen  zweizähligen  Symmetrieaxen  weg,  so  werden  da- 
durch die  beiden  Seiten  der  Hauptaxe  ungleichwertig  und  die  Heini- 
edrie  nach  dem  Vorstehenden  hemimorph. 

Verschwinden  endlich  die  Nebenaxen  und  die  durch  die  Hauptaxe 
gehenden  Syminctrieebcnen,  während  die  Hauptaxe  ihre  Natur  behält 
und  das  Symmetriecentruin  bestehen  bleibt,  so  sind  die  beiden  Seiten  der 
Hauptaxe  spiegelbildlich  gleich  und  die  Hemiedrie  heißt  paramorph. 

Das  tetragonale  und  das  hexagonale  System  gestatten  je 
noch  eine  vierte  Hemiedrie,  bei  der  die  Hauptaxe  ihre  Natur  ändert ; 
sie  wird  nach  dem  Charakter  der  Hauptaxe  bezeichnet. 

Vierteltiäclmer  erhält  man  einmal,  indem  man  als  einziges  Sym- 
metrieelement die  Hauptsymmetrieaxe  mit  dem  durch  die  Holoedrie 
gegebenen  Charakter  beibehält;  sie  sind  als  die  normalen  durch  kein 
Beiwort  charakterisiert. 

Im  tetragonalen  und  hexagonalen  System  ist  außerdem  noch 
eine  Tetartoedrie  mit  geändertem  Charakter  der  Hauptaxe  möglich, 
welche  durch  diesen  definiert  ist. 

Im  regulären  System  sind  drei  Hemiedrien  möglich,  welche 
trotz  der  abweichenden  Symmetrieverhältnisse  des  Systeincs  den 
eben  besprochenen  so  analog  sind,  daß  sie  durch  dieselben  Bei- 
worte bezeichnet  werden  können.  Die  einzige  Tetartoedrie  ist  eine 
mit  verändertem  Charakter  der  Hauptaxen. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  wird  die  folgende  Zusammen- 
stellung verständlich  sein. 
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Triklines  System. 

1.  Holoedrie  C 

2.  Hemiedrie  — 

Monoklines  System. 

3.  Holoedrie        CA*  oder  CEs 

4.  Hemiedrie  E. 

5.  Hemimorplüe  A* 

Rhombisches  System. 

6.  Holoedrie  CA*A*  oder  C  A*  Ex 

7.  Hemiedrie  A*  A* 

3  X 

8.  Hemimorphie  A*  Ex 

Rhomboedrisches  System. 

9.  Holoedrie  rA*AS  °(lt'r  c  A?  K 

10.  Enantioniorphe  Hemiedrie     A}  A* 

11.  Hemimorphe  Hemiedrie        A*  Ex 

12.  Paramorphe  Hemiedrie  CA* 

13.  Tetartoedrie  A* 

Tetragonales  System. 

14.  Holoedrie  *  C  A*  A*  oder  C  A*  Ex 

15.  Enantiomorphe  Hemiedrie  A*AJ 

16.  Hemimorphe  Hemiedrie  A*  Ex 

17.  Paramorphe  Hemiedrie  CA* 

18.  Tetartoedrie  A* 

z 

19.  Hemiedrie  mit  Spiegeldrehungsaxe         S*  A* 

20.  Tetartoedrie  mit  Spiegeldrehungsaxe  S* 

Hexagonales  System. 

2 1 .  Holoedrie  C  A«  A*  oder  C  A*  E 

Z  X  Z  X 

22.  Enantiomorphe  Hemiedrie  At  A% 

23.  Hemimorphe  Hemiedrie  Af 

24.  Paramorphe  Hemiedrie  CA* 

25.  Tetartoedrie  A* 

26.  Hemiedrie  mit  dreizähliger  Symmetrieaxe  A*E.A* 

27.  Tetartoedrie  mit  dreizähliger  Symmetrieaxe  A*Es 

Reguläres  System. 

28.  Holoedrie  C  A*  A* 

29.  Enantiomorphe  Hemiedrie      A*  A* 

30.  Hemimorphe  Hemiedrie  Sx* 

31.  Paramorphe  Hemiedrie       CA*  ~  ,4y*  ~  ^2 

32.  Tetartoedrie  A*  -       -  A,K 
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Die  Anwendung  dieser  Tabelle  zum  Zwecke  der  Spezialisierung 
allgemeiner  physikalischer  Gesetze  für  die  Krystalle  irgend  einer  Gruppe 
geschieht  so,  daß  man  den  Krystall  nacheinander  auf  gleichwertige 
Koordinatensysteme  bezieht  und  für  jedes  das  allgemeine  Gesetz 
bildet.  Da  für  gleichwertige  Koordinatensysteme  der  Zusammenhang 
zwischen  Abhängigen  und  Unabhängigen  sich  durch  dieselben  Glei- 
chungen mit  denselben  Konstanten  ausdrücken  muß,  so  giebt  die 
Kombination  der  verschiedeneu  Formeln  eine  Reihe  von  Beziehungen 
zwischen  den  Konstanten,  welche  das  ursprüngliche  Gesetz  speziali- 
sieren, eventuell  vereinfachen.  Eis  mag  dabei  daran  erinnert  werden, 
daß  die  Existenz  eines  Symmetriecentrums  die  Äquivalenz  von  Ko- 
ordinatensystemen mit  entgegengesetzten  Axenrichtungen  ausspricht, 
die  Existenz  einer  Symmetrieebene  aber  die  Äquivalenz  von  zwei 
Systemen,  von  denen  nur  die  normal  zur  Symmetrieebene  stehende 
Koordinatenaxe  die  entgegengesetzte  Richtung  besitzt,  die  anderen 
beiden  aber  gleiche. 

Die  vorstehende  Tabelle  enthält  die  im  allgemeinsten  Falle  zur 
Geltung  kommenden  Symmetrieeigenschaften  der  32  Krystallgruppen. 
Es  giebt  aber  viele  Fälle,  wo  die  Verhältnisse  sich  vereinfachen  und 
die  Anzahl  physikalisch  verschiedener  Gruppen  sich  reduziert,  weil 
nach  dem  physikalischen  Gesetz,  um  dessen  Spezialisierung  es  sich 
handelt,  der  behandelte  Vorgang  selbst  eine  Symmetrieeigenschaft 
besitzt 

Der  häufigste  Fall  ist  der,  daß  jener  Vorgang  ein  Symmetrie- 
centrum  hat  Dies  findet  zum  Beispiel  immer  dann  statt,  wenn 
die  Unabhängigen  und  die  Abhängigen  die  Komponenten  je  einer 
Vektorgröße,  z.  B.  einer  Kraft  oder  einer  Geschwindigkeit  nach  den 
Koordinatenaxen,  und  die  Beziehungen  zwischen  ihnen  homogen  linear 
sind;  denn  in  diesem  Falle  ändert  die  Vertauschung  der  Koordi- 
natenaxen mit  den  entgegengesetzten  die  Formeln  durchaus  nicht 

In  allen  diesen  Fällen  ist  also  die  Symmetrie  des  physikalischen 
Vorganges  um  das  Element  C  höher,  als  diejenige  der  Krystallform ; 
es  resultiert  hier  die  folgende  Tabelle. 


Triklines  System. 


Gruppe  1  und  2 


Monoklines  System. 


Gruppe  3,  4,  5 


Rhombisches  System. 


Gruppe  6,  7,  8 
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Rhomboedrisches  System. 


Gruppe  9,  10,  11 
Gruppe  12,  13 


Tetragonales  System. 


Gruppe  14,  15,  16,  19 
Gruppe  17,  18,  20 


CA*AJ. 
CA*. 


Hexagonales  System. 


Gruppe  21,  22,  23,  26 
Gruppe  24,  25,  27 


CA*A* 

z  x 

CA?. 


Reguläres  System. 


Gruppe  28,  29,  30 
Gruppe  31,  32 


CA*~A*~A* 

x  y  z 


Die  32  Gruppen  ordnen  sich  also  in  Bezug  auf  physikalische 
Vorgänge,  welche  ein  Centrum  der  Symmetrie  besitzen,  in  1 1  Klassen ; 
aber  auch  von  diesen  fallen  in  speziellen  Fällen  noch  mehrere 
zusammen. 

Kin  zweiter  spezieller  Fall  ist  der,  daß  der  Vorgang  die  Un- 
gleichwertigkeit  entgegengesetzter  Richtungen  verlangt,  also  ra  i  t  e  i  u  e  m 
Symmetriecentrum  unvereinbar  ist.  Dies  tritt  z.B.  ein,  weun 
ein  System  von  Vektorkomponenten  durch  homogene  Funktionen 
zweiten  Grades  von  einem  anderen  System  Vektorkomponeuten  ge- 
geben ist  Denn  hier  kehrt  bei  der  Vertauschung  eines  Koordinaten- 
systems mit  den  entgegengesetzten  die  eine  Seite  dieser  Beziehungen 
ihr  Vorzeichen  um,  aber  die  andere  nicht. 

Eine  solche  Eigenschaft  hat  zur  Folge,  daß  bei  allen  Krystall- 
gruppen,  welche  ein  Symmetriecentrum  besitzen,  nämlich  bei 

den  Gruppen  1,  3,  6,  9,  12,  14,  17,  21,  24,  28,  31, 
sowie  bei  isotropen  Medien  Vorgänge  der  genannten  Art  unmöglich 
sind,  also  die  Konstanten,  welche  ihre  Größe  messen,  verschwinden 
müssen.  — 

Wir  wollen  nun  einige  der  wichtigsten  in  der  theoretischen 
Physik  vorkommenden  allgemeinen  Beziehungen  zusammenstellen 
und  für  die  32  krystallographischen  Gruppen  spezialisieren. 

Es  empfiehlt  sich  dabei,  dieselben  auf  die  spezielle  Form  zu 
bringen,  daß  eine  physikalische  Größe  F,  welche  den  Charakter 
eines  Skalares  besitzt  und  die  demgemäß  vom  Koordinatensystem  . 
unabhängig  ist,  einer  Funktion  von  Vektorkomponenten  oder  ihnen 
verwandten  Argumenten  gleich  gesetzt  wird.  Eine  solche  Größe 
muß  dann,  auf  verschiedene  physikalisch  gleichwertige  Koordinaten- 
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aysteme  bezogen,  die  gleiche  Form  mit  gleichen  numerischen  Werten 
der  Konstanten  erhalten. 

Mitunter  werden  die  physikalischen  Gesetze  durch  die  Theorie 
direkt  in  der  oben  erörterten  Fonn  geliefert;  das  im  vorigen  Ab- 
schnitt abgeleitete  elastische  Potential  bietet  hierfür  ein  Beispiel» 
und  die  Funktion  F  hat  hier  unmittelbar  eine  physikalische  Be- 
deutung. Wo  man  die  gewünschte  Form  erst  künstlich  herstellen 
muß,  fehlt  dagegen  der  Funktion  F  häufig  eine  solche.  Sie  wird 
dann  z.  B.  nur  durch  die  Werte  ihrer  Differentialquotienten  nach 
gewissen  auxiliären  Argumenteu  definiert,  wie  das  unten  au  einem 
Beispiele  gezeigt  werden  soll. 

Wir  betrachten  zunächst  Funktionen  F  von  Vektorkompo- 
nenten und  bemerken  dazu  im  voraus,  daß  die  Differentialquotienten 
von      nach  diesen  Argumenten  wieder  Vektorkomponenteu  sind. 

I.  Es  sei  F  eine  lineare  Funktion  der  Vektorkomponenten 
Xy  Y,  Z,  etwa 

151)  o,  X+  oa  F+  n,#, 

so  ist  mit  dieser  Form  ein  Centrum  der  Symmetrie  unvereinbar. 
Die  Differentialquotienten  werden 

dF  dF  BF 

151)  dX  =ox,  dY  =  a2,  dz  =<v 

Wir  erhalten  demgemäß  die  folgende  Zusammenstellung. 


Schema  I. 

Triklines  System. 

Gruppe 

1 

a,  =  na  =  o3  =  0. 

Gruppe 

2 

n1?  o3,  n3. 

Monoklines  System. 

Gruppe 

3 

dj  =  o2  =  n3  =  0. 

Gruppe 

4 

a1}  a2,  0 

Gruppe 

5 

0,  0,  a8. 

Rhombisches  System. 

Gruppe 

6, 

7                      ax  =  a8  =  a3  =  0. 

Gruppe 

8 

0,  0,  a8. 

Rhomboedrisches  System. 

Gruppe 

10,  12               0j  =  o2  =  a3  =  0. 

Gruppe 

11 

,  13                  0,  0,  a3. 

Tetragonales  System. 

Gruppe 

14 

,  15,  17,  19,  20  ax  =  a2  =  a3  =  0. 

Gruppe 

16 

>  18                  0,  0,  o3. 
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Hexagonales  System. 
Gruppe  21,  22,  24,  26,  27   ax  =  n2  =  o3  =  0. 
Gruppe  23,  25  0,  0,  Oj. 

Reguläres  System  und  isotrope  Körper. 
Gruppe  28  bis  32  fl1=oJ  =  (i,  =  0. 

II.  Es  sei  F  eine  bilineare  Funktion  der  secbs  Vektorkomponen- 
ten A',  Y,  Z  und  U,  V,  W  und  zwar  gesetzt 

F  =  f'(on  -V  +  a„  Y  +  «„  2)  +  r(o„  X  +  n„  J'  +  o„  I 

Die  durcb  einen  solchen  Ansatz  gegebenen  Vorgänge  besitzen 
ein  Centruin  der  Symmetrie,  es  tritt  sonach  hier  die  vereinfachte 
Einteilung  der  G nippen  von  S.  134  in  Kraft  Die  Differentialquo- 
tienten von  F  nach  i)  f  ]  W  hefern  die  Gleichungen 


u  — 


V  =  f~y  =  fl2l  *  +  fl22  Y  +  rtI3  Zi 


152) 


worin  ti,  r,  w  Abkürzungen  sind,  welche  Vektorkomponenten  bezeich- 
nen, falls  gleiches  von  Ut  F,  W  gilt  und  /'  eine  skalare  Funktion  ist 
Das  Vorstehende  zeigt,  daß,  wenn  der  Ansatz  (152')  die  direkt 
gegebene  Beziehung  zwischen  den  Vektorkomponenten  «,  t>,  to  und 
X,  Y,  Z  ist,  durch  (152)  eine  Funktion  F  geliefert  wird,  an  welche 
man  bequemer,  als  au  (152'),  die  Symmetriebetrachtungen  anknüpfen 
kann. 

Das  Resultat  der  Spezialisierung  giebt  die  folgende  Tabelle.83) 

Schema  II. 

Triklines  System. 
Gmppe  1,  2     ou,  n12,  o13;  n21,  a22,  a23;  o31,  o32,  n33. 

Monoklines  System. 
Gruppe  3,  4,  5     an,  a12,  0;  aal,  a22,  0;  0,  0,  n33. 

Rhombisches  System. 
Gruppe  6,  7,  8     an,  0,  0;  0,  a22,  0;  0,  0,  n33. 

Rhomboedrisches  System. 
Gruppe  9,  10,  11     on,  0,  0;  0,  on,  0;  0,  0,  n33. 
Gruppe  12,  13     an,  au,  0;  -  n13,  an,  0;  0,  0,  o33. 
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Tetragonales  System. 
Gruppe  14,  15,  16,  19     on,  0,  0;  0,  on,  0;  0,  0,  a33. 
Gruppe  17,  18,  20     on,  a12,  0;  -  aI2,  on,  0;  0,  0,  a33. 

Hexagonales  System. 
Gruppe  21,  22,  23,  26     on,  0,  0;  0,  aiv  0;  0,  0,  a33. 
Gruppe  24,  25,  27     on,  a13,  0;  -  aia,  on,  0;  0,  0,  a33. 

Reguläres  System  und  isotrope  Körper. 
Gruppe  28,  29,  30,  31,  32     oH,  0,  0;  0,  Qn,  0;  0,  0,  ou. 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Klassen  reduziert  sich  hier  also 
auf  sechs.  — 

Ein  wichtiger  spezieller  Fall  ist  der,  daß  X  =  V\  Y  =  V,  Z  =  W 
ist;  dann  treten  die  ahk  immer  nur  in  den  Kombinationen  ahk  +  &kh 
auf,  woraus  folgt,  daß  man  ihnen  ohne  Beschränkung  der  Allgemein- 
heit die  Bedingung  c\hk  =  akh  auferlegen  kann.  Dann  nimmt  das 
Schema  II  für  die  sechs  unabhängigen  Konstanten  die  folgende  ver- 
einfachte Form  an. 

Schema  II'. 
Triklines  System, 
flu?  0^,  a33;  n23,  n31,  n13. 

Monoklines  System. 

nn>  fl22>  °33  5  °>  °>  ni2- 
Rhombisches  System. 

°n»        ö33;  °»  °>  ü- 
Rhomboedrisches,  tetragonales,  hexagonales  System. 

nn  >  fln>  n33;  °>  °>  °- 
Reguläres  System  und  isotrope  Körper. 
nn>  an>  °n  5  ü>  °»  0- 
Ein  weiterer  Spezialfall  ist  der,  daß  die  sechs  Variabein  nur  in 
den  Verbindungen  YW—ZY,  ZU—  XJF,  XV—  YU  vorkommen; 
dann  erscheint  an,  aaa,  <i33  gar  nicht,  und  die  übrigen  nur  in  den 
Gliedern  Q23  — o32,  o31  —  a13,  ala  —  ci21. 
Hier  kann  man  ohne  Beschränkung 

°23  =  ~  fi32  =  V»  Q31  =  -  fl13  =  Q2>  Q12  =  ~  Q21  =  Qs' 

setzen  und  erhält  für  letztere  Größen  die  folgende  Zusammenstellung. 

Schema  II". 

Triklines  System.       Monoklines  System.     Rhombisches  System. 
Qj',  oa',  a3'.  0,  0,  a3'  <  =  a2'  =  o3'  =  0. 
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Rhomboedrisches  System. 
Gruppe  9,  10,  11  a,'  =  a2'  =  n3'  =  0. 

Gruppe  12,  13  0,  0,  a3\ 

Tetragonales  System. 
Gruppe  14,  15,  16,  19    0j'  =  a2'  =  a3'  —  0. 
Gruppe  17,  18,  20  0,  0,  a3'. 

Hexagonales  System. 
Gruppe  21,  22,  23,  26    a,'  =  a2'  =  a3'  =  0. 
Gruppe  24,  25,  27  0,  0,  a3'. 

Reguläres  System  und  isotrope  Körper. 

ai  =  a2  =  a3  =  ()-  — 
In  verschiedenen  Gebieten  der  Physik  spielen  gewisse  Funktio- 
nen eine  Rolle,  welche  zwar  nicht  selbst  Vektorkomponenten  sind, 
sich  ihnen  aber  insofern  verwandt  erweisen,  als  sie  sich  ebenso,  wie 
Potenzen  und  Produkte  von  solchen,  auf  wechselnde  Koordinaten- 
systeme transformieren.  Wir  wollen  solche  jetzt  auch  in  den  Kreis 
unserer  Betrachtungen  ziehen  und  mit 

l,  M,  X,  P,  Q,  R 

im  folgenden  Funktionen  bezeichnen,  die  sich  orthogonal  transfor- 
mieren, wie  X\  J*  £*,  1  Zft,  ZXfl,  XYf2;  U,  Ff  W  mögen 
die  frühere  Bedeutung  behalten. 

III.  Es  sei  F  eine  bilineare  Funktion  der  neun  Argumente  X, 
3/,  N,  P,  Q,  R,  Uf  F,  Jf\  und  zwar  von  der  speziellen  Form 

F=  U(bn  L  +  b„M+  blsA+  bI4P  +  b,B  Q  +  b16  R)  ] 

+  ^(b,lX  +  bMAf+bMAr+6äl4P+bM«  +  bMÄ)  153) 

+  /F(b31  />  +  b32  3/+  b33  Ar  +  b34  P  4-  b35  Q  +  b36  Ä) .  J 

Die  Piffercntialquotienten  von  F  nach  Uf  F,  W  sind  wieder 
Vektorkomponenten,  die  nach  Ly  M .  .  .  R  haben  denselben  Charakter 
wie  die  letzteren  Größen.    Es  gilt 

=  bn  L  4-  bl8  M  4-  b13  JV  4-  b14  P  4-  b16  Q  4-  bia  R ,  1 53-) 

H=bn^4-b2ir-f  bsir  153") 


Diese  Annahme  giebt  ein  zweites  Beispiel  für  den  oben  schon  er- 
wähnten Fall,  daß  das  physikalische  Gesetz  mit  der  Existenz  eines 
Symmetriecentrums  am  Krystall  unvereinbar  ist. 
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Die  Anwendu 
auf  die  folgenden 


ug  des  S.  134  entwickelten  Verfahrens  führt  hier 
Systeme  von  Konstanten.84) 

Schema  III. 
Triklines  System. 


Gruppe  1 

alle 

1>A* 

=  0. 

Gruppe  2 

bn 

b12 

b.3 

bie 

b23 

K 

b26 

K 

&33 

*34 

K 

Monoklines 

System. 

Gruppe  3 

alle 

=  0. 

Gruppe  4 

K 

b13 

0 

0 

b,6 

b22 

b23 

0 

0 

b26 

0 

0 

0 

b34 

b35 

0 

Gruppe  5 

0 

0 

0 

bu 

*!• 

0 

0 

0 

0 

b24 

b« 

0 

b32 

&33 

0 

0 

*se 

Rhombisches  System. 

Gruppe  6 

alle 

=  0. 

Gruppe  7 

0 

0 

0 

b,4 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

b2* 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

b36 

Gruppe  8 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

b24 

0 

0 

b31 

b32 

b33 

0 

0 

0 

Rhombocdrisches 

System. 

G nippe  9 

alle 

=  0. 

(■rrilTHK1  10 

"bn 

o 

b14 

0 

0 

0 

0 

0 

0  - 

•*14- 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Gruppe  11 

0 

0 

0 

0 

bu- 

-b22]/2 

22 

0 

0 

0 

K 

*31 

b83 

0 

0 

0 

Gruppe  12 

alle 

=  0. 

Gruppe  13 

<>n- 

-Oll 

0 

b15- 

-t>23y2 

b22 

0 

b31 

*«1 

b33 

0 

0 

0 
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Tetragonales  System. 


Gruppe  14 

alle  bhk  = 

0. 

Granne  15 

0 

0 

0 

UH 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

-6U 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Gruppe  16 

0 

0 

0 

0 

6,6 

0 

0 

0 

0 

*i. 

0 

0 

6.1 

63. 

0 

0 

0 

Gruppe  17 

alle  bhk  = 

0. 

(imune  18 

0 

0 

0 

°H 

b 

0 

0 

0 

0 

615 

"6u 

0 

6.1 

633 

0 

0 

0 

Gruppe  19 

0 

0 

0 

UH 

0 

*  * 

0 

0 

0 

0 

0 

614 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

63e 

Gruppe  20 

0 

0 

0 

6u 

6» 

0 

0 

0 

0  - 

-616 

6h 

0 

631 

0 

0- 

ü 

63e 

Hexagonales 

System. 

Gruppe  21 

alle  bhk  = 

0. 

Grunne  22 

0 

0 

0 

6» 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

-6h 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Gruppe  23 

0 

0 

0 

0 

61. 

0 

0 

0 

0 

61. 

0 

0 

631 

63i 

633 

0 

0 

ü 

Gruppe  24 

alle  bhk  = 

0. 

Gruppe  25 

0 

0 

0 

6h 

6u 

0 

0 

0 

0 

615 

"6h 

0 

*.i 

631 

633 

0 

0 

0 

Gruppe  26 

-611 

0 

ü 

0 

0 

0 

ü 

0 

0 

0  - 

-6nV'2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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Gruppe  27  bn  -bn    0      0  0-bi2Y2 

-b22     b2a    0      0  0-bn|/2 
0      0      0      ü      0  0 

Reguläres  System. 


Gruppe  28,  29,  31 

alle  bhk 

=  0. 

Gruppe  30,  32 

0  0 

0 

0 

0 

0  0 

0 

0 

0 

0  0 

0 

0 

0 

*14 

Isotrope  Körper. 
Alle  bhk  =  0. 

IV.  Es  sei  neben  Lt  M,  N,  Pt  Q,  R  das  System  Variabler 

A,  B,  Cj  D,  F,  G 
gegeben,  das  sich  orthogonal  transformiert,  wie 

u*,  r*,  w\  rr/2,  wufi,  urp 

und  es  sei  die  bilineare  Funktion  F  gegeben  durch 

F  =  A  (cn  L  +  tl%M  +  c13  N  +  c14  P  +  c15  +  cie  R) 
+  £(c21  Z  +  c2iM+  ca3 iV  +  ca4 P  +  c26  Q  +  cao/f) 
+  C?  (c81  Z,  +  c32  Jf  +  cM  JV+  c34P  +  c3fi  Q  +  Cj.fi) 
+  I)  (c41  />  +  c41  J/  +  c43  iV  +  c44  P  +  c46  §  +  c46  Ä) 
+  £(c4l  L  +  cM  jW  +  c63  J\:  +  cß4  P  +  c6fi  Q  +  c50  R) 
+  G  (cfll  X  +  c62  M  +  cfl3  N  +  cfl4  P  +  ci4  Q  +  c6e  Ä). 

Die  Differentialquotienten  von  F  nach  Af  B,  .  .  .  oder  nach 
//,  M,  .  .  .  haben  den  Charakter  dieser  Größen.    Es  gilt 

=  cll/,  +  cllJf  +  c13JV+cMP+c1,e  +  cieÄf 


154) 


154')  BA 


8  F 

154")      ö  L  =  C"  7/  +  c«  *  +  f3i  C  +  c*i  D  +  c«  *  +  cei  G' 

Die  durch  diesen  Ansatz  gegebenen  Vorgänge  sind  wiederum 
centrisch  symmetrisch;  die  Spezialisierung  ist  also  unter  Benutzung 
der  Tabelle  auf  S.  134  auszuführen.  Die  Resultate  enthält  das  nach- 
stehende Schema,  8ß) 
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Gruppe  1  und  2 


Gruppe  3  bis  5 


Gruppe  6  bis  8 


Gruppe  9  bis  11 


Gruppe  12,  13 


Schema  IV. 


Triklines  System. 


cll 

«12 

«13 

«14 

«16 

«16 

«21 

C22 

«23 

«24 

«26 

«26 

«31 

C32 

«33 

«84 

«36 

«36 

«41 

«42 

«43 

«44 

«46 

«46 

«61 

«62 

«63 

«64 

«66 

«66 

hl 

hi 

««3 

«04 

«68 

«0« 

Monoklines  System. 

cn 

«12 

«13 

0 

0 

«16 

hi 

c22 

«23 

0 

0 

«20 

hi 

«32 

«63 

0 

0 

3(3 

0 

0 

0 

«44 

hn 
46 

0 

0 

0 

0 

«64 

«66 

0 

hi 

h2 

«63 

0 

0 

«00 

Rhombisches  System. 

hi 

«12 

«13 

0 

0 

0 

hi 

C22 

«23 

0 

0 

0 

hi 

C32 

«33 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«44 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«68 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«06 

Ihomboedrisches  System. 

«n 

CI2 

«13 

«14 

0 

0 

«12 

«11 

«13 

-«14 

0 

0 

«31 

«81 

«33 

0 

0 

0 

hi 

—  C41 

0 

«44 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«44 

«41^ 

0 

0 

0 

0 

«uV2  (cn-c13) 

«n 

«12 

«13 

«14  " 

-«26 

0 

«12 

«11 

«13 

-«14 

«26 

0 

C31 

«31 

«33 

0 

0 

0 

C41 

~«4l 

0 

«44 

«48 

«62/2 

~h2 

«62 

0 

-«45 

«4» 

«4iV2 

0 

0 

0 

«hV2  (cn-cia) 

e 
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Tetragonales  System. 


Gruppe  17,  18,  20 


Gruppe  21  bis  27 


Gruppe  28  bis  32 


C13 

0 

0 

0 

C12 

hi 

C13 

0 

0 

0 

C31 

C33 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

C44 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

C44 
** 

ü 

0 

0 

0 

0 

0 

hß 

hi 

hi 

C13 

0 

0 

ci« 

hi 

hi 

C13 

0 

0  - 

<ie 

C31 

hl 

<33 

0 

0 

0 

0 

ü 

0 

<44 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

C44 

0 

c«i 

-c«i 

0 

0 

0 

Hexagouales  System. 


cll 

h* 

C13 

0 

0 

0 

C12 

«11 

C13 

0 

0 

0 

hl 

C31 

h* 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

C44 

0 

0 

0 

0 

0 

Ü 

C44 

0 

0 

0 

0 

0 

0(c„ 

-Ci2) 

Reguläres  System. 


fn  ht 

hi 

0 

0 

0 

cu  Cll 

hl 

0 

0 

0 

hl  C12 

«11 

0 

0 

0 

Ü  0 

0 

C44 

0 

0 

0  0 

0 

0 

C44 

0 

0  0 

0 

0 

0 

C44 

Isotrope 

Körper. 

ci 

0 

0 

0 

fl  c 

ci 

0 

0 

0 

h  cl 

c 

0 

0 

0 

0  0 

0 

h 

0 

0 

0  0 

0 

0 

h 

0 

0  0 

0 

0 

0 

h- 

worin  c  —  Cj  =  c2  gesetzt  ist. 

Von  dem  Ansatz  (154)  sind  zwei  spezielle  Können  von  be- 
sonderem Interesse,  die  den  Seite  138  betrachteten  von  (152)  durch- 
aus entsprechen.  Ist 
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A  =  L ,   B  =  M,    C=X,    1)  =  P.    E=Q,    G  =  Ii, 

so  kommen  die  Konstanten  c,lfc  und  zkh  nur  in  der  Kombination 
(c*.*  +  ikh)  vor;  niau  kann  also  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit 
Cfck  =  ciA  setzen,  woraus  für  die  wenigen  speziellen  Fälle,  wo  die  vor- 
stehenden Systeme  chk  —  —  ckh  ergeben,  c,lfc  =  ckh  =  0  folgt.  Der 
Vergleich  mit  dem  Schema  (149)  zeigt,  daß  das  elastische  Potential 
die  Form  (154),  die  elastischen  Drucke  die  Form  (154')  mit  der 
angegebenen  Vereinfachung  besitzen  und  demgemäß  zu  behandeln 
sind.  Man  kann  übrigens  die  Spezialisierung  statt  an  ihnen,  auch 
an  den  S.  125  definierten  Summen  6**'  ausführen:  doch  geben  hierzu 
die  obigen  Schemas  nicht  die  Mittel.86) 

Die  zweite  spezielle  Form  des  Ansatzes  tritt  dann  ein,  wenn 
die  Produkte  AL,  BM,  CW,  DP,  KQ,  GH  gar  nicht,  die  übrigen 
nur  in  Differenzen  von  der  Art  AM  —  B  L,  A  N '  —  C L ,  .  .  .  enthält. 
Dann  treten  die  Konstanten  nur  in  den  Kombinationen  chk  —  ckh  auf, 
und  man  darf,  außer  C/,A  =  0,  auch  thk  =  —  cktt  setzen.  Wo  die 
vorstehenden  Konstantensysteme  die  Beziehung  chk  =  ckh  zeigen,  folgt 
hieraus  e,,k  =  ckh  =  0. 

Bei  der  Einfachheit  der  Verhältnisse  und  dem  großen  Umfang 
von  Schema  IV  mag  die  Aufstellung  der  diesen  beiden  speziellen 
Formen  von  /'  entsprechenden  Schemata  unterbleiben. 

§  18.    Cyklische  Systeme,  welche  starre  Körper  enthalten. 
Maxweli/s  Theorie  der  Elektrodynamik. 

Am  Ende  des  zweiten  Kapitels  ist  der  Betrachtung  ein  Massen- 
system unterworfen  worden,  dessen  allgemeine  Lag  r  AXGE'sche  Koordi- 
naten p  in  zwei  Gruppen  zerfallen:  langsam  veränderliche  oder 
Positionskoordinaten  pa,  deren  Geschwindigkeiten  (ja  als  unend- 
lich klein  erster  Ordnung  betrachtet  wurden,  und  schnell  veränder- 
liche oder  cyklische  Koordinaten  ph,  die  aber  in  der  Lagkaxgk'- 
schen  Funktion  A  —  V  —  </>  nicht  auftreten  sollten. 

Untej  der  Annahme,  daß  beide  Arten  von  Beschleunigungen 
unendlich  klein  wären,  erhielt  man  dann  aus  den  allgemeinen  For- 
meln (103)  die  speziellen  (109)  und  (109')  für  die  Kräfte  Pa  und  Pb, 
welche  die  beiden  Arten  von  Koordinaten  zu  vergrößern  streben: 

*-  + 155) 

Finden  zwischen  den  Massen  des  Cykels  keine  Wechselwirkungen 
statt,  sind  also  etwa  auftretende  innere  Kräfte  ausschließlich  kineti- 
schen Ursprunges,  so  wird  A  mit  der  lebendigen  Kraft  V  identisch, 

Voiot,  Theoretische  Physik.  10 
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die  sich  nach  den  gemachten  Annahmen  gemäß  der  Formel  (109") 
als  eine  homogeue  Funktion  zweiten  Grades  der  cyklischen  Ge- 
schwindigkeiten f/h  darstellt,  deren  Koeffizienten  allein  von  den  Po- 
sitionskoordinaten pa  abhängen. 

Enthält  das  Cykel  nach  seinem  äußeren  Verhalten,  d.  h.  nach  seinen 
Positionskoordinaten  pa  beurteilt,  nur  starre  Körper,  so  kommen  für 
die  Kräfte,  die  sie  ausüben  und  erfahren,  die  in  diesem  Kapitel  ent- 
wickelten allgemeinen  Grundsätze  zur  Anwendung,  und  daher  mag 
ein  Beispiel  dieser  Art  von  hervorragendem  physikalischen  Interesse 
hier  eingefügt  werden.  — 

Die  MAXWELL'sche  Theorie  87)  der  Elektrodynamik  beruht  darauf, 
daß  man  die  wahrnehmbaren  Vorgänge  dieser  Art  zurückführt  auf 
das  Bestehen  cyklischer  Bewegungen,  welche  das  Wesen  der  so- 
genannten galvanischen  Ströme  ausmachen  sollen.  Diese  Be- 
wegungen, über  deren  speziellere  Eigenschaften  nach  dem  S.  90  Ge- 
sagten Annahmen  nicht  gemacht  zu  werden  brauchen,  müssen  sich, 
um  die  scheinbaren  Fernwirkungen  zwischen  Stromleitern  hervor- 
zubringen, nicht  nur  in  diesen  selbst  abspielen  —  wo  man  die  Ströme 
in  der  alten  Theorie  ausschließlich  verlaufend  annahm  —  sondern 
auch  in  dem  zwischen  ihnen  ausgebreiteten  nichtleitenden  Medium. 

Betrachtet  man  nur  lineäre  geschlossene  Stromleiter,  so  ist  deren 
elektrodynamisches  Verhalten,  abgesehen  von  ihrer  geometrischen 
Konfiguration,  die  sich  in  den  Koordinaten  pa  ausdrückt,  je  nur  von 
einer  elektrischen  Variabein  abhängig,  die  man  die  Stärke  ih  des  in 
einem  jeden  cirkulierenden  Stromes  nennt  und  durch  seine  Fern- 
wirkungen, z.  B.  elektromagnetischer  Art  mißt.  Man  wird  daher  für 
jeden  linearen  Stromlauf  auch  nur  eine  cyklische  Geschwindigkeit  (jh 
als  charakteristisch  betrachten  und  kann  dieselbe  hypothetisch  direkt 
mit  der  Stromstärke  proportional  setzen.  Identifiziert  man  gar  direkt 
qh  mit  /*,,,  so  verfügt  man  dadurch  nur  über  die  Einheiten,  in  denen 
man  die  Kräfte  Pb1  welche  die  cyklischen  Geschwindigkeiten  qb  zu 
vergrößern  streben,  und  die  man  im  allgemeinen  Sinne  die  elektro- 
motorischen nennt,  messen  will. 

Ist  nur  ein  lineärer  Stromlauf*  und  außerdem  kein  elektrodyna- 
misch wirksames  System,  z.  B.  auch  kein  konstanter  Magnet  oder 
kein  Stück  weiches  Eisen  vorhanden,  so  stellt  derselbe  nach  der  Be- 
zeichnung von  S.  87  ein  Monocykel  dar;  die  lebendige  Kraft  H* 
nimmt  für  ihn  die  einfachste  Form 

155)  V=\i*A 

au.  worin  A  nur  die  Positionskoordinaten  pa  des  Cykels  enthält 
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Als  wirksame  äußere  Kräfte  Pb  sind  hier  einerseits  die  von  der 
galvanischen  Kette  ausgeübte  antreibende,  elektromotorische 
Kraft  im  engeren  Sinne  E,  andererseits  die  verzögernde  Kraft 
—  R  des  Leitungswiderstandes  einzusetzen,  so  daß  die  zweite 
Formel  (155)  geschrieben  werden  kann 

,55"> 

Ihren  Inhalt  können  wir  dahin  aussprechen,  daß  die  elektromoto- 
rische Kraft  E  zwei  Gegenkräfte  zu  überwinden  hat,  eine  von  der 
Zeit  abhängige,  die  verschwindet,  wenn  alle  Teile  des  Leiters  ihre 
relative  Lage  beibehalten  und  die  Stromstärke  i  konstant  ist,  und 
eine  zweite,  in  diesem  Fall  allein  übrige,  deren  Natur  aus  experimental 
festgestellten  Thatsachen  zu  erschließen  ist.  Hierzu  eignet  sich  das 
OHM'sche  Gesetz,  wonach  die  Stromstärke  unter  den  letztgenannten 
Umständen  der  elektromotorischen  Kraft  der  Kette  direkt  propor- 
tional ist,  während  deren  Faktor  nur  von  den  Dimensionen  und  der 
Substanz  des  Leiters  abhängt.  Es  ist  sonach  M  =  i  W  zu  setzen, 
wo  ffr  den  Namen  des  Widerstandes  des  lineären  Leiters  führt;  die 
Formel  (155")  verwandelt  sich  dadurch  bei  Berücksichtigung  von 
(155')  in 

E=d-£  +iir.  155"') 

Bringt  man  hierin  das  erste  Glied  rechts  auf  die  linke  Seite, 
so  stellt  sich 

_dAi^E,  155,^ 

als  eine  zu  E  hinzukommende  elektromotorische  Kraft  dar,  welche 
von  der  zeitlichen  Änderung  der  Konfiguration  und  Intensität  des 
Stromlaufes  abhängt  und  als  induziert  bezeichnet  wird.  — 

Wir  erweitern  nun  die  Betrachtung  auf  ein  von  zwei  cyklischen 
Koordinaten  abhängiges  System,  oder  ein  Dicykel,  welches  nach 
dem  Gesagten  als  das  Bild  eines  aus  zwei  lineären  Stromläufen  sl 
und  bestehenden  Systemes  zu  betrachten  ist88);  von  weiteren  elektro- 
dynamisch wirkenden  Systemen  sei  auch  jetzt  abgesehen.  Hier  sind 
zwei  Stromstärken  iv  iv  zwei  Widerstände  ff'v  \V%  und  zwei  elektro- 
motorische Kräfte  Ev  E%  zu  unterscheiden,  und  ^  ist  eine  quadratische 
Form  von  ix  und  i%.  Bezeichnet  wieder  p  eine  der  Positionskoordi- 
naten des  Systems  und  P  die  äußere  Kraft,  welche  ihre  Vergröße- 
rung bewirkt,  so  folgt  allgemein 


10» 
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1 56)  P  =  -  i  («,'?£-•  +  2l-  +  it 


oder,  wenn  man  spezieller  einführt 
auch 

1 56)    St  =  £ (,/„ +  A„ ,,)  +    \VX ,  Et  =  1  ( Jlt f,  +  ^ g  +    ff, , 

i>  reduziert  sich  auf  das  erste  oder  letzte  Glied,  wenn  man  ent- 
weder in  dem  zweiten  oder  dem  ersten  Stromlauf  die  Stromstärke 
verschwinden  läßt  Da  aber  nur  der  Strom  die  Ursache  der  statt- 
findenden Kräfte  P  ist,  so  kann  die  Position  des  stromlosen  Kreises, 
d.  h.,  können  die  Werte  seiner  Positionskoordiuaten  in  diesem  Falle 
auf  P  keinen  Einfluß  haben;  hieraus  folgt,  daß  An  nur  Koordinaten  p 
enthält,  welche  dem  ersten,  A2i  nur  solche,  welche  dem  zweiten 
Stromlauf  entsprechen;  Alt  kann  dagegen  von  beiden  Gattungen 
abhängen. 

Hieraus  folgt  in  Ubereinstimmung  mit  (155""),  daß 
lob  )  -dt  --&n,  — und  —    dt    -AiV  -7—  -£,2 

die  in  sx  und  s2  durch  Selbst-  und  Wechselinduktion  hervor- 
gerufenen elektromotorischen  Kräfte  darstellen. 

Bisher  ist  die  Betrachtung  noch  ganz  allgemein,  also  auf  beliebig 
deformierbare  Stromläufe  anwendbar. 

Wir  denken  uns  nun  aber  spezieller  beide  Stromläufe  starr, 
z.  B.  durch  aufgewickelte  Drahtspulen  gegeben;  dann  ist  die  Lage 
eines  jeden  durch  sechs  Positionskoordiuaten  bestimmt,  die  aber 
jetzt  weder  in  An,  noch  in  Ai2  auftreten  können.  Denn  nach  dem 
Energieprinzip  kann  ein  starrer  Körper  durch  bloße  innere  Wir- 
kungen keine  Komponenten  oder  Momente  erfahren;  solche  würden 
aber  vorausgesetzt  werden,  wenn,  nachdem  t\  =  0,  resp.  i%  =  0  gesetzt, 
der  erste,  resp.  zweite  Stromlauf  also  faktisch  beseitigt  ist,  bei  den 
gemachten  Annahmen  ein  P  von  Null  verschieden  wäre.  Demgemäß 
ist  dAn  I  dp  =  dAi2/dp  =  0  zu  setzen  und  die  Gleichung  (156')  für 
starre  Stromläufe  einfacher  zu  schreiben 

156")  P--i 

Diese  Formel  zeigt,  daß  die  Richtung  der  Kraft  P  sich  umkehrt, 
wenn  man  eine  der  Stromrichtungen  umkehrt,  also  eines  der  mit 
—  ik  vertauscht;  man  darf  dies  dahin  deuten,  daß  auch  die  Wirkung 
jedes  beliebigen  Stückes  des  geschlossenen  Stromlaufes  mit  der 
Richtung  des  in  ihm  fließenden  Stromes  sein  Zeichen  wechselt. 
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Versteht  man  speziell  unter  f Ä,  t/h,  £h  die  Schwerpunktskoordinaten 
der  beiden  Stromläufe,  unter  Xh,  fih,  vh  ihre  Drehungswinkel  um  die 
Koordinatenaxen,  so  ergiebt  sieb  für  die  Komponenten  und  Momente 
der  äußeren  Kräfte,  welche  nötig  sind,  um  die  qa  unendlich  klein, 
d.  b.  die  Stromläufe  im  Gleichgewicht  zu  erhalten: 


■w  .  .  3 A 1 1     i«-  .  .  ö ^4 i 9     »t  .  .  3 A i « 


156"') 


Ihnen  entgegengesetzt  gleich  sind  daher  die  Komponenten  und 
Momente,  welche  die   beiden  Stromläufe   aufeinander  ausüben; 

—  Al%  kann  also  als  der  Wert  des  Potentiales  7712  ihrer  Wechsel- 
wirkung für  ij  =  i%  =  1  aufgefaßt  werden. 

Nachdem  so  die  Bedeutung  von  entwickelt  ist,  gewinnt  man 
die  von  An  und  A22  durch  die  Betrachtung  der  beiden  Formeln  (156). 
Sie  erscheinen  dort  nämlich  als  die  Werte,  welche  An  annimmt,  wenn 
der  zweite  Stromlauf  mit  dem  ersten  oder  der  erste  mit  dem  zweiten 
identisch  ist  und  mit  ihm  zur  Deckung  gebracht  wird.   —  An  und 

—  Ait  sind  also  die  Potentiale  77n  und  7722  der  Stromläufe  ^und  *a 
auf  sich  selbst.  Hieraus  folgt  daß,  wenn  die  Abhängigkeit  des  Po- 
tentiales 7712  von  Gestalt  und  Lage  der  beiden  Stromläufe  gewonnen 
ist.  dann  die  Werte  von  77n  und  7722  ohne  weiteres  aus  jenem  folgen. 

Um  nun  77, 2  zu  bestimmen,  betrachten  wir  die  Wechselwirkung 
zwischen  zwei  ebenen  Stromläufen,  die  vom  Strom  1  durchflössen 
werden  und  unendlich  klein  gegen  ihre  Entfernung  sind.  Diese 
Wirkung  muß  dem  Produkt  der  umlaufenen  Flächen  proportional 
sein,  denn  man  kann  jene  in  gleich  große  und  gleichwertige  Flächen- 
elemente zerlegen  und  statt  allein  die  ganze  Fläche  ein  jedes  Ele- 
ment im  gleichen  Sinne  von  dem  Strom  Eins  umlaufen  denken,  ohne 
nach  der  zu  (156")  gemachten  Bemerkung  die  Wirkung  zu  beein- 
trächtigen. Das  Potential  der  Wechselwirkung  muß  sich  also  in 
der  Form 

nn  =  <f»^dfxdf*  157) 
schreiben  lassen,  wo  g>  nur  von  der  relativen  Lage  von  df1  gegen 
df2,  d.  h.  von  der  Entfernung  r  und  den  drei  Winkeln  zwischen 
den  Richtungen  von  r  und  den  Normalen  w, ,  n2  auf  *v  sa  abhängt 
Hieraus  folgt  für  das  Potential  der  Wechselwirkung  zwischen 
einem  beliebigen  endlichen  Stromlauf  si  und  dem  unendlich  kleinen  *2 
der  Ausdruck 
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worin  das  Integral  über  alle  Elemente  einer  durch  den  Stromlauf 
begrenzten,  aber  sonst  völlig  beliebigen  Fläche  zu  erstrecken  ist 
Da  der  Wert  des  Integrales  von  der  Gestalt  der  willkürlich  ein- 
geführten OberHäche  unabhängig  ist,  so  darf  man  auch  statt  eines 
Flächenelemcntes  dfx  von  geeigneter  dreieckiger  Form  die  drei 
Flächen  normal  zu  den  Koordinatenaxen  setzen,  welche  mit  df^  zu- 
sammen ein  Elementartetraeder  begrenzen.    Es  muß  also  auch  sein 

157")    ffnint  =  <fXtrhcos{nvx)  +  <fyini  cos (n„i/)  +  (ptltllcm{nv  z), 

worin  die  Funktionen  'f*lBt,  </*y,  n,>  ys,m  das  bezeichnen,  was  aus  yM,„t 
wird,  wenn  man  jij  resp.  in  die  A-,  Y-,  Z-Axe  legt,  und  außer  von  der 
Entfernung  r  nur  noch  von  der  Lage  von  n2  gegen  r  abhängen  können. 

Durch  Wiederholung  dieser  Operation  in  Bezug  auf  die  zweite 
stromumHossene  Fläche  gelangt  man  dazu,  das  Potential  der  Wechsel- 
wirkung zwischen  zwei  unendlich  kleinen,  ebenen,  je  von  der  Strom- 
stärke Eins  durchlaufenen  geschlossenen  linearen  Leitern  bei  Reduktion 
auf  die  Flächeneinheiten  zu  schreiben 

Ts, «,  =  [r*xcosK>-r)  +  Txycos(n2^)  +  <fXzc<>s{»rz)]c°s{nvx) 
157'")  +  [yyxcos(n2,x)  +  y^cos^y)  +  ^ylcos(«2,z)]cos(Hr<y) 

+  [VIxC0S(7l2»-r)  +  fr't,jc°s{nv!/)  +  'f:tcos{nvz)]cos{nvz)r 

worin  die  rechts  stehenden  Funktionen  ff  sämtlich  nur  noch  von  der 
Entfernung  r  abhängen  können. 

Nun  ist  aber  die  gegenseitige  Lage  der  beiden  Normalen  nx 
und  n2  und  der  Verbindungslinie  r  vollständig  bestimmbar  durch 
die  drei  Winkel  (»j,w2),  («i?r)  und  (w2,  r),  wobei  r  immer  in  dem 
Sinne  von  (1)  nach  (2)  hin  gerechnet  werden  mag,  und  es  ist 

cos(«r  n2)  =  cos(»,,  x)cos(n2;r)-f  cos(wj,y)cos(w2,y)  -f  cos^,  z)cos(;i2.  z), 
cos  («j ,  r)  =  cos  (r,  x)  cos(«1,  x)  -f  cos  (r,y)  cos  {nvy)  +  cos  (r,  z)  cos  (nv  c), 
cos  (w2,  r)  =  cos  (r,  x)  cos(«2,  x)  -f-  cos  (r,y)  cos  (w2?#)  +  cos  (r,  z)  cos  («2,  z). 

Die  Funktion  <p„jnt  in  (157"')  kann  daher,  da  sie  linear  in  den 
cos(w1,j-),  cos^ij,^),  cos(w,,?)  und  den  cos(w2,  x),  cos(w2,y),  cos(«2.  z) 
ist,  nur  die  Form  haben 

158)  rfMl  ^  =  i/'  cos  [nv  n2)  +  x  cos  {nv  r)  cos  (/i2,  r), 

worin  i/;  und  /  Funktionen  von  r  allein  sind;  ein  Resultat,  das  noch 
ganz  ohne  Benutzung  spezieller  empirischer  Gesetze  gefunden  ist. 

Es  scheint  aber,  daß  man  ohne  Zuhilfenahme  einer  experimen- 
tellen Thatsache  die  Funktionen  i/>  und  /  nicht  bestimmen  kann. 
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Die  einfachste  zu  diesem  Ziele  führende  Erfahrungstatsache  dürfte 
die  sein,  daß,  wenn  man  zwei  zunächst  in  einer  Ehene  liegende  unend- 
lich kleine  Stromläufe  *1  und  «2  betrachtet  und  dann  4  um  seinen 
Mittelpunkt  so  dreht,  daß  seine  Normale  mit  der  Verbindungslinie 
r  zusammenfällt,  in  dieser  Lage  die  Komponente  seiner  Wirkung 
auf  *i,  normal  zur  Ebene  genommen,  ebenso  groß  ist,  wie  zuvor  die 
in  der  Verbindungslinie  liegende  war.  Dies  kommt  darauf  hinaus, 
daß,  wenn  s\  im  Koordinatenanfang  und  nl  in  der  J-Axe,  aber 
auf  der  X-Axc  liegt,  bei  ungeändertem  r  der  Wert  von  Xlf1  wenn 
nt  parallel  Y  liegt,  ebenso  groß  ist,  wie  der  von  F]2,  wenn  w2  paral- 
lel X  liegt  Wir  wollen  diese  Kraftkomponenten  aus  (158)  be- 
rechnen. 

Legt  man  r,niy  in  die  Xl-Ebene,  setzt  L  r,*  =  y,  Z.«j,j:  =  ux 
/_  nvx  —  ce2,  so  ist 

(f  nint  =  y  cos  («j  -«,)  +  *  cos  (ax  -  y)  cos  («,  - 
also  nach  leichter  Rechnung  allgemein 

JC»  -  ~  ^  -  cos  y  -  f  sin  («j  +  *2  -  2y)  sin  y , 

*it  =  -  ^  =  9in  y  +  7  8111  (*i  +  ^  -  2/)  COS  y. 

Nun  ist  in  beiden  Formeln  y  =  0  zu  setzen,  in  der  ersten 
ax  =  a2  =  ^ ,  in  der  zweiten  <*j  =  0,  <z2  =  *  5  dann  resultiert 

und  dies  ergiebt  nach  dem  eben  Gesagten,  wegen  (X21),  =  {Yu):], 
sogleich 

X  =  rdyjdr  158) 
und,  indem  man  dies  in  (158)  einsetzt, 

Berücksichtigt  man,  daß 

/        \  d%r      .    dr    dr  ,  r  m 

-  cos      ,  r)  =       ,    +cos(w2,r)  =  ^  159') 
ist,  so  findet  sich 

d%r         I  dy\  dr    dr         ö*  R        .  -Q„. 
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wenn  —  r\p  =  dRjdr  gesetzt  wird,  worin  R  eine  Funktion  von  r  allein 
bezeichnet. 

Für  die  Wirkung  eines  endlichen  Stromlaufes  sl  auf  einen  un- 
endlich kleinen  s'2  erhält  man  hiernach  das  Potential: 

ig«.)       n„  =  dftf£*- df>  =  df%  -8Lf»l df) . 

Dies  Integral  soll  nun  allein  von  der  Gestalt  der  Randkurve, 
nicht  von  der  Form  der  hindurchgelegten  Hilfsfläche  abhängen.  Dies 
wollen  wir  zur  Bestimmung  von  R  benutzen,  indem  wir  durch  Be- 
trachtung eines  speziellen  Falles  einen  Wert  von  R  ableiten  und  uns 
danach  überzeugen,  daß  derselbe  ganz  allgemein  der  gestellten  For- 
derung genügt. 

Unterwirft  man  der  Berechnung  einen  Kreisstrom,  auf  dessen 
Axe  df2  liegt,  und  wählt  als  Oberfläche  fx  eine  Kugelfläche  von  be- 
liebigem Radius,  so  kann  man  leicht  erhalten: 

160)  Jd^dA  =  2*J—     -TT—r*-  TrdT^ 

hierin  ist  e  die  Entfernung  des  Kreisstromes  s%  von  der  durch  sx 
gelegten  Ebene,  rx  die  von  einem  Randpunkte  von  *1?  r0  die  von 
dem  Axenpunkt  der  Oberfläche.  Soll  das  Integral  von  dem  Radius 
der  Kugeloberfläche  unabhängig  sein,  so  kann  es  auch  von  r0  nicht 
abhängen,  welche  Größe  von  den  unter  dem  Integral  stehenden 
allein  mit  jenem  Radius  variiert 

Durch  teilweise  Integration  kann  man  für  R  oder  besser  für 
{rR)rwiro  leicht  eine  Differentialgleichung  bilden;  da  dieselbe  sich 
von  erstem  Grade  und  erster  Ordnung  findet,  so  ist  eine  jede  Lösung 
mit  einer  Konstante  die  vollständige. 

Die  Formel  (160')  macht  wahrscheinlich,  daß  R  eine  rationale 
Funktion  von  r  ist;  nimmt  man  probeweise  den  einfachsten  Ansatz 

R  =  k  r", 

so  findet  sich  n  —  —  1 ,  also 

160")  7?  =  A/r. 

In  der  That  giebt  die  Einführung  dieses  Wertes 

wenn  &  den  Winkel  zwischen  r0  und  r,  bezeichnet  also  eine  von  r0 
und  daher  dem  Radius  der  Kugelttäche  unabhängige  Größe. 
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Man  erkennt  nun  auch  leicht,  daß  die  Funktion  R  =»  k  \  r  diese 
Eigenschaft,  die  Verwandlung  des  OberHächenintegrales  in  ein  Rand- 
integral zu  gestatten,  für  jede  Gestalt  der  Oberfläche  besitzt  Denn 
das  Integral 


hat  die  Bedeutung  der  Öffnung  des  von  df2  nach  der  Begrenzungs- 
kurve von  /j  konstruierten  Kegels,  und  zwar  positiv  oder  negativ 
genommen,  je  nachdem  die  Normale  n  innerhalb  des  Kegels  dem 
Element  dft  abgewandt  oder  zugewandt  ist. 

Hiernach  ist  der  definitive  Wert  des  Potentiales  zwischen  zwei 
endlichen  Stromläufen  mit  der  Stromstärke  Eins 

nu  ~  -  au  ^  tj äfljjft  '-^  lei) 

Derselbe  läßt  sich  natürlich  auch  in  ein  Doppelintegral  über  beide 
Randkurven  *j  und  s2  verwandeln;  das  Resultat  dieser  Umformung, 
welche  im  nächsten  Kapitel  ausführlicher  besprochen  werden  wird,  ist 

nu--su--kf^fd^<y>\  i6i') 

falls  sl  und  s9  in  positivem  Sinne  um  n,  und  na  gerechnet  werden. 
Dabei  bleibt  naturgemäß  eine  zum  Argument  des  Integrales  additiv 
hinzutretende  Funktion,  die  bei  Integration  über  einen  der  Kreise 
identisch  verschwindet,  willkürlich. 

Die  Konstante  k  bestimmt  sich,  wenn  die  Einheit  festgesetzt  ist, 
in  welcher  die  Stromstärken  gerechnet  werden,  und  ihre  Festsetzung 
dient  umgekehrt  dazu,  um  bestimmte  Stromeinheiten  zu  definieren. 

Setzt  man  k  =  1,  so  ist  dadurch  die  sogenannte  elektrodyna- 
mische Strom einheit  festgestellt. 

Nach  dem  auf  S.  149  Gesagten  unterscheidet  sich  nun  77n  und 
TTjj  von  TI12  nur  dadurch,  daß  in  dem  Ausdruck  für  7712  st  mit 
resp.  *j  mit  ä2  zur  Deckung  gebracht  wird.    Infolgedessen  gilt 


161") 


und  es  ist  nunmehr  das  Formelsystem  (156)  in  allen  seinen  Teilen 
vollkommen  bestimmt.  — 

Die  vorstehenden  Resultate,  welche  mit  den  auf  Seite  52  ab- 
geleiteten sachlich  durchaus  übereinstimmen,  sind  unter  spezieller 
Voraussetzung  starrer  linearer  Stromläufe  abgeleitet  und  haben  zu- 
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nächst  nur  für  solche  Gültigkeit;  sie  lassen  sich  aber  auf  Grund  der 
Bemerkung  von  S.  149,  daß  jeder  lineare  Strom  durch  ein  System  von 
Elementarströmen  ersetzbar  ist,  welche  die  Elemente  einer  beliebigen 
durcli  den  Stromlauf  begrenzten  Fläche  umlaufen,  sogleich  auf  beliebig 
deformierbare  übertragen.  Denn  nach  dieser  Auffassung  kann  man 
jede  Deformation  durch  einen  Transport  von  Elementen  dieser  Fläche 
ohne  Deformation  derselben  bewirken.  Die  Formeln  (156)  geben 
hiernach  auch  die  bei  Gestalt-  und  Größenänderungen  beider  Leiter 
vorkommenden  ponderomotorischen  und  elektromotorischen  Kräfte  an. 

Ferner  kann  man  im  Anschluß  an  die  Formeln  (156)  leicht 
den  Fall  erledigen,  daß  außer  den  Stromläufen  andere  elektrodyna- 
misch wirkende  Systeme  von  unveränderlicher  Stärke  vorhanden  sind, 
d.  h.  konstante  Magnete. 

In  dem  einfachsten  Fall,  daß  außer  ihnen  nur  ein  linearer 
Strom  gegeben  ist,  nimmt  die  lebendige  Kraft  den  Wert 

162)  W=\?d  +  iA  +  A" 

an,  worin  Ä  linear,  A"  quadratisch  homogen  in  den  cyklischen  Ge- 
schwindigkeiten der  unveränderlichen  Systeme  ist 

Sind  diese  Geschwindigkeiten  gleich  Null,  so  bleibt  von  W  nur 
das  erste  Glied;  in  diesem  Falle  kann  man,  ohne  die  Wirkung  zu 
ändern,  das  konstante  System  verrücken,  woraus  folgt,  daß  A  die 
Positionskoordinaten  />'  desselben  nicht  enthält.  A  ist  also  ebenso, 
wie  in  (155"),  das  Potential  des  Stromlaufes  auf  sich  selbst. 

Ferner  kann  A"  die  Positionskoordiuaten  p  des  Stromlaufes 
nicht  enthalten,  weil  sonst  auch  bei  verschwindender  Stromstärke 
eine  ponderomotorische  Kraft  auf  den  Leiter  ausgeübt  werden  würde, 
was  den  Grundannahmen  widerspricht. 

Wir  erhalten  sonach  bei  Benutzung  der  Bezeichnungen  aus 
(156)  einfach 

und  dies  läßt  erkennen,  daß  die  von  den  p  und  p1  abhängende 
Funktion  —  Ä  als  das  Potential  der  Wechselwirkung  zwischen  dem 
unveränderlichen  System  und  dem  vom  Strome  Eins  durchflösse nen 
Leiter  aufgefaßt  werden  kann,  welches  in  den  Formeln  für  P  und 
£  dieselbe  Stelle  einnimmt,  wie  das  Potential  der  Wechselwirkung 
zwischen  den  beiden  Stromläufen  in  (156)  und  (156'). 

Die  Ausdehnung  der  vorstehenden  Behandlungsweise  auf  andere 
als  lineare  Leiter  läßt  sich  gleichfalls  durchführen89);  wir  kommen 
auf  diese  Erweiterung  der  Theorie  an  geeigneter  Stelle  zurück. 
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IV.  Kapitel. 

Die  Potentialfanktionen. 

8  19.    Die  NEWTON'sche  Potentialfunktion  von  stetigen  Massen- 
Verteilungen. 

Das  Potential  </>  der  »ach  dem  XKWTOx'schen  Gesetz  statt- 
findenden Wechselwirkung  zwischen  zwei  Massenpunkten  m  und  ml 
ist  nach  Formel  (53  ) 

([}  =  —  -m  "'i 

r 

wo  r  die  Entfernung  zwischen  m  und  »ij  bezeichnet,  und  Dimension 
und  Zahl  wert  der  Konstante  k  auf  S.  47  festgestellt  ist. 

Das  auf  die  Masse  Eins  des  einen,  als  angezogen  betrachteten 
Massenpunktes  m  angewandte  Potential 

k  m. 

f  T 

nennt  man  die  Potentialfunktion  des  Massenpunktes  wij90);  ihr 
hierdurch  definierter  Wert  bildet  den  Ausgangspunkt  der  folgenden 
Entwicklungen.  Da  indessen  das  NEWTON'sche  Gesetz  mit  anderer 
Bedeutung  sowohl  der  Massen  mh,  als  der  Konstanten  k,  in  anderen 
Gebieten  der  Physik,  als  der  Mechanik  Anwendung  findet,  so  wollen 
wir  den  dem  Sinn  nach  allgemeineren  Ausdruck 


in  welchem  f  eine  beliebige  Konstante,  und  ml  nicht  nur  eine 
ponderable  Masse,  sondern  irgend  eine  die  Grobe  der  Wirkung  des 
Punktes  charakterisierende  Quantität  bezeichnet,  weiterhin  benutzen. 

Um  zu  den  Gravitationswirkungen  zurückzukehren,  haben  wir 
dann  bloß  f  =  —  k  zu  setzen  und  tw,  mit  einer  ponderabeln  Masse 
zu  identifizieren,  um  zu  elektrischen  oder  magnetischen  Wirkungen 
zu  gelangen,  ist  nach  S.  48  f  —  +  A'  zu  wählen  und  mit  einer 
elektrischen  oder  magnetischen  Quantität  zu  vertauschen. 
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Die  Potentialfunktion  eines  Systemes  diskreter  Massen- 
punkte mh  folgt  aus  obiger  Definition  in  der  Form 

163)  t-fS*^-, 

h 

wo  rh  die  Entfernung  des  Einheitspoles  von  mh  bezeichnet. 

Wir  betrachten  weiterhin  die  Koordinaten  xh1  yh,  zh  der  wir- 
kenden Punkte  mh  als  unveränderlich  gegeben,  die  Potentialfunktion 
also  als  nur  von  den  Koordinaten  x,  y,  z  abhängig,  welche  den  Ort 
der  angezogenen  Masseneinheit  bestimmen.  Als  Funktion  von  x%  y,  z 
besitzt  nun  die  Potentialfunktion  eines  Punktsystemes  offenbar  fol- 
gende Eigenschaften. 

(f  ist  eindeutig  und  stetig,  d.  h.  regulär,  im  ganzen  Raum, 
giebt  in  dem  Punkt  mh  den  Grenzwert 

163')  lim  (r„  qp)  =  fmh 

und  erfüllt,  falls  alle  Massenpunkte  im  Endlichen  liegen,  im  Unend- 
lichen die  Gleichungen 

163")         lim(r,T)-^».,    lim  (r,«£*)  - -/VSi 

worin  r0  die  Entfernung  vom  Koordinatenanfang  bezeichnet;  letzteres 
können  wir  kürzer  dahin  ausdrücken,  daß  die  Funktion  tp  in  mh 
unendlich  groß  erster,  im  Unendlichen  unendlich  klein  erster  und 
zugleich  ihre  Deri vierten  unendlich  klein  zweiter  Ordnung  werden. 
Endlich  befolgt  <jp  überall  die  Beziehung91) 

Diese  Summe  der  drei  zweiten  Differentialquotienten  nach  den 
Koordinaten  werden  wir  weiterhin  kurz  durch 

A 

oder,  wo  es  der  Deutlichkeit  wegen  wünschenswert  erscheint,  durch 

bezeichnen;  während  das  Aggregat 

d*u>  ö> 
bx*  ~^  b  yi  ' 

in  dem  tp  eine  Funktion  von  x  und  y  allein  bedeutet,  in 

Axyt*    oder  A2U' 
abgekürzt  werden  soll.  — 
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Sind  wirksame  Punkte  in  unendlich  großer  Zahl  längs  einer 
stetig  gekrümmten  Kurve  sl  verteilt,  die  ganz  im  Endlichen  liegen 
mag,  so  daß  auf  dem  Linienelement  d  sx  die  Masse  d  ml  ausgebreitet 
ist,  so  heißt  dml  \  dsx  =  t1?  vorausgesetzt,  daß  der  Grenzwert  von 
der  Größe  von  dsx  unabhängig  ist,  die  Dichte  der  Kurvenbelegung 
oder  die  lineare  Dichte  an  der  Stelle  xp  yx,  zx,  und  nimmt  die 
Potentialfunktion  (163)  die  Form  an 

V-ffl**«,  164) 

in  der  wir  rx  als  eine  stetige  Funktion  von  sx  ansehen  wollen. 

Diese  Funktion  verhält  sich  in  endlicher  Entfernung  von  der 
Kurve  und  im  Unendlichen,  analog  wie  die  Potentialfunktion  (163), 
regulär,  erfüllt  auch  die  Bedingungen  (163")  und  (163"),  wird  aber 
bei  Annäherung  an  die  Kurve  derart  unendlich,  daß  die  Formeln  gelten 

iLmoU,)  =  -2A.  !™['i:)  —  *r*.  >«»•) 

worin  n  die  senkrechte  Entfernung  von  der  Kurve  und  r  die  lineare 
Dichte  im  Fußpunkt  von  n  bezeichnet"2). 

Dies  kann  man  beweisen,  indem  man  die  belegte  Kurve  zer- 
legt in  ein  dem  genäherten  Punkte  unendlich  nahes  Stuck,  welches 
als  eine  mit  homogener  Dichte  r  belegte  Gerade  betrachtet  werden 
kann,  und  den  Rest,  der  zu  dem  Unendlichwcrden  der  Potential- 
funktiou  nur  einen  Beitrag  von  niedrigerer  Ordnung  liefern  kann. 

Die  Potentialfunktion  y'  einer  homogenen  Geraden  von  der 
Länge  2L  und  der  linearen  Dichte  r  auf  einen  Punkt  im  normalen  Ab- 
stand n  von  ihrer  Mitte  bestimmt  sich  durch  eine  einfache  Rechnung  zu 

daher  wird 

2fxL 

3«  ~      n  \  L2  +  ' 
Wird  n  unendlich  klein  gegen  L,  so  wird 

und  dasselbe  gilt  nach  dem  Obigen  für  die  Potentialfunktion  <f  einer 
beliebigen  stetig  gekrümmten  Kurve  mit  stetig  wechselnder  Dichte.  — 
Erfüllen  die  wirkenden  Massenpunkte  in  unendlich  großer  Zahl 
eine  stetig  gekrümmte  Oberfläche  ov  welche  wiederum  ganz  im  End- 
lichen hegen  mag,  und  befindet  sich  auf  dem  Flächenelement  dox 


164") 
164") 

=  -2/Y. 
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die  Masse  dmv  so  heißt  dml/dol  =  av  vorausgesetzt,  daß  sein  Wert 
von  der  Gestalt  und  Größe  von  dox  unabhängig  ist,  die  Flächen- 
dichte  der  Belegung  an  der  Stelle  zl9  zx  von  ol,  und  lautet 
die  Potentialfunktion  dieser  Massenverteilung 

165)  V-fpp-, 

worin  wir  al  als  auf  ox  stetig  annehmen. 

Diese  Funktion  verhält  sich  in  endlicher,  wie  in  unendlich  großer 
Entfernung  von  der  Fläche  ox  regulär  und  erfüllt  daselbst  die  Glei- 
chungen (163")  und  (163"');  sie  ist  in  der  Oberfläche  endlich  und 
geht  stetig  durch  sie  hindurch;  aber  ihre  Ableitungen  nach  den  Nor- 
malen    und  w2  auf  den  beiden  Seiten  von  ox  erfüllen  die  Gleichungen 

,65'>        _(&),  +  (■&).- 

i65">  (-f;H^l=-4*/-"(*+^)' 

worin  a  die  Dichte  und  K  und  Ii"  die  Hauptkrümmungsradien  der 
Oberfläche  an  der  Stelle  n  =  0  bezeichnen;  letztere  sind  positiv  ge- 
rechnet, wenn  sie  in  die  Normale  nx  fallen93).  Der  horizontale  Strich 
über  einem  Ausdruck  bedeutet  hier  und  später,  daß  sein  Wert  in 
der  Oberfläche  genommen  ist. 

Die  Endlichkeit  von  ff  in  der  Oberfläche  erkennt  man  ohne 
Rechnung,  wenn  man  Polarkoordinaten  vom  Einheitspol  aus  einführt 

Die  übrigen  Sätze  beweist  man,  indem  man  um  die  Stelle  n  —  0 
eine  unendlich  kleine  Kugel  konstruiert  und  durch  dieselbe  ein  Bereich 
ß  aus  der  Oberfläche  ausschneidet,  auf  dem  <rl  als  konstant  gleich  n 
angesehen  werden  kann,  und  dieses  der  Betrachtung  unterwirft;  der 
Teil  von  o  außerhalb  ß  kann  keine  Unstetigkeit  verursachen,  darf  also 
außer  Betracht  bleiben.  Zerlegt  man  ß  durch  ein  System  von  durch 
die  Normale  n  gelegten  Ebenen  in  unendlich  schmale  Sektoren  und 
faßt  dieselben  paarweise  zusammen,  so  ist  ersichtlich,  daß  ein  zwischen 
denselben  Ebenen  gelegenes  Sektorenpaar  zu  den  Werten  von 

t-SW-fc).  un<1  (&HS). 

den  gleichen  Anteil  geben  muß,  wie  der  zwischen  denselben  Ebenen 
liegende  Doppelsektor  einer  mit  der  konstanten  Dichte  tr  belegten 
Kugelfläche  vom  Radius  Ji,  falls  R  den  mittleren  Krümmungsradius 
der  beiden  Kurven  darstellt,  in  welchen  die  Oberfläche  o  innerhalb  ß 
von  den  beiden  unendlich  nahen  Ebenen  geschnitten  wrird. 

Nun  ist  aber,  wie  eine  einfache  Rechnung  ergiebt,  die  Potential- 
funktion (p  einer  homogenen  Kugelfläche  vom  Radius  R,  der  Dichte  <r 
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und  der  Gesamtmasse  M  für  einen  äußeren  Punkt,  falls  e  den  Ab- 
stand desselben  vom  Kugelcentrum  bezeichnet, 

<f*  =  — ■- — =  /V'  } 
für  einen  inneren  Punkt 

<f\-A*fRa»f%\  166) 

also  wird  für  einen  Doppelsektor,  welcher  von  zwei,  im  Winkel  d/ 
durch  die  Richtung  von  e  gelegte  Ebenen  begrenzt  ist, 

Für  Punkte  unendlich  nahe  der  Kugelfläche  erhält  man 
d(f'a=£fR(jdx,     d(p}=  4f  Ilrrdx, 


wobei  das  Differentialzeichen  d  nur  zum  Unterschied  von  dem  d/ 
entsprechenden  d  gesetzt  ist. 

Nun  sind  nach  dem  Vorstehenden  für  unendlich  nahe  Punkte 
die  Unterschiede  der  Werte  von  rp  und  seiner  Differentialquotienten 
auf  beiden  Seiten  der  Oberfläche  identisch  mit  denjenigen  der 
Funktionen 

f  d(fl    und    /  d  ff  ) , 

die  Integrale  über  alle  Doppelsektoren  ausgedehnt. 
Benutzt  man  bei  der  Berechnung,  daß 

/-/--f 

ist,  und  führt  wieder  die  Normalen  nx  und  n2  auf  beiden  Seiten  der 
Oberfläche  nach  Außen  gerichtet  ein,  so  erhält  man 

Vi  —  Vi  =  °» 

(a-(a=-4^(i+F)- 

wo  R  und  Ä"  in  dem  oben  festgesetzten  Sinne  positiv  zu  rechnen 
sind.    Dies  sind  aber  die  zu  beweisenden  Formeln.  — 

Erfüllen  endlich  die  wirksamen  Punkte  einen  ganz  im  Endlichen 
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liegenden  Raum  k1  und  bezeichnet,  wie  früher  dmljdhl  —  ov  die 
stetig  gedachte  Dichte  der  räumlichen  Verteilung  an  der  Stelle  xvyvzv 
so  nimmt  die  Potentialfunktion  den  Wert 

167)  (f=fp*<iJ> 

an.  Diese  Funktion  verhält  sich  mit  ihren  ersten  Deri vierten  im 
ganzen  Räume  regulär  und  erfüllt  im  Unendlichen  die  Glei- 
chungen (163"),  im  ganzen  äußeren  Raum  die  Gleichung  (163"'); 
ihre  zweiten  Differentialquotienten  springeu  beim  Durchgang  durch 
die  Grenze,  falls  g  die  dort  vorhandene  Dichte,  und  n  die  in  be- 
liebigem Sinn  gerechnete  Normale  bezeichnet,  gemäß  den  Formeln 

^  -  ^   =  -  4  .7/ />  cos2  (»,*), 


lyll  ~  Wydl  =  ~  cos  (n,y) cos  («,*), 


Hiermit  steht  im  Zusammenliang,  daß  in  dem  von  Masse  er- 
füllten Raum  die  Beziehung  gilt 

167")  J,fi=-4nf9, 

wo  u  die  Dichte  an  der  Stelle  x,  yy  z  bezeichnet94). 

Daß  (f  im  ganzen  Innern  des  Körpers  endlich  ist,  ergiebt  sich 
wiederum  ohne  Rechnung  durch  Einführung  von  Polarkoordinateu. 

Zum  Beweise  der  übrigen  Sätze  schneiden  wir  durch  eine  un- 
endlich kleine  Kugelfläche  um  irgend  einen  Punkt  der  Oberfläche 
von  Äj  ein  nahezu  halbkugeliges  Bereich  ß  von  konstanter  Dichte  o 
aus  dem  Körper  aus,  welches  den  Einheitspol  enthält,  und  schließen 
wie  oben,  daß  der  äußere  Teil  von  ftx  zu  etwaigen  Sprüngen,  die  <jr 
und  seine  Derivierten  beim  Durchgang  durch  die  Grenze  erleiden, 
keinen  Anteil  geben  kann. 

ß  zerfallen  wir  durch  Meridianebenen,  durch  die  Normale  auf 
der  Oberfläche  als  Polaxe  gelegt,  in  Doppelsektoren  von  der  Winkel- 
öffnung  deren  jeden  wir  als  das  Stück  eines  analogen  Doppel- 
sektors aus  einer  Voll-  oder  Hohlkugel  von  bestimmtem  Radius  an- 
sehen können.  Jeder  Doppelsektor  von  ß  giebt  also  zu  den  Unstetig- 
keiten  von  </>  den  gleichen  Anteil,  wie  ein  Doppelsektor  gleicher 
Winkelötfnung  aus  einer  gewissen  homogenen  Voll-  oder  Hohlkugel. 

Nun  kann  man  aber  leicht  berechnen,  daß  die  Potentialfunktiou 
ff  '  einer  Hohlkugel  von  den  Radien  Ita  und  /<*,,  der  Dichte  q  und 
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Dil 


der  Gesamtmasse  M  auf  einen  Punkt  im  Abstand  e  vom  Centrum, 
je  nachdem  derselbe  sich  im  Außenraum,  innerhalb  der  Masse  oder 
im  Hohlraum  befindet,  gegeben  ist  durch 


Für  eine  Vollkugel  ist  7?,  =  0,  7?rt  »  Ä  zu  setzen,  woraus  folgt 


168) 


ff)  =  -71/9  (3  R1  —  <?2) . 


108') 


Diese  Werte  zeigen,  daß  qr'  und  seine  erste  Derivierte  nach  der 
Normalen  stetig  durch  die  sämtlichen  Grenzen  gehen,  gleiches  gilt 
somit  auch  von  dem  allgemeinen  ff.  Ferner  springt  der  zweite 
Differentialquotient  nach  der  Normalen  beim  Austritt  aus  der  Masse 
um  —InfQ,  also  einen  von  dem  Radius  unabhängigen  Betrag; 
gleiches  gilt  sonach  auch  von  <f,  so  daß  wir  zunächst  die  Resultate 
haben 


<fi  -  y„ 


dq,  da* 

0,  v---'  +  ~a  =  0, 


168") 


Hieraus  lassen  9ich  aber  leicht  die  Formeln  (167')  gewinnen. 
Aus  den  drei  ersten  von  ihnen  folgt  weiter 

A  <f  i  —  A  ffa  ~  —  4nf(>, 
also  wegen  A^-O, 

A  ffi  =  -  4^/>. 

Nun  zerlege  man  den  Körper  durch  eine  stetig  gekrümmte 
Fläche  in  zwei  Teile;  im  ersteren  liege  der  Punkt  y,  r,  und  zwar 
unendlich  nahe  an  der  Trennungsfläche.  Ebenso  zerlege  man  <p 
in  <fx  und  <f2,  die  von  den  beiden  Teilen  herrühren.  Dann  ist 
nach  der  letzten  Formel 

A  7i  =  - 

wo  o  die  Dichte  an  der  inneren  Stelle  x,  y,  z  bezeichnet;  zugleich 
gilt  daselbst 

A  <ft  =  0, 
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also  folgt,  als  für  alle  inneren  Punkte  gültig, 

A  (f'i  +  (f2)  =  A  ff  =  -  4nfn. 

Im  vorstehenden  sind  überall  stetige  Dichtigkeiten  r,  (7,  o  voraus- 
gesetzt, aber  es  ist  leicht  zu  erkennen,  welche  der  erhaltenen  Re- 
sultate auch  bei  unstetigen  gültig  bleiben.  Von  praktischem  Interesse 
ist  nur  der  Fall,  daß  die  räumliche  Dichte  q  längs  einer  Fläche 
unstetig  ist,  wo  wir  dann  nach  S.  93  diese  Fläche  passend  als  zu 
der  Begrenzung  des  Körpers  gehörig  betrachten.  Auch  in  ihr 
bleibt  (f  mit  seinen  ersten  Differentialquotienten  endlich  und  stetig, 
während  die  zweiten  springen,  und  zwar  in  der  durch  die  Formeln 
(1G7')  gegebenen  Weise,  falls  man  in  ihnen  an  die  Stelle  von  o  die 
Differenz  der  Dichten  zu  beiden  Seiten  der  UnstetigkeitsHäche  setzt  — 


§  20.  Die  HEWTON'sche  Potentialfunktion  von  neutralen  Polsystemen. 
Molekulare  Theorie  der  dielektrischen  und  magnetischen  Influenz, 

der  Pyro-  und  Piezoelektricitat 

Bei  den  Anwendungen  der  Potentialfunktion  auf  die  Lehre  von 
der  Elektricität  und  dem  Magnetismus  wird  man,  wie  schon  auf 
S.  48  gesagt  ist,  veranlaßt,  Wechselwirkungen  in  Betracht  zu  ziehen, 
bei  denen  die  wirkenden  Massen  mh  bald  nositivt  ,bflld  negativ,  also 
die  Kräfte  bald  abstoßend,  bald  anziehend  sind. 

Die  Sätze  des  vorigen  Abschnittes  sind  für  positive  und  nega- 
tive Massen  durchaus  gleichmäßig  gültig,  nur  ist  der  angezogene 
Einheitspunkt  immer  positiv  vorausgesetzt;  soll  er  negativ  sein,  so 
ist  f  mit  —  f  zu  vertauschen. 

Zu  neuen  Verhältnissen  gelangt  man,  wenn  man  negative  und 
positive  Massen,  je  in  gleichen  Quantitäten  einander  unendlich  nahe 
angeordnet,  zu  einem  System  vereinigt,  welches  als  neutral  be- 
zeichnet werden  mag,  und  dessen  Potentialfunktion  bestimmt 

Hier  kommen  zunächst  die  Systeme  von  diskreten  Massen- 
punkten oder  Polen  in  Betracht,  die  mit  einiger  Wahrscheinlichkeit 
als  Analoga  zu  den  Atomgruppen  gelten  können,  welche  die  pon- 
derabeln  Körper  bilden. 

Ist  1//  die  Potentialfunktion  irgend  eines  Massensy  stein  es,  so  ist 

169)  ?  =  4?' 

wo  /  eine  beliebige  Richtung  und  X  eine  auf  derselben  abgegrenzte 
unendlich  kleine  Strecke  bezeichnet,  die  Potentialfunktion  eines 
gewissen  neutralen  Systemes,  das  aus  zwei  dem  obigen  kongruenten 
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einfachen  Systemen  besteht,  von  denen  das  eine,  mit  den  gleichen 
Massen  behaftete,  um  X/2  in  der  Richtung  +/,  das  andere,  mit 
den  entgegengesetzten  Massen  behaftete,  um  X/2  in  der  Rich- 
tung —  /  aus  der  ersten  Position  verschoben  ist;  die  Formel  gilt 
indessen  nur  solange,  als  X  unendlich  klein  ist  gegenüber  der  Ent- 
fernung des  angezogenen  Einheitspoles  von  allen  Punkten  des  Systemes. 
So  giebt 

B-L 

Vi-fTl-W  169'> 

die  Potentialfunktion  eines  Punktepaares,  welches  durch  das  Mo- 
ment /ij  =  mX  und  die  Richtung  der  Axe  /,  von  —  m  nach  4-  m 
positiv  gerechnet,  charakterisiert  ist; 

ff*  =  fm'j:TidV  169"> 

dasjenige  eines  neutralen  Doppelpaares,  dessen  Punkte  ±  m  in 
den  Ecken  des  Parallelogrammes  mit  den  Seiten  X  und  X'  parallel  / 
und  /'  liegen  und  für  welches  /,  t  und  fi2  =  mXX'  charakteristisch  ist. 

Durch  Wiederholung  dieser  Operation,  die  wir  kurz  Multi- 
plikation nach  bestimmten  Richtungen  nennen  wollen, gelangen 
wir  zu  immer  höheren  Potentialen95),  deren  allgemeinster  Ausdruck 
die  Funktion 

ist,  wenn  v  =  u  +  ß  -f-  y  .  .  • 

«,  ß,  y  ...  mag  der  Grad  der  einzelnen  Multiplikation, 
v  der  Gesamtgrad  des  Potentiales  und  auch  des  zugehörigen  Puukt- 
systemes  heißen.  Ein  Potential  vom  Grad  v  entspricht  im  allge- 
meinen einem  neutralen  Punktsystem  von  A7  =  2"  Polen ;  indessen 
können  sich  von  diesen  in  bestimmten  Fällen  sehr  viele  zu  mehr- 
fachen Punkten  summieren  oder  wegen  ihres  entgegengesetzten 
Zeichens  in  ihrer  Wirkung  zerstören. 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  die  absoluten  Beträge  der  parallel 
b,  c  .  .  .  stattgefunden eu  Verschiebungen  in  dem  Ausdruck  (169"') 
für  (fv  gar  nicht  auftreten;  daher  kann  man  über  sie  ganz  beliebig 
verfügen.  Dies  zeigt,  daß  dieselbe  Potentialfuuktion  <jp  einer  unend- 
lichen Vielheit  von  Punktsystemen  entspricht  und  unter  Umständen 
ganz  andere  Symmetrieeigenschaften  besitzen  kann,  als  das  zugehörige 
Punktsystem. 
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Die  Polsysteme,  welche  dem  Potential  (169"')  entsprechen  und 
somit  durch  successive  Multiplikation  aus  einem  Pol  abgeleitet  werden 
können,  wollen  wir  einfache  nennen;  ihnen  treten  gegenüber  die 
zusammengesetzten,  welche  durch  Ineiuanderstellen  mehrerer 
einfacher  erhalten  werden.  Ihre  Potentialfunktionen  werden  durch 
Summen  von  Gliedern  der  Form  (169  ")  dargestellt. 

Ein  Hauptvorzug  der  Potentialfunktionen  einfacher  neutraler 
Polsysteme  gegenüber  denjenigen  zusammengesetzter  ist,  daß  man 
ihre  Symmetrieeigenschaften  außerordentlich  bequem  beurteilen  und 
demgemäß  leicht  spezielle  Ausdrücke  bilden  kann,  welche  gewünschte 
Symmetrieelemente  besitzen.  Die  letztere  Aufgabe  bietet  sich,  wenu 
es  sich,  wie  zum  Zweck  der  Erklärung  gewisser  elektrischer  und  mag- 
netischer Erscheinungen,  darum  handelt,  Punktsysteme  aufzufinden, 
die  geeignet  scheinen  könnten,  Moleküle  von  krystallisierten  Sub- 
stanzen zu  bilden,  also  ein  Potential  auszuüben,  welches  die  Sym- 
metrie der  betreffenden  Kry stallform  hat. 

Das  Gleiche,  wie  von  der  Symmetrie  der  Potentialfunktion,  gilt 
auch  von  der  Symmetrie  der  nach  irgend  einer  Richtung  ausgeübten 
Komponenten,  sowie  von  dem  Potential  und  den  Komponenten  der 
Wechselwirkung  zwischen  zwei  derartigen  Systemen. 

Es  kommen  hierfür  folgende  äußerst  leicht  nachweisbare  Sätze 
in  Betracht.96) 

Die  Symmetrie  der  Potentialfunktion  yv  ändert  sich  nicht, 
wenn  man  irgend  welche  von  ihren  Multiplikationsrichtungen  mit 
den  entgegengesetzten  vertauscht. 

Der  Wert  der  Potentialfunktion  qp,  bleibt  ungeändert,  wenn  man 
eine  Multiplikationsrichtung  von  geradem  Grade  oder  aber  zwei  von 
ungeradem  Grade  gleichzeitig  umkehrt 

Die  Potentialfunktion  qv  besitzt  ein  Centrum  C  der  Symmetrie, 
wenn  ihr  Gesamtgrad  v  eine  gerade  Zahl  ist 

Sie  besitzt  eine  Symmetrieebene  E,  wenn  die  Multiplikations- 
richtungen (auch  ihrem  Grade  nach)  zu  dieser  Ebene  symmetrisch 
liegen  oder  mit  Hilfe  des  ersten  Satzes  so  gelegt  werden  können. 

Sie  hat  eine  n-zählige  Symmetrieaxe  A,  wenn  die  Multiplikations- 
richtungen zu  je  n  von  gleichem  Grade  auf  einem  Kreiskegel  um  A 
in  gleichem  Winkelabstand  angeordnet  werden  können. 

Außerdem  ist  A  spezieller  eine  zweizählige  Symmetrieaxe  auch 
dann,  wenn  die  Summe  der  Grade  aller  normal  zu  A  liegenden  Multi- 
plikationsrichtungen eine  gerade  Zahl  ist 

Beliebige  Multiplikationen  nach  der  Richtung  von  A  stören  diese 
Symmetrie  nicht,  wie  überhaupt  verschiedene  Multiplikationsgruppen, 
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welche  A  je  denselben  Charakter  erteilen,  sich  in  ihrer  Wirkung 
nicht  beeinträchtigen. 

Endlich  besitzt  die  Potentialfunktion  eine  m- zählige  Spiegel- 
drehungsaxe  S,  wenn  normal  zu  S  m  Multiplikationsrichtungen  von 
gleichem,  aber  ungeradem  Grade  liegen,  von  denen  die  benachbarten 
den  Winkel  it  j  m  einschließen,  während  parallel  S  eine  Multipli- 
kation von  beliebigem  ungeraden  Grade  stattfindet. 

Multiplikationen,  welche  die  Richtung  S  zu  einer  2  m -zähligen 
Syrametrieaxe  machen,  stören  jene  Symmetrie  nicht. 

Mit  Hilfe  dieser  Sätze  kann  man  leicht  Potentialfunktionen  <py 
bilden,  welche  die  Symmetrie  irgend*  einer  der  32  Krystallgruppen 
besitzen,  also  auch  die  neutralen  Polgruppen  ableiten,  welche  jene 
Potentiale  ausüben;  hierbei  wird  man,  um  letztere  von  möglichst 
übersichtlichem  Bau  und  möglichst  hoher  Symmetrie  zu  erhalten,  die 
Verschiebungen  X  für  gleichwertige  Multiplikationsrichtungen  auch 
gleich  groß  wählen.  — 

Für  das  Verständnis  der  insbesondere  von  krystallinischen  Nicht- 
leitern gezeigten  elektrischen  Erscheinungen  kann  man  sich  einen 
Krystall  als  ein  regelmäßig  angeordnetes  System  derartiger  Polgruppen 
mit  elektrischen  Ladungen  denken,  deren  einzelne  Punkte  sich  unter 
der  Gesamtheit  der  auf  sie  ausgeübten  Kräfte  im  Gleichgewicht  be- 
finden oder  wenigstens,  was  für  viele  Wirkungen  keinen  Unterschied 
macht,  um  eine  Ruhelage  oscillieren.  Die  Anordnung  der  Pole  im 
Molekül,  und  damit  die  direkt  beobachtbare  elektrische  Wirkung 
des  ganzen  Körpers  auf  äußere  Punkte,  wird  sich  ändern  können  in- 
folge der  Einwirkung  äußerer  elektrischer  Kräfte,  infolge  einer  Tem- 
peraturänderung, die  den  Bewegungszustand  beeinflußt,  und  infolge 
einer  Deformation  des  Krystalles,  welche  die  Anordnung  und  Orien- 
tierung der  einzelnen  Moleküle  verändert. 

Die  Verfolgung  dieser  Vorstellung  liefert  eine  molekulare  Theo- 
rie der  vorgenannten,  an  elektrischen  Nichtleitern  beobachtbaren 
Erscheinungen,  welche  man  resp.  dielektrische  Polarisation,  Pyro- 
und  Piezoelektricität  nennt;  der  ersteren  entspricht  bei  magnetisier- 
baren  Körpern  der  Vorgang  der  Influenzierung  durch  magnetische 
Kräfte. 

Für  diese  Theorie  ist  zu  erwägen,  daß  die  Potentialfunktionen  der 
durch  successive  Multiplikation  aus  einem  Punkt  erhaltenen  Pol- 
systeme außerordentlich  schnell  mit  der  Entfernung  abnehmen ,  so 
daß  ihre  Wirkungen  hei  einigermaßen  großer  Polzahl  nahezu  als 
molekulare  im  gewöhnlichen  Sinn  des  Wortes,  nämlich  als  in  jeder 
merklichen  Entfernung  unmerklich,  betrachtet  werden  könneu.  Durch 
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die  erwähnten  Umgestaltungen  können  sie  aber  zu  Fernwirkungen 
von  viel  größerer  Intensität  gebracht  werden. 

Um  dies  zu  erkennen,  wollen  wir  die  Potentialfunktion  des 
Volumenelementes  d  k,  eines  aus  Molekülen  der  betrachteten  Art  zu- 
sammengesetzten neutralen  Körpers  berechnen;  dieselbe  ist  zunächst 
gegeben  durch 

170)  'f-fzZ-' 


wo  mh  die  Masse  des  einzelnen  Atomes  oder  Poles  bezeichnet  Ver- 
stehen wir  unter  xx,  y,,  zx  einen  beliebig  innerhalb  des  Volumeu- 
elementes  gelegenen  Punkt,  uuter  r  seine  endliche  Entfernung  von 
dem  Einheitspunkt  an  der  Stelle  x,  y,  z,  unter  aK,  bh,  ch  die  rela- 
tiven Koordinaten  von  mh  gegen  ihn,  so  kann  man  schreiben 


170-) 


öl  öl  ö1 


»V  \ 
+  i        2mhah*  +  .  .  .  .  J  . 


Hierin  ist  2mh  nach  der  Annahme  gleich  Null;  die  drei  Sum- 
men 2mhahi  2mhbh,  2mhch  kann  man  bei  stetig  mit  dem  Ort 
wechselnder  Verteilung  und  bei  einer  Dichte,  die  innerhalb  d  eine 
sehr  große  Anzahl  von  Polen  Platz  linden  läßt,  als  mit  d  kx  propor- 
tional betrachten  und  daher  setzen 

170")     Smh  ah  =  aldkl,    2£mh  bh  =  ßx  dkx ,    Smh  ch  =  y1dk1. 

Man  versteht  nun  allgemein  unter  den  Monienten  A,  B,  C 
eines  neutralen  Körpers  nach  den  Koordinatenaxen  die 
Aggregate 

171)  2mhxh  =  A,    2mhyh  =  B,    -2T  mh  zh  =  C, 

summiert  über  alle  in  dem  Körper  enthaltenen  Pole. 

Die  A,  B,  C  transformieren  sich  wie  Kraftkomponenten,  sind  auch, 
wie  sie,  von  der  Lage  des  Koordinatenanfangspunktes  unabhängig, 
lassen  sich  also  als  Komponenten  eines  Vektors  M  betrachten,  dessen 
Größe  durch 

171')  M2  =  A*  +  B*  +  C2, 

dessen  Richtung  durch 

171")  cos  (Z,x)  :  cos  {L.y)  :  (X,z)  =  A  :  B  :  C 

gegeben  ist.07) 

Der  Vektor  M  heißt  das  Gesamtmoment  des  neutralen  Kör- 
pers, seine  Richtung  //  dessen  Axe. 
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Diese  Definitionen  finden  in  gleicher  Weise  bei  magnetisch,  wie 
bei  dielektrisch  erregten  Körpern  Anwendung. 

Das  Moment  D  nach  einer  beliebigen  Richtung  ist  nach  den 
allgemeinen  Eigenschaften  der  Vektoren  durch 

/>  =  M  cos  (/>,/,)  171") 

gegeben;  M  stellt  sich  also  als  der  absolut  größte  Wert  dar,  den  D 
für  irgend  eine  Richtung  annehmen  kann. 

Berücksichtigt  man  dies,  sowie,  daß  eine  Verlegung  des  Koordi- 
natenanfangs die  Momente  nicht  verändert,  so  erkennt  man,  daß  in 
Gleichung  (170")  «p  ßJt  yx  die  Momente  der  Volumeneinheit 
darstellen.  Die  Potentialfunktion  ff  '  ist  bei  Beschränkung  auf  die 
niedrigsten  Glieder  eine  lineare  Funktion  von  ihnen  und  lautet  nun- 
mehr für  Punkte  in  endlicher  Entfernung  von  dhx 

I  ai       a1  «I\ 

wofür  man  bei  Einführung  des  Gesamtmomentes  fix  der  Volumen- 
einheit und  der  Richtung  /j  der  Axe  auch  schreiben  kann 

a1- 

<f=f>H-Bj^K-  n21 

Vergleichen  wir  dies  mit  der  Formel  (169'),  so  erkennen  wir, 
daß,  wenn  die  «n  ßx,  y1  nicht  verschwinden,  das  Volumenelement 
dkx  sich  wie  ein  einfaches  Polpaar  verhält.  Verschwinden  sie  aber, 
so  muß  man  die  Entwickelung  von  1  /  rh  nach  Potenzen  von  ahf  bh,  ch 
weiter  führen  und  erhält  dann  die  Potentialfunktion  ff  '  dargestellt 
durch  ein  Aggregat  höherer  Potentiale  der  oben  besprochenen  Art 
mit  speziellen  Multiplikationsrichtungen.  — 

Haben  die  Moleküle  in  irgend  einem  Zustande  des  Körpers,  den 
wir  den  normalen  nennen  wollen,  die  Eigenschaften  jener  durch  suc- 
sessive  Multiplikation  aus  einem  Punkt  abgeleiteten  Polsysteme,  so 
ist,  was  die  unmittelbare  Anschauung  lehrt,  ihr  Moment  stets  gleich 
Null,  sowie  ihr  Grad  höher  ist  als  zwei;  das  Gleiche  gilt,  da  die 
Momente  a, ,  ßx ,  yx  des  Volumenelementes  in  Bezug  auf  die  Koordi- 
natenaxen  nach  ihrer  Definition  mit  den  Summen  der  bezüglichen 
Momente  aller  in  demselben  enthaltenen  Moleküle  identisch  sind, 
auch  für  jene. 

Nun  erfordert  aber  auch  die  niedrigste  Symmetrie  einen  Grad 
der  molekularen  Poteutialfunktion,  der  mindestens  gleich  drei  ist, 
höhere  Symmetrie  Grade,  die  selbst  zwölf  übersteigen;  daraus  folgt, 
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daß,  wenn  das  Voluineuelenient  eines  Körpers  merkliche  feniwirkende 
Kräfte  ausübt,  seine  Moleküle  sich  nicht  in  jenem  normalen  Zu- 
stande befanden  können. 

Man  kann  nun  jeden  elektrisierten  Nichtleiter  und  jeden  magnetisch 
erregten  Körper,  welcher  klein  ist  gegen  seine  Entfernung  von  dem 
angezogenen  Eiuheitspunkt,  als  ein  Volumenelement  betrachten,  über- 
dies kann  man  die  Formel  (172)  sofort  auf  endliche  Körper  auwenden, 
indem  man  sie  über  deren  Volumen  integriert;  es  sind  also  Mittel 
vorhanden,  um  zu  prüfen,  ob  ein  Körper  sich  wie  ein  neutrales  Pol- 
system mit  von  Null  verschiedenen  Momenten  av  ßv  yx  verhält. 

Letzteres  ist  in  der  That  der  Fall,  und  es  bietet  sich  daher 
die  Aufgabe,  das  Gesetz,  welches  die  erregten  Momente  alt  ßx,  yx 
mit  den  erregenden  Ursachen  verbindet,  aufzusuchen. 

Eine  strenge  Analyse  würde  vou  bestimmten  Annahmen  über  die 
Konstitution  der  einzelnen  Moleküle  und  über  ihre  Anordnung  im  Körper 
ausgehen  müssen  und  dadurch  sowohl  prekär  in  den  Grundlagen,  als 
kompliziert  im  Aufbau  werden.  Aus  diesem  Grunde  ist  eine  solche 
bisher  noch  nicht  versucht  worden;  man  hat  sich  vielmehr  mit 
einem  Ansatz  geholfen,  der  jene  Schwierigkeiten  umgeht,  und  hat 
die  Momente  al}  ft,  y,  au  irgend  einer  Stelle  des  betrachteten 
Körpers  in  erster  Annäherung  linearen  Funktionen  gleich  gesetzt 
von  denjenigen  Argumenten,  welche  erfahrungsgemäß  das  Eutstehen 
von  Momenten  bewirken:  bei  der  dielektrischen  oder  magnetischen 
IiiHuenz  von  den  Komponenten  der  wirkenden  elektrischen  oder 
magnetischen  Kräfte,  bei  der  Pyroelektricität  von  der  Temperatur- 
äuderung  gegen  den  normalen  Zustand,  bei  der  Piezoelektricität  von 
den  Parametern,  welche  die  Deformation  des  Volumenelementes 
bestimmen. 

Die  Verfolgung  dieses  Weges  ist  indessen  von  der  molekularen 
Vorstellung  unabhängig  und  gehört  demgemäß  nicht  an  diese  Stelle.  — 

Von  der  allgemeinen  Potentialfunktion  <p'  eines  neutralen 
Volumenelemeutes  können  wir,  wie  schon  oben  erwähnt,  zu  der 
Potentialfunktion  eines  endlichen  neutralen  Körpers  von  analoger 
Konstitution  übergehen,  indem  wir  die  Formel  (172)  über  sein  ganzes 
Volumen  integrieren.    Der  resultierende  Ausdruck98) 

Ci    d-        dl  d-\ 

in  welchem  ul,  ßx,  Y\  als  im  allgemeinen  stetige  Funktionen  der 
Koordinaten  anzusehen  sind,  gilt  für  endliche,  unendlich  dichte  Pol- 


Digitized  by  Google 


§  20.    Die  Potentialfutiktion  endlicher  neutraler  Körper. 


169 


Systeme,  gleichviel,  ob  dieselben  elektrische  oder  magnetische  Ladung 
haben,  und  ist  für  die  Theorie  der  sogenannten  Dielektrika,  wie  der 
Magnete  von  fundamentaler  Bedeutung;  er  giebt,  da  er  auf 
Wechselwirkungen  beruht,  ebensowohl  das  Potential  des  Körpers 
auf  den  Pol,  als  dasjenige  des  Poles  auf  den  Körper  an. 

(f  ist  im  ganzen  äußeren  Räume  endlich  und  stetig,  erfüllt 
dort  die  Gleichung  A  <f ■  =  0  und  wird,  wenn  das  System  ganz  im 
Endlichen  liegt,  im  Unendlichen  derart  unendlich  klein,  daß  auch 
lim  (r0  cp)  verschwindet,  also,  nach  unserem  kurzen  Ausdrucke,  unend- 
lich klein  zweiter  Ordnung.  Seine  Differentialquotienten  nach  den 
Koordinaten  r,  y,  z  des  Einheitspoles  sind  im  äußeren  Räume  iden- 
tisch mit  den  negativen,  auf  jenen  Pol  ausgeübten  Kraftkomponenten. 

Ist  der  Körper  homogen  erregt,  d.h.,  sind  a1Jßiyyl  in  seinem 
Innern  konstant,  so  kann  man  ff  unter  Einführung  einer  sehr  kleinen 
Größe  Aj  auf  die  Form  bringen 


das  Integral  ist  die  NEWTos'sche  Potentialfunktion  des  mit  der  Dichte 
Pj/Ä,  erfüllten  Volumens  A,;  rp  entspricht  also  nach  (169)  dem  dar- 
aus durch  einfache  Multiplikation  nach  der  Richtung  der  Axe  /t 
gebildeten  neutralen  System. 

Für  innere  Punkte  verliert  rf  zunächst  Vollständig  seine  Be- 
deutung, denn  die  Ausgangsformel  (172')  setzr"mw«TrücKror_"eiue 
"eliclTiciie  Entfernung  rx  voraus,  da  sonst  die  Entwickelung  nicht  mit 
dem  niedrigsten  Glied  abgebrochen  werden  kann.  Es  ist  demgemäß 
über  den  Sinn,  den  cf  und  seine  Differentialquotienten  im  Innern  des 
Sy stemes  annehmen,  eine  besondere  Untersuchung  anzustellen  nötig; 
bei  derselben  sehen  wir  aber,  um  nicht  in  jedem  Volumeneleinente 
unendlich  viele  verschiedene  Werte  von  q  zu  erhalten^  von  der  Art, 
wie  die  Formel  (173)  abgeleitet  ist,  d.  h.  von  der  früheren  Annahme 
diskreter  Pole,  gänzlich  ab  und  halten  uns  nur  an  die  analytische 
Definition,  operieren  dadurch  gewissermaßen  mit  lauter  Mittel- 
werten. 

Daß  ff  auch  im  Innern  des  erregten  neutralen  Körpers  endlich 
ist,  erkennt  man,  wenn  man  Polarkoordiuaten  vom  Einheitspol  aus 
einfuhrt.  Um  zu  untersuchen,  ob  die  unendlich  nahen  Teile  über- 
haupt einen  endlichen  Beitrag  zu  seinem  Wert  geben,  schließt  mau 
den  Punkt  x,  y,  z  passend  durch  eine  unendlich  kleine  Kugel  mit 
dem  ihm  benachbarten  Mittelpunkt  a,  b,  c  ein,  innerhalb  deren  uv  ßv  yx 
als  konstant  angesehen  werden  können.    Indem  mau  dann  mit  der 


173) 
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Gleichung  (173  )  den  Wert  (168')  der  NEWTON'schen  Potentialfunktion  <jrj 
einer  homogenen  Kugel  auf  innere  Punkte  verbindet  und  bildet 

fl<jr-'  öy-'  öqp-' 

v--sr«i  +  -5rA  +  -8i,-»'>» 

erhält  man  leicht  als  Potentialfunktion  der  kleinen  Kugel 

1 73")      y  =  ±V(«,  (*-«)  +  A  (y  -  *)  +  r,  («  -  <•))• 

Dieser  Wert  wird  mit  unendlich  kleinem  Radius  selbst  unendlich 
klein,  da  (x  —  a).  (y  —  b),  (z  —  c)  notwendig  kleiner,  als  dieser  sind. 

Hieraus  folgt,  daß  die  unendlich  nahen  Teile  des  Systemes 
keinen  merklichen  Anteil  zu  der  Potentialfunktion  ergeben,  der 
Punkt  also  im  Innern  eines  neutralen  Körpers  dasselbe  Potential 
erfährt,  wie  in  einem  unendlich  kleinen  Hohlraum  von  beliebiger  Ge- 
stalt. In  diesem  Sinne  ist  also  der  obige  Ausdruck  für  </:,  wie  auf 
äußere,  auch  auf  innere,  und  selbstverständlich  ebenso  auch  auf 
der  Grenzfläche  beliebig  nahe  Punkte  anwendbar. 

Die  Potentialfunktion  (173)  gestattet  eine  wichtige  Umformung 
durch  teilweise  Integration,  welche  jedenfalls  zulässig  ist,  so  lange  der 
Einheitspol  außerhalb  des  Systemes  liegt.  Man  erhält  nämlich,  falls 
man  unter  nx  die  innere  Normale  auf  dem  Oberflächenelement  dox 
versteht  und 

-  (ax  cos(«px)  +  ßx  cosfapy)  +  yx  cos^z))  =  trv 


setzt, 

173"!  v„ff>yp.  +  rpp-, 

wodurch  sich  <f  als  die  Summe  eines  gewöhnlichen  NEWTON'schen 
Flächen-  und  eines  Körperpotentiales  darstellt;  ax  ist  die  Flächen-, 
ol  die  Raumdichte  der  äquivalenten  Verteilung. 

Bei  homogener  Erregung  verschwindet  das  Raumintegral,  und 
man  erhält  spezieller  bei  Einführung  des  resultierenden  Momentes  ^ 
und  der  Axe  lx  desselben 

r.     C  cos  in..  /.)  do. 

<f  =  fth  J — ; 1  i 

eine  Formel,  deren  Beziehung  zu  der  früheren  (173')  leicht  erkennbar  ist 
Ist  speziell  die  Gestalt  des  Systemes  die  eines  Fadens  von 
wechselnden,  aber  gegen  die  Länge  unendlich  kleinen  Querdimensionen, 
und  liegt  die  magnetische,  resp.  elektrische  Axe  überall  der  Faden- 
axe  parallel,  so  kann  man  die  Formel  (173)  schreiben 
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unter  q  den  Querschnitt  des  Fadens  verstanden;  hieraus  folgt  auch 

worin  das  mit  '  bezeichnete  Glied  sich  auf  das  positive,  das  mit 
sich  auf  das  negative  Fadenende  bezieht 

Ist  ji^  qv  d.  h.  das  Moment  der  Längeneinheit,  längs  des  Fadens 
konstant,  so  ist  das  Integral  gleich  Null,  und  die  Potentialfunktion  <p 
reduziert  sich  auf  die  Anteile  der  beiden  Endquerschnitte;  schreibt 
man  ^qx  =  w1?  so  wird  für  das  Solen oid,  wie  man  derartige 
Fäden  nennt, 

V  -  '"'  (  r-  ~  7?)  '  m  ""] 

worin  r  die  Entfernung  des  Einheitspoles  vom  positiven,  r"  die  vom 
negativen  Pole  des  Solenoides  bezeichnet. 

Liegt  der  Einheitspol  im  Innern  des  neutralen  Körpers,  so  läßt 
sich  die  Umformung  (173"')  gleichfalls  als  zulässig  erweisen. 

Denn  schließen  wir  ein  unendlich  kleines  Bereich  um  ihn  herum 
aus,  so  wird  nach  dem  Obigen  dadurch  (p  nicht  geändert,  das  Ober- 
tiächenintegral  in  (173"')  ist  aber  nunmehr  auch  über  die  Grenz- 
fläche dieses  Bereiches  zu  erstrecken.  Führt  mau  aber  Polarkoordi- 
naten von  dem  Einheitspol  aus  ein,  so  erkennt  man  leicht,  daß 
mit  abnehmendem  Bereich  und  demgemäß  abnehmender  Grenz- 
Häche  der  darauf  bezügliche  Anteil  des  Oberflächenintegrales  ver- 
schwindet — 

Während  hiernach  der  Übertragung  des  Wertes  (173)  und  (1 73  ") 
der  Potentialfunktion  auf  innere  Punkte  kein  Hindernis  entgegen- 
steht, wird  diejenige  der  durch  sie  gegebenen  Ausdrücke  für  die 
Kraftkomponenten  dadurch  unmöglich,  daß  in  ihnen  die  unendlich 
nahen  Elemente  einen  endlichen  Anteil  zu  dem  Werte  geben. 
Hiermit  hängt  zusammen,  daß  die  Kraft,  welche  ein  in  einem  un- 
endlich kleinen  Hohlraum  befindlicher  Punkt  erfährt,  von  der  Gestalt 
dieses  Hohlraumes  abhängt.99)  Eine  einfache  Überlegung  zeigt,  daß 
durch  den  Wert 

X=—d(fldr,  Y=—d(fjdy,  Z=—dff!dz 

speziell  diejenige  Kraft  gegeben  ist,  welche  der  Punkt  in  einem 
röhrenförmigen  Hohlraum  erfahrt,  dessen  Axe  parallel  der  elektrischen, 
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resp.  magnetischen  Axe  l±  an  der  betreffenden  Stelle  liegt,  und  dessen 
Querdimension  unendlich  klein  gegen  seine  Länge  ist.  Denn  ein 
fadenförmiges  Element,  welches  den  Hohlraum  ausfüllen  würde,  ist 
nacli  (173"")  äquivalent  mit  zwei  auf  seinen  Endflächen  liegenden 
Polen,  deren  Massen  unendlich  klein  vierter  Ordnung  sind,  also  in 
Entfernungen,  die  unendlich  klein  erster  Ordnung  sind,  keine 
endliche  Wirkung  üben. 

Die  zweimalige  Anwendung  der  Überlegung,  welche  zu  der 
Formel  (172)  für  die  Potentialfunktion  eines  Volumenelementes 
führte,  liefert  als  das  Potential  der  Wechselwirkung  zwischen  zwei 
in  endlicher  Entfernung  voneinander  liegenden  Volumenelementen 
die  Formel 


174) 


a±  a' 

r  r 


dx 


al 


»1 


+  'i-ey\aiTz, "  +  A  si  +  r>  a,. 


1  aar, 


a  ' 

r 

6x, 


dk  dkv 


oder  unter  Einführung  der  Axen  /,  lx  und  der  Gesamtmomente  p,  ^ 
für  beide  Volumeneleinente 


174') 


1 


Durch  Integration  über  die  beiden  Volumina  k  und  Aj  folgt 
hieraus  das  Potential  der  Wechselwirkung  zwischen  zwei  endlichen 
neutralen  Polsystemen.  Die  Kraftkomponenten  und  Drehungsmomente 
der  Wechselwirkung  folgen  hieraus  gemäß  den  auf  S.  102  ange- 
gebeneu Regeln. 

§  21.  Die  Newton' sehe  Potentialfunktion  von  Doppelflächen. 

Ein  ganz  ähnlich  weittragendes  Interesse,  wie  die  im  vorstehenden 
behandelten  neutralen  Systeme  von  diskreten  .Massenpunkten,  besitzen 
die  Gebilde,  welche  man  erhält,  wenn  man  entgegengesetzt  gleiche 
Massen  auf  zwei  unendlich  nahen  parallelen  Flächen  derart  stetig 
ausgebreitet  denkt,  daß  durch  Normalen  aufeinander  zu  beziehende 
Flächenstücke  entgegengesetzt  gleiche  Massen  tragen. 

Jedes  Flüchenelement  einer  solchen  Doppelf läche100)  kann  als 
ein  Punktpaar  der  in  (169')  vorausgesetzten  Art  behandelt  werden, 
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dessen  Axe  in  die  Normale  auf  der  Fläche  fallt,  und  man  erhält  so, 
wenn  v  sein  auf  die  Flächeneinheit  bezogenes  Moment  nach  der  be- 
liebig positiv  gerechneten  Normale  bezeichnet,  für  die  Potential funktion 
der  Doppelfläche  auf  Punkte  in  endbcher  Entfernung  den  Wert 

*p^fJpl^Tdol.  175) 

Ist  t\  auf  der  Fläche  ol  konstant,  so  läßt  sich  dies  Integral 
allgemein  bestimmen  und  giebt,  wenn  oj1  die  Öffnung  des  von  dem  Ein- 
heitspol nach  der  Randkurve  von  ox  konstruierten  Kegels  bezeichnet, 

V=±fpla>l,  175) 
wo  das  positive  oder  negative  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
das  von  der  Randkurve  begrenzte  Stück  der  Fläche  dem  Eiuheitspol 
die  Seite  der  positiven  oder  der  negativen  Normalen  zuwendet101)  Die 
Potentialfunktion  einer  homogenen  Doppelfläche  ist  also  nicht  von 
deren  Gestalt,  sondern  allein  vom  Verlauf  der  Randkurve  abhängig. 

Dies  Resultat  giebt  das  Mittel  an  die  Hand,  die  Definition  (175) 
der  Potentialfunktion  einer  Doppelfläche  mit  stetig  wechselndem  Mo- 
ment widerspruchslos  aucli  auf  unendlich  nahe  Punkte  zu  über- 
tragen. Denn  begrenzt  man  ihr  dem  Punkt  unendlich  nahes  Bereich  ß, 
innerhalb  dessen  vl  als  konstaut  angesehen  werden  darf,  durch  eine 
Randkurve  <r,  so  kann  man,  indem  man  a  festhält,  ß  jederzeit  so 
ausbauchen,  daß  die  Entfernung  aller  seiner  Teile  von  dem  be- 
trachteten Punkt  unendlich  groß  gegen  die  Dicke  der  Doppelfläche 
ist,  ohne  die  Potentialfunktion  zu  ändern.  Nur  am  Rande  der 
Doppelfläche  versagt  das  Verfahren,  dort  verliert  der  obige  Ausdruck 
(175)  also  seine  Bedeutung. 

Für  eine  geschlossene  homogene  Doppelfläche  vom  Mo- 
ment v  giebt  die  Formel  (175')  auf  innere  (t)  oder  äußere  (a)  Punkte 
angewandt 

<pt=  ±4  ii  fr,  <fa  =  0,  175) 
worin  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt,  jenachdem  die  innere 
Seite  der  Doppelfläche  die  der  positiven  oder  der  negativen  Normalen  ist. 

Die  Potentialfunktion  q>  einer  Doppelfläche  mit  stetig  wechseln- 
dem Moment  ist  im  ganzen  Räume  stetig,  wird  im  Unendlichen  unend- 
lich klein  vom  zweiten  Grade  und  springt  beim  Durchgang  durch  die 
Doppelfläche  um  4*/V,  falls  v  das  Moment  an  der  Stelle  des  Durch- 
ganges ist,  während  ihre  Diflerentialquotienten  stetig  hindurchgehen. 

Den  Beweis  kann  man  ähnlich,  wie  denjenigen  der  entsprechenden 
Sätze  über  Flächenpotentiale,  führen. 
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Man  schneidet  aus  einer  der  beiden  parallelen  Flächen,  etwa 
durch  eine  Kugel  um  denjenigen  Oberflächenpunkt,  in  welchem  man 
das  Verhalten  der  Poteutialfunktion  untersuchen  will,  ein  unendlich 
kleines  Bereich  ß  Ton  konstantem  Moment  v  aus,  errichtet  in  seinen 
Randpunkten  Normalen  und  grenzt  dadurch  auf  der  Parallelfläche 
ein  Stück  ab,  welches  gleiche  und  entgegengesetzte  Gesamtmasse  ent- 
hält, wie  ß. 

Die  Unstetigkeit  der  Potentialfunktion  der  ganzen  Fläche  und 
die  ihrer  Differentialquotienten  in  dem  betrachteten  Punkte  können 
nur  von  dieser  unendlich  kleinen  homogenen  Doppelfläche  herrühren. 
Sie  muß  also  dieselbe  sein,  wie  die  einer  beliebigen  homogenen,  ge- 
schlossenen Doppelfläche,  welche  jenes  ausgeschnittene  Bereich  ent- 
hält Nun  zeigt  Formel  (175"),  daß  für  eine  solche  die  Potential- 
funktion auch  in  unendlicher  Nähe  endlich  ist,  beim  Durchgang  von 
der  negativen  zur  positiven  Seite  um  4nfv  springt,  ihre  Differential- 
quotienten sich  aber  stetig  anschließen;  dasselbe  gilt  sonach  auch 
für  die  gegebene  Doppelfläche  mit  stetig  wechselnder  Dichte,  falls 
mau  unter  v  das  Moment  der  Flächeneinheit  an  der  untersuchten 
Stelle  versteht. 

Wir  schreiben  daher 

176)  (p+  —  cp-  =  4  sr/V, 

»•■>  (g)*+(S)--0-  (0)+-(Ä=0-- 

Da  die  Potentialfunktion  einer  Doppelfläche  mit  konstantem 
Moment  nach  dem  zu  der  Formel  (175')  Gesagten  von  der  Gestalt 
der  Fläche  unabhängig  und  nur  durch  den  Verlauf  der  Randkurve 
bestimmt  ist,  so  muß  sich  ihr  Wert  in  ein  Randintegral  verwandeln 
lassen,  aus  dem  jede  Beziehung  auf  die  Gestalt  der  Fläche  ver- 
schwunden ist  Eine  additive  Funktion,  welche  bei  der  Integration 
über  die  geschlossene  Kurve  identisch  verschwindet,  bleibt  bei  dieser 
Umformung  unter  dem  Randintegral  willkürlich. 

Man  erhält  eine  solche  Umwandelung  leicht  auf  geometrischem 
Wege. 

2  >t  —  («  +  ß  +  y)  ist  die  Fläche  eines  sphärischen  Dreieckes 
auf  der  Kugel  vom  Radius  Eins  mit  den  Außenwinkeln  «,  ß,  y  ;  daraus 
leitet  sich  ab 

2  7i  —  2l  uh 

als  der  Wert  der  Fläche  eines  sphärischen  Polygons  mit  den  Außen- 
winkeln au.  Geht  man  zu  einer  stetig  gekrümmten  Kurve  über,  be- 
zeichnet den  unendlich  kleinen  Winkel  zwischen  zwei  aufeinander 
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folgenden  Linienelementen  mit  du  und  führt  die  Länge  des  Linien- 
elementes dav  sowie  den  Wert  P  des  Krümmungsradius  der  Kurve  auf 
der  Kugel  durch  die  Beziehung  du  =  daljP  ein,  so  gelangt  man  zu 

^-2*-/^-,  177) 
wofür  man  auch  schreiben  kann 

^  =  2*-f*'*'**<**t,  177) 

falls  dsl  das  Element  der  Randkurve  von  ov  r  seine  Entfernung  von 
dem  betrachteten  Punkte  und  R  den  Krümmungsradius  der  Kurve 
bezeichnet,  in  welcher  eine  in  ds  zu  r  normale  Ebene  durch  den 
Kegel  €ox  geschnitten  wird. 

Auch  die  Komponenten  der  Wirkung,  welche  der  angezogene 
Punkt  seitens  der  Doppelfläche  erleidet,  lassen  sich  durch  Rand- 
integrale darstellen. 

Hierbei  kommt  ein  wichtiger,  von  Stokes  gegebener  Satz  über 
die  Verwandelung  eines  gewissen  Oberflächenintegrales  in  ein  Rand- 
integral zur  Anwendung.102) 

Sei  A  eine  auf  der  Oberfläche  o  stetig  veränderliche  Funktion 
des  Ortes,  und  bezeichne  n  diejenige  Richtung  der  Normalen  auf 
der  Oberfläche  o,  welche  von  der  beliebig  positiv  gerechneten  Raud- 
kurve  j»  in  positivem  Sinne  umlaufen  wird,  so  ist 

Ji=f[^TC09(n>ri-  ddAy  ™s(n,z))do=fj[^ds.  178) 

Für  den  Beweis  wollen  wir  der  Bequemlichkeit  halber  an- 
nehmen, daß  auf  der  ganzen  Oberfläche  o  die  positive  Normale  einen 
spitzen  Winkel  mit  der  Y-  und  #-Axe  einschließe.  Ist  dies  nicht 
der  Fall,  so  hat  man  o  in  Stücke  zu  teilen,  auf  denen  cos(n,  y) 
und  cos(n,  z)  ihr  Zeichen  nicht  wechseln,  diese  gesondert  zu  be- 
handeln und  schließlich  die  für  sie  erhaltenen  Resultate  zu  addieren. 
Gleiches  gilt,  wenn  die  Oberfläche  mehr  als  eine  Randkurve  besitzt. 

Bezeichnet  man  mit  dxdz  und  dxdy  die  Projektionen  von  do 
auf  die  XZ-  und  XI -Ebene,  so  erhält  man  zunächst 

Führt  man  nun  ein 

FA*>  y>  z)  =  ° 
als  Gleichung  der  gegebenen  Oberfläche, 
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als  die  Gleichungen  zweier  Oberflächen,  welche  mit  der  erste ren 
zusammen  einen  Punkt  r,  y,  z  der  Oberfläche  bestimmen,  so  kann 
man  umgekehrt  auch  schreiben 

Setzt  man  noch  fest,  daß  <fa,  und  r/n  drei  Linienelemente 
bestimmen,  die  zu  einander  liegen,  wie  A'  zu  i'  zu  Z,  so  erhält  man 


,  CH 18  x  dx  _  B  x  Bx\  BA  /öx  B  y  _  Bx  By\  BA^ 
1  ~  JJ  [[dttdß      dadßjTi  "  \B~a8ß  dßd~a)Ty 


dadß , 


«SM 

und  fugt  man  unter  dem  Integral  den  verschwindenden  Ausdruck 

I d  x  d  x  dx  B x\  BA 
['da  ~oß  ~  J^TßJdx 

hinzu,  so  giebt  dies 

Nimmt  man  nun  an,  die  F2  und  F3  seien  so  gewählt,  daß  die 
Oberfläche  o  durch  ringförmige  und  durchmesserartige  Kurven  in 
Elemente  zerlegt  wird,  so  ist  in  Bezug  auf  a  von  dem  centralen 
Wert  aQ  bis  zum  Randwert  zu  integrieren,  in  Bezug  auf  ß  von 
einem  beliebigen  Anfangswert  ß0  bis  zu  einem  Endwert  ßlt  welcher 
der  gleichen  Kurve  u  und  somit  auch  gleichen  A  und  x  entspricht 

Man  erhält  dann  aus  (178')  durch  teilweise  Integration,  bei  der 
sich  das  Flächenintegral  forthebt, 

ns")  j^f^at-fA^läu. 

Das  zweite  Glied  verschwindet  nach  dem  Gesagten  wegen  der  Ein- 
wertigkeit  von  A  und  dxjda,  das  erste  giebt  an  der  unteren  Grenze 
den  Wert  Null,  da  dort,  für  den  innersten,  unendlich  kleinen  Ring, 
Adxjdß  konstant  ist.  Sonach  bleibt  allein  der  Wert  an  der  oberen 
Grenze,  der  sich  auf  die  Randkurve  bezieht,  und  in  dem  man 
(dx/dß)  dß  mit  dx  oder  {dxjds)ds  vertauschen  kann.  Dies  giebt 
aber  die  zu  beweisende  Formel  (178). 

Stellt  man  ihr  entsprechende  für  mit  A  gleichartige  Funktionen  B 
und  C  auf,  in  denen  die  Y-  und  #-Axe  dieselbe  Rolle  spielen,  wie 
vorstehend  die  X-Axe,  und  summiert  die  bezüglichen  Integrale  JvJyJv 
so  erhält  man  den  allgemeinen  Ausdruck  des  Stores  sehen  Satzes, 
nämlich  die  Gleichung 
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178"') 


flfdC       8B\       ,      x      IBA      d€\       .  x 

+ ( 4t  -  -K )  ~M  *  - /(' -2:   E  +  *  2:-H 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  wollen  wir  nun  die  A'-Komponente  der 
Wirkung  der  homogenen  Doppelt!  äche  auf  den  Einheitspol  berechnen. 

Man  erhält  zunächst,  weil  r  die  Koordinaten  x  und  xl  nur  in 
der  Verbindung  x  —  xx  enthält, 

a  f  K 

X=  -lBxJV>B^d0> 


+ 


ä-^cos(">'rVrf"i' 


179) 


und  wenn  man  beuutzt,  daß  A  (!/»•)  —  0  ist, 


f'J  [  \B  x~B,J,  C0S  ("».'/)  -  g  *.  <™  (»1 »  '•: 

+  \a >,  a'*,  008    '  -*)  -  a cos  ("' '  'V . 


Die  Anwendung  der  Beziehung  (178  ")  liefert  hieraus  sofort, 
wenn  man  die  entsprechenden  Ausdrücke  für  Y  und  Z  hinzufügt, 
das  System  von  Werten: 


179-) 


bierin  bezeichnen  dxiy  dyx,  dz1  die  Projektionen  des  Linienelementes 
dxl  auf  die  Koordinatenaxen. 

Man  kann  also  die  Wirkung  der  DoppclHäche  ersetzen  durch 
die  ihrer  Raudkurven    ,  falls  man  von  den  einzelnen  Linienelementen 
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dsl  eine  Kraft  ausgeübt  denkt,  deren  Komponenten  —  je  bis  auf 
eine  willkürliche  additive  Funktion  von  der  Form  dg  f  dsiy  .  .  .  — 
gegeben  sind  durch 


X 

r 

-(* 

-*i)rf*i)> 

Z' 

-(* 

Diese  Ausdrücke  geben  eine  Resultierende  K'  von  der  Stärke 
179"')  Ä"  = -rV  sinfoiji/^, 

wo  r  nach  dem  Kinhoitspol  hin  positiv  gerechnet  ist,  deren  Richtung 
normal  steht  auf  der  Ebene  durch  r  und  f/.^  und  zwar  in  dem  Sinne, 
der  einer  positiven  Drehung  um  die  positive  Richtung  dsl  entspricht, 
falls  fj  positiv  ist,  was  man  hei  homogenen  DoppelHächen  durch 
Verfügung  über  die  positiv  genannte  Richtung  der  Normalen  iij  stets 
erreichen  kann. 

Dies  Gesetz  stimmt  mit  dem  nach  Biot  und  Savart103)  benannten 
für  die  Wirkung  eines  in  dsl  fließenden,  mit  vx  proportionalen  gal- 
vauischen  Stromes  auf  einen  nordmagnetischen  Einheitspol  durchaus 
überein;  eine  homogene  magnetische  Doppelfläche  ist  somit  bezüg- 
lich ihrer  magnetischen  Wirkung  einem  in  ihrer  Randkurve  krei- 
senden Strom  vollkommen  äquivalent  — 

Das  Potential  der  Wechselwirkung  zwischen  zwei  Doppelflächeu 
o  und  mit  den  konstanten  Momenten  v  und  v1  schreibt  sich  unter 
Benutzung  der  auf  S.  173  angestellten  Überlegungen 

180)  V-fvvJfdodo,^. 

Dieser  Ausdruck  gilt  jederzeit,  wenn  die  beiden  DoppelHächen 
entweder  direkt  keine  einander  unendlich  nahen  Flüchenelemente 
besitzen  oder  doch  ohne  Veränderung  der  Randkurven  in  eine  solche 
Form  gebracht  werden  können.  Er  gilt  also  jedenfalls  nicht,  wenn 
die  beiden  Randkurven  durcheinander  geschlungen  sind. 

Die  Gleichung  (180)  läßt  sich  unter  Benutzung  des  Satzes  (178"') 
leicht  in  ein  Doppelintegral  über  die  Randkurven  s  und  beider 
Doppclflächen  umformen. 

Denn  man  kann  zunächst  nach  (175)  und  (180)  schreiben 
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<l>  =  +  v Jdo^  cos  («,  x)  +  *|  cos  (n,  y)  +       cos  (w,  z)j 

=  +f'>"'i.)dslj<lo\drs\i'y  c',sl">z)-a-  cos(n>^ 

V  ai  \  >18°'> 

hierauf  den  Satz  (178")  dreimal  anwenden  und  dadurch  erhalten 

<j»  =  -  /v  *JJ  dxJx*+*ul*\±dxAh.  =  -fVViJJc™  f^f^«,  180"') 

worin  €  den  Winkel  zwischen  den  Linienelementen  ds  und  be- 
zeichnet. 

Dieser  Ausdruck  stimmt  mit  dem  von  Nkumann  gegebenen  und 
schon  Seite  52  und  153  benutzten  Potential  der  Wechselwirkung 
zwischen  zwei  in  *  und  »x  fließenden,  ihrer  Stärke  nach  mit  v  und  vx 
proportionalen,  galvanischen  Strömen  überein. 


§  22.  Der  GREEN'sche  Satz  und  die  Green' sehen  Funktionen. 

Ist  dk  das  Element  eines  beliebig  begrenzten  Kaumes  A,  du  das 
Element  seiner  Begrenzungstläche,  und  sind  U  und  f  zwei  Funktionen 
von  x,  y,  z,  welche  die  Bedingung  erfüllen,  daß  f/f  dVjdx,  df  'jdy, 
dV\bz  innerhalb  des  betrachteten  Raumes  eindeutig  und  stetig 
sind,  so  gilt,  wie  durch  Rechnung  leicht  zu  erweisen  ist, 

Crr^ifi  CndV  i       C(BU  BV      BU  BV      öU  BV\  ..  1<an 

J  LTA  1  dk  =  -J  U  Bn  d°  -  J  [dz  Bz  +  By  By  +  B*  &*  )  <<*'  181> 

Hierin  bezeichnet  n  die  Richtung  der  inneren  Normale  auf  der 
Oberfläche  von  k.  Diese  Gleichung  führt  den  Namen  des  Gkken'- 
schen  Satzes.101) 

Ist  auch  /  und  dl/jdx,  dl  jdy,  df//dz  innerhalb  h  einwertig 
und  stetig,  so  läßt  sich  die  vorstehende  Gleichung  auch  unter  Ver- 
tauschung von  U  und  V  aufstellen,  und  aus  beiden  folgt  dureb 
Subtraktion 

f{UA  r-  /  A  U)dk  =  -j{üfn  -  rddUn)  du.  181') 

12* 
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Wählt  man  speziell  1  =  V,  so  ergiebt  die  Gleichung  (181) 
worin 

gesetzt  ist;  nimmt  mau  V  =  1 .  so  folgt  aus  (181) 

Die  vorstehenden,  gleichfalls  von  Giikkn  gegebenen  Gleichungen 
erweisen  sich  nach  vielen  Richtungen  hin  überaus  fruchtbar. 

Zunächst  wollen  wir  sie  anwenden,  um  zu  beweisen,  daß  die 
in  den  vorigen  Paragraphen  untersuchten  Poteiitialfunktionen  ff 
vollständig  charakterisiert  sind  durch  ihr  reguläres  Verhalten,  durch 
die  Erfüllung  der  Gleichung  £\tf=  i)  außerhalb  der  wirksamen 
Massenverteilungen  und  durch  die  Art  ihres  Verschwindeiis  im 
Unendlichen;  ferner  bei  Punkt-  und  Linienpotentialen  durch 
die  Stellen  und  die  Art  des  Unendlichwerdens,  bei  Flächen-  und 
Doppelflächenpotentialen  durch  das  Verhalten  der  Funktion 
und  ihres  ersten  Differentialquotienten  nach  der  Normalen  an  den 
mit  Masse  belegten  Flächen,  bei  Raumpotentialen  durch  die 
überall  stattfindende  Stetigkeit  der  Funktion  und  ihrer  ersten 
Differentialquotieuteu  und  die  Gültigkeit  der  Gleichung 

A  <f  ■  —  —  4  n  fi>. 

Die  Potentialfuuktion  (173)  eines  endlichen  neutralen  Körpers 
ist  nach  (1 73  ")  auf  solche  der  vorstehenden  Art  zurückführbar, 
bietet  sonach  nichts  Neues. 

Den  angekündigten  Beweis  führen  wir  in  der  Weist»,  daß  wir 
annehmen,  es  seien  zwei  Funktionen  ffl  und  (f.,  mit  den  gleichen 
Eigenschaften,  also  auch  gleichen  Unstetigkeiten  und  gleichen  Para- 
metern m,  r,  a,  o,  v  möglich,  und  zeigen,  daß  ihre  Differenz 
rpl  —  (f2  =  ff'  notwendig  im  ganzen  Räume  verschwinden  muß. 

Die  Funktion  <jr'  verhält  sich  nach  ihrer  Definition  mit  ihren 
ersten  Differentialquotienten  überall  regulär  und  erfüllt  die  Gleichung 
Ar/-'  =  0;  sie  wird  im  Unendlichen  selbst  von  mindestens  erster,  ihre 
ersten  Differentialquotienten  werden  von  mindestens  zweiter  Ordnung 
unendlich  klein.  Bildet  man  also  für  ff  die  Gleichung  (181")  und 
bezieht  dieselbe  auf  den  ganzen  von  einer  unendlich  fernen  Fläche 
begrenzten  Raum,  so  verschwindet  in  ihr  sowohl  das  Raumintegral 
links,  als  das  OberHächenintegral  rechts,  und  mau  erhält 
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0  =  /9^</Ä; 

hieraus  folgt  die  Konstanz,  und  da  <f  im  Unendlichen  gleich  Null 
ist,  auch  das  Verschwinden  von  </',  womit  der  angegebene  Beweis 
geliefert  ist.  — 

Die  Gleichung  (181")  gestattet  auch  zu  beurteilen,  welcherlei 
Handbedingungen  neben  den  für  jede  Stelle  eines  endlichen  Rau- 
mes k  vorgeschriebenen  Werten  A  /'*  erforderlich  sind,  um  eine  stetige 
und  eindeutige  Funktion  /   innerhalb  k  vollständig  zu  bestimmen. 

Diese  Bedingungen  müssen  nämlich  jedenfalls  zur  Folge  haben, 
daß  für  die  Differenz  /2  —  I \  =  V  von  zwei  Funktionen,  welche 
das  gleiche  A '  ergeben  und  den  gleichen  Randbedingungen  genügen, 
das  Obertlächenintegral  in  (181")  entweder  verschwindet  oder  zu 
einer  Summe  von  stets  positiven  Gliedern  wird.  Ersteres  findet  statt 
für  Teile  der  Oberfläche,  wo  entweder  /'oder  df  j  dn  vorgeschriebene 
Werte  anuimmt,  letzteres  für  Teile,  wo  das  Gleiche  für 

(/•^/■•-'a-i-ö'/'/ö»)  oder  (/;»/■' -{dVjdn?k-x) 

stattfindet,  falls  /'',  und  F2  längs  der  Oberfläche  beliebig  wechselnde 
Größen  bezeichnen.  Somit  wird  in  allen  Fällen,  wo  längs  der 
Oberfläche  zum  Teil  das  eine,  zum  Teil  das  andere,  zum  Teil  das 
dritte  stattfindet,  /  0  Vdk  =  0,  also  /  '  konstant  sein  müssen,  und 
diese  Konstante  bestimmt  sich  durch  die  Obertlächenbediiigungen  selbst 
in  allen  Fällen  zu  Null,  ausgenommen  den  einen,  daß  längs  der 
ganzen  Oberfläche  df'jdn  gegeben  ist  In  diesem  Falle  ist  also  /' 
nur  bis  auf  eine  additive  Konstante,  in  allen  übrigen  aber  voll- 
stündig  bestimmt 

Ks  ist  zu  bemerken,  daß  /,  Öl  jön  und  /-*'<-»_  S  I  jdn) 
resp.  (/Ta3/  —  (f>  /  /Öw)2k-'j,  so  weit  sie  nicht  der  Forderung  der 
Stetigkeit  widersprechen,  willkürlich  vorgeschrieben  werden  können; 
nur  in  dem  obigen  speziellen  Falle,  daß  df jdn  auf  der  ganzen 
Begrenzung  gegeben  ist,  wird  eine  Beschränkung  der  freien  Verfügung 
durch  die  Formel  (181"')  geliefert 

Es  mag  schon  hier  hervorgehoben  werden,  daß  vorgeschriebene 
Oberflächenwerte  von 

(/;»A--2A-i_0//dw)  oder  {Ff / '- {d /'/ d«p-') 

hervorragendes  Interesse  nur  bieten,  wenn  h  =  k  =  \  ist,  wo  sich  beide 
Ausdrücke  auf  (/'*  /  —  d  /  /  du)  reduzieren;  auf  diesen  Fall  wollen 
wir  uns  weiterhin  auch  beschränken.  — 

Eine  überaus  wichtige  Formel,  die  unter  anderem  auch  dazu 
benutzt  werden  kann,  um  /  aus  längs  der  ganzen  Oberfläche  von  k 
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r 


setzt,  wo  r  die  Entfernung  der  Stelle  .r,  y,  z  von  einem  beliebig 
innerhalb  k  festgelegten  Punkt  a,  b,  c  bezeichnet 

Durch  eine  kleine  Kugeltiäche  ist  dünn  der  Punkt  «,  b,  c  aus- 
zuschließen, um  einen  Kaum  zu  erhalten,  innerhalb  dessen  V  die 
vorausgesetzte  Stetigkeit  besitzt    Das  Überflächenintegral 


liefert  über  die  kleine  Kugel  ausgedehnt  im  ersten  Glied  Null,  im 
zweiten  —  4n  J'abf;  man  erhält  also  in  Rücksicht  auf  A  (1  /r)  =  0 


wo  das  Flächenintegral  nur  über  die  ursprüngliche  Begrenzung, 
und  das  Raumintegral  zwar  zunächst  über  den  Raum  /<  mit  Aus- 
schluß der  kleinen  Kugel  zu  nehmen  ist,  aber  beliebig  auch  über 
diese  erstreckt  werden  kann,  da  der  ihr  entsprechende  Anteil  un- 
endlich klein  ist106) 

V  drückt  sich  also  im  allgemeinsten  Falle  aus  als  Newton'scIic 
Potentialfunktion  einer  Überflüehenbelegung  von  der  Dichte 


Letztere  verschwindet,  wenn  der  gegebene  Wert  von  A  V  gleich 
Null  ist 

Wird  V  im  Unendlichen  von  beliebigem,  dl  jdn  von  höherem 
als  erstem  Grade  unendlich  klein,  so  kann  man  für  k  den  unend- 
lichen Raum  nehmen  und  das  über  die  unendliche  Kugelfläche  er- 
streckte Integral  vernachlässigen. 

Ist  dann  weder  V  noch  dl'jdn  längs  irgend  einer  im  End- 
lichen gelegenen  Fläche  unstetig,  so  giebt  das  erste  Integral  in  (1 82) 
den  Wert  Null,  und  /"  bestimmt  sich  als  die  Potentialfunktion  einer 
räumlichen  Massenverteilung,  denn  es  wird  unter  Renutzung  von  (107") 


182)  f'ab 


l  dV 
r  dn 


dn  I  4*J  ' 


(>  —  —  dVj  4  xfdn, 
einer  Doppelbelegung  von  dem  Momente 

r=  +  IjAnf 
und  einer  räumlichen  Verteilung  von  der  Dichte 

«  =  -  A  V\  4  7i  f. 
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Speziell  wird  hier  /'=  0,  wenn  noch  /\  F  =  0  ist 

Ist  dagegen  zwar  A  /  überall  gleich  Null,  aber  F  oder  dFjdn 
längs  einer  Fläche  unstetig,  so  ist  diese  Fläche  als  Begrenzung 
des  Raumes  anzusehen  und  unter  Rücksicht  auf  (1G5')  und  (17ü) 
zu  bilden 

i  r   .  l 


abe 


wo  nx  nach  der  Seite  des  Wertes  !\  positiv  gerechnet  ist 

V  bestimmt  sich  hier  in  der  Tliat  als  Potentialfunktion  einer 
einfachen  oder  Doppeltläche.  — 

Bei  den  vorstehenden  Betrachtungen  war  das  Verhalten  von  /* 
im  Unendlichen  vorgeschrieben;  es  giebt  Fälle,  wo  dasselbe  nicht 
gegeben  ist,  aber  aus  den  für  das  Endliche  geltenden  Bedingungen 
erschlossen  werden  kann.106) 

Sei  A  V  nur  im  Endlichen  von  Null  verschieden  und  — / &Fdk 
über  den  ganzen  Raum  h  integriert  endlich,  und  zwar  gleich  4*  M.\ 
sei  ferner  d  Fj  d  n  nur  an  im  Endlichen  liegenden  geschlossenen 
Oberflächen  oh  vorgeschrieben,  und  —  22  f(d  F  /  dn)doh  über  sie  alle 
summiert  endlich,  uud  zwar  =  +AnM0.  Wir  erstrecken  Formel 
(182)  auf  den  Raum  zwischen  den  oh  und  der  unendlich  großen 
KugelHäche  O  und  erhalten,  wenn  wir  den  Radius  der  letzteren 
mit  Ii  bezeichnen, 


AnJ  r 

Es  gilt  aber  nach  (181"') 

>  =  -f*rdk  -Jddvndo  =  +  4  *  W  +  M)  , 

also  ist  das  Integral  links  endlich  und  wird  durch  R  dividiert  unendlich 
klein.  Bezeichnen  wir  noch  die  Konstante  f  F d  O  \  4n  R2  durch  C, 
so  erhalten  wir 

/•„.,_<?--        (,8/-l  'Ado  -  '  /  Ar''*.  182) 
AnJ  \r  du  0  nl  A  nJ  r 
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Diese  Formel  zeigt,  daß,  wenn  man  den  Punkt  a,  c  ins  Un- 
endliche rückt,  V  —  C  gleich  (Afit  -f  J/.)  /  Ji,  also  unendlich  klein 
wird,  wie  1  /  Ii,  daher  ÖV /du,  wie  1  /  R*.  Schreihen  wir  daher  die 
Formel  (181")  für  V  —  C,  statt  für  so  ergieht  die  frühere  Schluß- 
weise, daß  /*  bis  auf  eine  additive  Konstante  durch  die  aufgestellten 
Bedingungen  bestimmt  ist. 

Erfüllt  V  die  Bedingung  A  /'"=  0,  so  ist  M{  =  0;  ist  außerdem 
noch  —  2:  j'{d  l  jdn)duh  und  demgemäß  M0  gleich  Null,  so  wird  /' 
im  Unendlichen  erst  um  eine  Größe  zweiter  Ordnung  von  C  ver- 
schieden sein. 

Diese  Resultate  bleiben  auch  dann  gültig,  wenn  von  den  Ober- 
flächen o.  Teile  ins  Unendliche  reichen,  die  eine  z.  B.  eine  unend- 
liehe  Ebene  ist,  falls  nur  längs  jener  Teile  V  von  mindestens  erster, 
d  V \  d  n  von  zweiter  Ordnung  unendlich  klein  wird.  — 

Man  kann  die  vorstehenden  Betrachtungen  leicht  auf  den  Fall 
erweitern,  daß  die  Funktion  /'  in  dem  Raum  k  mehrdeutig  ist, 
aber  ihre  Differentialquotienten  eindeutig  sind.107)  Die  Mehrwertigkeit 
von  V  kann  nur  eintreten,  wenn  der  Raum  k  mehrfach  zusammen- 
hängend ist. 

Man  kann  ihn  dann  einfach  zusammenhängend  machen  durch 
gewisse  Querschnitte,  die  zu  den  direkt  gegebenen  als  weitere  Be- 
grenzungstfächen  hinzutreten;  aus  der  gemachten  Voraussetzung  der 
Eindeutigkeit  der  Dift'erentialquotieiiten  folgt,  daß  V  beim  Übergang 
über  jeden  Querschnitt  um  einen  konstanten  Wert  springt. 

Die  Größe  dieses  Sprunges  ist  bekannt,  wenn  die  OberHächen- 
werte  V  gegeben  sind,  die  ja  natürlich  die  Eigenschaft  der  Funktion 
V  im  Innern  von  k  bezüglich  der  Mehrwertigkeit  teilen  müssen;  sie 
ist  unbekannt,  wenn  dl  jdn  gegeben  ist.  Bezeichnet  man  das  Ele- 
ment der  Hilfsquerschnitte  mit  do\  so  liefert  hier  die  Formel  (182) 


die  Normale  n  nach  der  Seite  des  Wertes  /,  positiv  gerechnet; 
sind  mehrere  Querschnitte  a  vorhanden,  so  bat  längs  eines  jeden 
im  allgemeinen  f  \  —  1 2  einen  verschiedenen  Wert  Jedes  der  Inte- 
grale über  einen  Querschnitt  o  stellt  sich  als  die  Potentialfunktion 
einer  darauf  befindlichen  homogenen  Doppelbelegung  vom  Moment 
(>,  -  dar. 
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Bezeichnet  man  das  letzte  Integral  durch  —  Wy  so  ist 

r+  ff  =  u 

im  ganzen  Räume  auch  beim  Durchgang  durch  die  Hilfsquer- 
schnitte, eindeutig  und  stetig,  und  man  kann  statt  der  vorigen  For- 
mel auch  schreiben 


182"') 


Versteht  man  unter  G  eine  Funktion,  die  innerhalb  h  überall 
eindeutig  und  stetig  ist  und  speziell  der  Gleichung  A  O  —  0  genügt, 
so  folgt  für  sie  aus  (181') 

Multipliziert  mau  diese  Formel  mit  1  /  4  tt  und  addiert  sie  zu  (182), 
so  erhält  man 


-«;/(°+;)*™-  ) 

Wir  wollen  nun  G  noch  verschiedenen  Randbedingungen  unter- 
werfen, welche  diese  Funktion  vollständig  oder  bis  auf  eine  additive 
Konstante  bestimmen. 

Ist  erstens  G  —  —  1  /  r  vorgeschrieben  (erste  G  kehn  scIic 
Funktion108)  6',  oder  Gkkkn'scIh»  Funktion  im  engeren  Sinne),  so 
wird  aus  (183) 

=  1 J 1  ^"ll-  ■'"  -  if* '  ("■• +  l)di '  ,83> 

ist  zweitens  dG  jdn  =  c  —  d{\jr)jdn  (zweite  Green' sehe  Funk- 
tion109) 6'2),  wo  c  eine  Konstante  bezeichnet,  deren  Wert  aus  (181"') 
folgt,  wenn  man  dort  V=  G  setzt,  so  wird 

worin  C  eine  andere  Konstante  bedeutet;  ist  drittens 

d(G+lr)ld„  =  F'(G+l), 
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(dritte  GnEEN'sche  Funktion110)  £3),  so  wird 

188-1  r.»e  =         /■  -  §£)  (c;  +  ;)  «f.  -  {Ja  r[o,  +  !)<«. 

Diese  drei  Formeln  zeigen,  daß,  wenn  für  einen  Raum  ä  die 
drei  Gkken'scIicii  Funktionen  G\,  G\,  G3  gefunden  sind,  die  Be- 
stimmung von  /  ausgegebenen  inneren  Werten  von  A  I  und  gegebenen 
Randwerten  /'  dl/dn,  (F*  f'  —  d  I' j  d  n)  auf  Quadraturen  zurück- 
gefübrt  ist  Bei  gegebenen  d  V\  d  n  bleibt  eine  additive  Konstante 
erst  in  G'2  und  sodann  in  V  nacb  dem  Früheren  unbestimmt.  Daß 
es  für  jeden  Raum  drei  Funktionen  von  den  Eigenschaften  von  Gv 
G2,  G'3  giebt,  kann  man  dabei  am  einfachsten  aus  der  physikalischen 
Bedeutung  folgern,  welche  diese  Funktionen  besitzen  und  welche 
uns  später  beschäftigen  wird. 

Die  Ausdehnung  dieses  Verfahrens  auf  mehrwertige  Funktionen 
V  bietet  nach  dem  auf  S.  184  Gesagten  keine  Schwierigkeit  — 

Unter  allen  Funktionen  U  oder  /',  auf  welche  die  vorstehenden 
Entwickelungen  anwendbar  sind,  beanspruchen  diejenigen  das  größte 
Interesse,  für  welche  innerhalb  k  speziell  überall  gilt 

&U  =  A/7=  0; 

für  sie  vereinfacht  sich  eine  Reihe  der  vorstehenden  Gleichungen  in 
bemerkenswerter,  allenthalben  leicht  ersichtlicher  Weise. 

Nur  auf  einige  spezielle  Resultate  soll  besonders  aufmerksam 
gemacht  werden. 

Zunächst  folgt  aus  (181')  und  (181"'),  wenn  V  und  /'mit  ihren 
ersten  Ableitungen  innerhalb  k  regulär  sind, 

Sind  U  und  /  in  (181)  zwar  innerhalb  h  im  übrigen  regulär, 
werden  sie  aber  je  in  einem  Punkte  ai,bl,c1  resp.  r/2,  A2,  c2  wie 
1  /r,  resp.  1 /r2  unendlich,  so  giebt  die  Betrachtungsweise,  welche 
zu  der  Formel  (182)  führte, 

rfl,„lfl-  r,„Vi=  -  4\J(t'döln  -  r-*ä")d», 

also  in  allen  Fällen,  wo  das  Oberflachenintegral  verschwindet, 
184')  '  v.<-.  —  I  «t^r, 

Hieraus  folgt  der  Reciprocitätssatz in),  daß  von  zwei  Funktionen 
/*  und  /'  der  vorausgesetzten  Art  welche  an  der  Oberfläche  von  k 
entweder  den  Bedingungen  /  =  V  =  Const  oder 
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I*V-d  Uldn  =  F*  V- d  F/dn  =  0 

genügen,  diejenige,  welche  in  einem  Punkt  (1)  unendlich  wird,  in 
dem  Punkte  (2)  denselben  Wert  annimmt,  wie  diejenige,  welche  im 
Punkte  (2)  unendlich  wird,  im  Punkte  (1). 

Die  Bedingungen  d  t  jdn  =  d  l'jdn  =  0  kann  man  den  Funk- 
tionen U  und  T\  wenn  sie  nur  in  einem  Punkte  unendlich  werden, 
nach  früher  Gesagtem  nicht  auferlegen,  wohl  aber  dann,  wenn  jede 
an  einer  Stelle  av  bv  cx  resp.  a2,  b2,  r,  sich  wie  1  /r,  an  einer  zweiten 
« \  b\,  c  resp.  a[,  b[,  c\  sich  wie  —  1  /  r  verhält.  Dann  giebt  die  obige 
Betrachtungsweise 

—  /«/Vi' =  ^«tV,—  ^«t'w 

Diese  Resultate  gestatten  die  Anwendung  auf  die  in  (183)  ein- 
geführten OrKKEK'scheu  Funktionen  Gh. 

Leitet  man  aus  G\  und  Ga  zwei  neue  Funktionen  rx  und  rs 
durch  die  Beziehungen 

^.^.+  7'  r3=Gs+lr 

ab,  so  verhalten  diese  sich  wie  U  und  V  in  Gleichung  (184'),  sind 
also  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  beiden  Punkte  mit  den  Ko- 
ordinaten a,  b,  c  und  r,  y,  z. 

Leitet  man  hingegen  aus  G2  eine  Funktion 

r,  =  ct  +1-1. 

ab,  wo  r  die  Entfernung  der  Stelle  x,  y,  z  von  «,  b,  r,   r  die  von 
//,  c'  bezeichnet,  so  hat  r%  die  Eigenschaft  von  V  und  F  in 
Gleichung  (184").  — 

Da  nach  dem  S.  180  Gesagten  sich  zeigen  läßt,  daß  für  jeden 
Raum  GitEEN'sche  Funktionen  Gh  resp.  rh  existieren,  welche  den 
S.  185  gestellten  Bedingungen  genügen,  so  kann  man  die  Formeln  (183') 
und  (183")  zur  Ableitung  gewisser  allgemeiner  Sätze  benutzen. 

Versteht  man  nämlich  unter  r0  die  Entfernung  von  einem 
außerhalb  des  Raumes  k  gelegenen  Punkte  «0,  b{tJ  <0,  so  ist  inner- 
halb h  , 

Af  =  0, 

und  man  erhält  aus  (183  )  resp.  (183"),  wenn  man  V—  1 /r0  setzt, 


r„  an     r„  r0 


4  7i  c/  d» 


185) 


Hierin  kann  man  1  jr0  auffassen  als  die  Poteutialfunktion  einer 
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in  «,  b,  e  befindlichen  Masse  Eins  auf  den  Punkt  a0,  bty,  r0,  und  die 
Formeln  zeigen  dann,  daß  diese  Potentialfunktion  stets  durch  die- 
jenige einer  einfachen  oder  doppelten  Belegung  der  Oberfläche  o  von  k 
zu  ersetzen  ist,  deren  Dichte  resp.  deren  Moment  sich  durch  rx 
resp.  rt  ausdrücken  läßt. 

Daraus  folgt  nun  auch,  daß  die  Wirkung  einer  beliebigen, 
innerhalb  k  gelegenen  Massenverteilung  auf  Punkte  außerhalb  k 
durch  eine  einfache  oder  doppelte  Belegung  von  o  hervorgebracht 
werden  kann. 

Erstreckt  sich  k  ins  Unendliche,  und  liegt  a0,  b0,  c0  innerhalb 
einer  k  im  Endlichen  begrenzenden  Oberfläche,  so  erfordert  die  im 
Unendlichen  liegende  Begrenzung  eine  spezielle  Betrachtung.  Wir 
werden  diesen  Gegenstand  im  vierten  Teile  auf  eine  andere  Weise 
der  Untersuchung  unterziehen.  — 

Wendet  man  die  Gleichung  (182)  auf  eine  Kugel  vom  Radius  R 
um  die  Stelle  a,  b,  c  an,  so  erhält  man  unter  Benutzung  von  (184) 

also  den  Wert  von  /"  im  Centrum  gleich  dem  arithmetischen  Mittel 
der  auf  der  Oberfläche  der  Kugel  liegenden  Werte,  gleichviel, 
welche  Größe  ihr  Radius  R  besitzen  möge.112) 

Dieser  GAUss'sche  Satz  ergiebt  unter  anderem,  daß  innerhalb 
des  Raumes  k  die  Funktion  V  weder  Maxima,  noch  Minima  an- 
nehmen kann,  sondern  mit  ihrem  Werte  immer  zwischen  dem 
kleinsten  und  größten  in  der  Grenze  liegenden  bleiben  muß.  Ist 
auf  der  ganzen  Oberfläche  /  konstant,  z.  B.  gleich  Null,  so  gilt  das 
Gleiche  auch  im  ganzen  Innern,  gleichviel  ob  der  Raum  endlich 
oder  unendlich  ist. 

Ferner  folgt  aus  (180),  daß  /  überall  innerhalb  k  verschwindet, 
wenn  es  innerhalb  eines  endliehen  räumlichen  Bereiches  gleich  Null 
ist.  Denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  müßte  man  eine  Kugel  kon- 
struieren können,  in  deren  Centrum  V—  0  wäre,  während  auf  der 
Oberfläche  /  zum  Teil  verschwindet,  zum  Teil  gleiches  Vorzeichen 
besitzt,  und  dies  würde  der  vorstehenden  Gleichung  widersprechen. 

§  23.  Die  Zerlegung  von  Vektorkomponenten  in  potentielle  und  rota- 
torische Glieder;  ihre  Anwendung  auf  die  Momente  neutraler  Körper. 

Von  den  im  vorigen  Abschnitt  abgeleiteten  allgemeinen  Resul- 
taten, welche  in  vielen  Gebieten  der  theoretischen  Physik  zur  Lösung 
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b  0       d  X 

dx  +  dy 

b0  bA 

by  ~*~  bx 


b  M  \ 
dx  J' 


d  X\ 
b  x  )  , 


187) 


spezieller  Probleme  nützliche  Hilfe  bieten,  wollen  wir  hier  nur  eine 
Anwendung  auf  die  wichtige  Aufgabe  machen,  für  einen  gegebenen 
Kaum  k  beliebig  als  reguläre  Funktionen  der  Koordinaten  x,  y,  z 
gegebene  Komponenten  A\  Y,  Z  eines  Vektors  A,  z.  B.  die  Kom- 
ponenten körperlicher  Kräfte,  in  einer  gewissen  Weise  in  Aggregate 
von  DifTercntial<iuotienteu  zu  zerlegen. 
Wir  setzen113) 

'--( 

y  (  d  0    ,    d  Af        d  A  \ 

/=-[ö,   +  Bx  ~  Byh 

n       BA       d  )f       B  X 

U  ~   dx   +   dy   +    Bx  » 

und  suchen  0,  A,  M,  IV  diesen  Bedingungen  gemäß  zu  bestimmen. 
Man  erhält  zunächst 

B  X      BY  BZ 

bx  +   by   +  bx. 

_bX_b  )\ 

bx      btf  '  bx     v  x  ■  ~  by  bx' 

worin  //  eine  neue  Bezeichnung  ist. 

Legt  man  der  Funktion  <l>  noch  eine  geeignete  Obertlächcn- 
bedingung  auf,  so  wird  sie  durch  die  erste  der  vorstehenden  (Glei- 
chungen vollständig  oder  bis  auf  eine  additive  belanglose  Konstante 
bestimmt. 

Indem  wir  die  Komponente  von  K  nach  der  inneren  Normale 
A'cos(«,  x)  -f  i'cos(«,  y)  +■  /cos(n,  z)  =  P  188) 
setzen,  wollen  wir  die  Oberflächenbedingung  für  </>  schreiben 


.     BY    BZ       A  ,.     BX    BX  .. 
-A.<  =  ..-^.  -  AiW-8j!-tn,  -A'V 


187') 


wobei  wir  uns  die  Verfügung  über  Q  zunächst  vorbehalten. 
Es  läßt  sich  dann  setzen 


188') 


wo  </>0  durch  die  Gleichung 

A  <l>0  =  0  1 88"') 

und  die  Obertlächenbedingung  (188')  bis  auf  eine  Konstante  be- 
stimmt ist 
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Es  sind  hierdurch  auch  die  Werte  der  Ausdrücke 


189) 


b  y 

dM 

dy 

dx 

dA 

dy 

~d  x 

dx 

d  M 

dA 

d  x 

dy 

bekannt. 

Differentiiert  man  diese  Formeln  nach  x,  y}  z,  addiert  sie  und 
integriert  das  Resultat  über  den  Raum  A,  so  erhält  man 


189') 


wodurch  eine  die  Willkürlichkeit  der  Wahl  von  Q  beschränkende 
Bedingung  gegeben  ist. 

Wir  führen  nun  drei  neue  Funktionen  A,  fi,  r  ein,  die  wir  zu- 
nächst nur  den  Bedingungen 


189") 


A^=-(.v+vf).A/.--(>+';i:)>Ar=-(/+-'), 


dx      dy  dx 


unterwerfen.  Die  letztere  gestattet,  die  drei  ersten  auf  die  Formen  zu 
bringen 

d  (dA_dB\     d  (dr_dA\  /r 

dy\dy       dx)       dx[dx       dx)~       [A  +  d  x)  > 

d  (dli__dr\       d  (dA      dli\  (yMdfl'\ 
dx[dx      ~dyj       dx[dy       dx)'       \  +~dy)' 

d  (or    dA\     d  (dn_dn  (y*dtll\ 

dx[dx      dx)       dy\dx       öy)~       \     +  dz)' 
deren  Vergleichung  mit  (189)  ergiebt,  daß  man 

,dJT     dli  dT 

■ dx  ^  dx  dy1 

nj_  d n    d r  dA 

1  _  dy  +  dx      dx  1 

/y_  dll  ,d_A_dB 
dx  +  dy  dx' 

setzen  kann;  hierin  bezeichnet  77  eine  willkürliche  Funktion,  die 
man  alter  ohne  Beschränkung  mit  Null  vertauschen  kann,  da  sie  bei 
Einsetzung  der  vorstellenden  Werte  von  Jt  M,  IV  in  (187)  herausfällt, 
also  an  einer  eigentlichen  Zerlegung  von  A,  V,  Z  keinen  Anteil  hat 
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Sonach  wird 

A  _d  B     d  r     w  _  d  A         _  d  A     dB  . 

"  "  TZ  ~  dy  '  iU  ~  Ii  ~  ~d~x  '  J*  ~Jy~  dx  '       1WJ  ' 

und  man  kann  den  Bedingungen  (189")  für  A,  B,  /'  genügen, 
indem  man 


setzt,  worin  die  Funktionen  A0,  fl0,  F0  den  Bedingungen 


190) 


und 


^   dy  ^   dx        in.)  \     ~r  Ön  fx  r        AnJ  r 


190) 


genügen  müssen. 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  A0,  ro  zu  J,  /V  Anteile  yl0,  M(l,  JV0 
geben,  welche  nach  (189"')  die  Gleichungen 

d  SQ  _d  Af0  =  d  An  _  d  y0  =  d  Mn  _  d  A0  ^  () 
d  y         d  x         dz         d  x         d  x  dy 

befriedigen,  also,  wie  oben  die  von  77  abhängigen,  zur  Zerlegung 
keinen  Anteil  geben,  falls  nur  Q  für  alle  Punkte  von  k  der  Bedingung 

<?|rf°l  =0  190") 
r  ' 

genügt;  ist  diese  Gleichung  erfüllt,  so  kann  man  sie  ebenfalls  gleich 
Null  setzen. 

Die  Bedingung  (190  ")  ist  aber  bei  endlichem  k  mit  (189')  nur 
dann  vereinbar,  wenn  auf  der  ganzen  Oberfläche  Q  =  0  ist;  verfügt 
man  demgemäß  über  Q,  so  ist  die  Zerlegung  eindeutig  bestimmt 

Ist  der  Kaum  k  unendlich,  wird  er  etwa  durch  im  Endlichen 
liegende  geschlossene  Flächen  oh  und  eine  KugelHäche  0  von  dem 
unendlich  großen  Radius  H  begrenzt,  so  ist  an  ersteren  Q  =  0  zu 
setzen,  während  es  an  letzterer  willkürlich  bleibt;  denn  für  die 
unendliche  Kugel  nimmt  die  Gleichung  (190")  die  Form  an 


und  ist  nach  (189  )  stets  erfüllt. 

Man  kann  in  diesem  Falle  also  auch  A0  =  f>0  =  7'0  =  0  setzen, 
aber  da  die  Gleichung  (188')  als  Grenzbedingung  in  Wegfall  kommt, 
ist  die  Zerlegung  (187)  im  allgemeinen  nicht  eindeutig. 
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Doch  ist  <l>,  und  damit  auch  A,  M,  N,  nach  S.  183  bis  auf 
eine  irrelevante  Konstante  bestimmt,  wenn  H  nur  im  Endlichen 
von  Null  verschieden  und  f  11  dk,  über  den  ganzen  Raum,  sowie 
2 f~l\dnhy  über  alle  Oberflächen  oh  erstreckt,  endlich  ist.  Fehlen 
die  Oberflächen  oh,  so  ist  speziell  <I>0  =  0;  ist  überall 

so  ist  0  =  0,  und  die  allgemeinste  Zerlegung  lautet: 

X-?-Al-d—    Y-8--  —  z_dA_dM 
d  x      dy '  dx      dxf  dy  dx 


191")      l  und 


dA  dM  dN  _  n 
dx  +  dy  +  dx  _U- 


Gleiches  gilt  bei  endlichem  A,  wenn  noch  an  der  Oberfläche 
P=0  ist  — 

Die  im  vorstehenden  bewirkte  Zerlegung  der  Vektorkomponenten 
X,  !',  Z  zerfällt  dieselben  in  zwei  Teile,  die  resp.  nur  von  <f>  oder 
nur  von  A,  M,  JV  abhängen,  von  wesentlich  verschiedeneu  Eigen- 
schaften. Letztere  ergeben  sich  am  deutlichsten,  wenn  man  A,  Y,  Z 
als  Komponenten  einer  körperlichen  Kraft  auffaßt  und  die  Drehungs- 
monieute  //,  J/,  N  berechnet,  welche  ein  sehr  kleines,  am  einfachsten 
kugelförmiges  Bereich  des  homogen  gedachten  Körpers,  auf  welchen 
sie  wirken,  um  Parallele  zu  den  Koordinatenaxen  durch  das  Kugel- 
centrum erleidet  Entwickelt  man  innerhalb  desselben  X,  V,  Z  nach 
Potenzen  der  relativen  Koordinaten  x,  y,  z  gegen  den  Kugelmittel- 
punkt, so  erhält  man  nach  (187')  leicht 


191"') 


L  =  j{yZ-zY)dm  =  ^?f-&A, 
M  =  f{zX-xZ)dm  =  4Y5-6  AM, 
N  =  f  (xY-yX)dm  =  ±?£*  A  N. 


Es  geben  also  die  von  </>  abhängigen  potentiellen  Glieder  in 
(187)  keinen  Anteil  zu  den  Drehungsmomenten  und  die  von  Ay  M,  N 
abhängigen  solche ,  die  mit  A  A,  AM,  A  JV  proportional  sind ;  wir 
können  demgemäß  die  letzteren  Glieder  rotatorische  nennen.  Die 
Anteile  Av,  3/0,  7V0  liefern  keine  Beiträge  zu  Ly  M,  Nf  charakteri- 
sieren sich  also  auch  hierdurch  als  fremdartig.  — 

Der  Vollständigkeit  halber  fügen  wir  hier  noch  eine  zweite 
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Zerlegung  von  Vektorkomponenten  an,  obgleich  dieselbe  nicht  allein 
auf  Potentialbetrachtungen  beruht114) 
Sei  entsprechend  (187) 

ox  dg  7  dx 

gesetzt,  aber  <P  beliebig  gelassen;  dann  kann  man  ~,  Uf  Z  noch 
einer  willkürlichen  Bedingung  unterwerfen.  Wählt  man  dafür  die 
Gleichung 

*c;-n+"ffi-ffl^(L--g)-°. 

so  drückt  dies  aus,  daß' 

jzdx  4-  lldy  -f  '/dz 

einen  integrierenden  Faktor  besitzt;  nennt  man  denselben  1  /  P, 
so  kann  man  setzen 

s--l'¥-,  H--r*?,  z=-l>s» 

dx  '  dg  '  dx 

und  daher  auch 

Die  Drehungsmomente  X,  J/J  jV  bestimmen  sich  daraus  nach  (191"')  zu 

j  _  4n»A*  IdP  dir      dJ'  dll\ 
15     \dx  dg        dg   dx  }f 


192) 


15     \<?.r   d*  dx  j  ^ 

jyr_  4«?/^  <9/7       dP  dJl\ 

15      [ßy  <?.r         /  ' 


192') 


es  erweisen  sich  hier  also  die  von  /'  und  Jl  abhängenden  Glieder 
in  (192)  als  die  rotatorischen.  — 

Von  den  beiden  Zerlegungen  (187)  und  (192)  machen  wir  eine 
Anwendung  auf  die  Momente  a,  fi,  y  der  Volumeueinheit  in  der 
Potentialfunktion  (173)  oder  (173") 


a-L  d\- 


öy,    1/1  dxx 

eines  neutralen,  d.  h.  magnetisch  oder  dielektrisch  polarisierten 
Körpers,  worin  ist 

Vüiot,  Th«m>U*che  Physik.  13 
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ax  =  —  (flfj  cos  (74, .r)  +  ßx  cos  (nvy)  +  y,  cos(nirr)), 

ei  \ö*,  ^  öy,  ^  ö*. 

Nach  der  ersten  Zerlegungsart  (185)  können  wir  setzen  = 

ß  =  ß'+ß",  Y  =  r'  +  f  und 


193) 


öx  '  '         öy  '  ö*  ' 

„      ö«R       ÖW     ~,     _Ö2^      _ö<N       „      ö|R  _  öS 


öy         dx  '  '  ö^         dx  r  '         dx         dy  1 

öS    .   Ö9R   ,    ö«R  A 


dx        öy  ö* 

Die  potentiellen  Glieder  /  geben  ein  Gesamtmoment  von 

der  Größe  ft=d^/dnf  wo  n'  die  Normale  auf  der  Fläche  g  =  Const 
bezeichnet;  seine  Axe  fallt  mit  n'  zusammen. 

Zerlegt  man  also  durch  Flächen  g  =  Const,  die  um  gleiche 
Inkremente  S&  fortschreitenden  Konstanten  entsprechen,  den  Körper 
in  Schichten,  so  ist  p'#n' =  daher  das  Produkt  aus  Dicke 
und  Gesamtmoment  für  alle  Schichten  konstant  Jede  Schicht  lälit 
sich  also  als  eine  Doppelfläche  mit  konstantem  Moment  v  =  fi'Öri 
auffassen.  Eine  Polarisierung  von  dieser  Eigenschaft  nennt  man 
lamellar.    Für  sie  nimmt  die  Potentialfunktion  den  Wert  an 

Die  rotatorischen  Glieder  cc'\  ß"y  /'  haben  die  Eigenschaft, 
die  äquivalente  Raumdichte 


■-~(£+2f  +  £) 


zu  Null  zu  machen.  Zerlegt  man  also  den  Körper  in  Fäden,  deren 
Seitenwände  ausschließlich  durch  Kurven  von  der  Gleichung 

dx  :  dy  :  dz  =  a"  :  ß"  :  f 

gebildet  werden,  so  ist  für  jeden  einzelnen  der  Anteil  dtp"  der 
Potentialfunktion  gegeben  durch 

193")     d<p'=-  f[(»  cos  (», ,  f)        +      cos  («,,  /»")  ±a)J  , 

wo  die  beiden  Glieder  mit  a  und  Ä  sich  auf  die  Flächen  demente 
dox  beziehen,  die  von  dem  Faden  aus  der  Oberfläche  des  Körpers 
ausgeschnitten  werden.  Der  Faden  ist  demnach  vollkommen  durch 
die  Wirkung  seiner  Endflächen  ersetzbar,  nach  S.  171  also  ein  So- 
len oid;  der  gauze  Körper  läßt  sich  in  ein  System  von  Solenoiden 
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zerlegen,  und  mau  nennt  daher  die  durch  ß'\  y"  gegebene  Er- 
regung solenoidal.  Bildet  man  die  ihr  entsprechende  Potential- 
funktion des  ganzen  Körpers,  so  erhält  man 

-'/[6;-a.?)«(^+ßi-Ä)«^)  lwn 

Gemäß  dem  Vorstehenden  kann  man  also  die  allgemeinste 
Erregung  eines  neutralen  Körpers  jederzeit  in  eine  lamellare  und 
eine  solenoidale  zerlegen.  — 

Nach  (192)  können  wir  aber  auch  schreiben 

«"  =  9Ä    /T  =  9t?*,       =  193"") 

Diese  Werte  ergeben  die  Axen  überall  parallel  der  Normalen 
n"  auf  den  Flächen  %  =  Const.  und  die  Momente  p"  gleich  Wdyjd  n". 
Zerlegt  man  also,  wie  oben,  durch  Flächen  —  Const,  die  um 
gleiche  Inkremente  fortschreitenden   Konstantenwerten  ent- 

sprechen, den  Körper  in  Schichten,  so  wird  p  dn "  =  9* <?(£";  man 
kann  diese  Schichten  also  als  Doppelflächen  mit  variablem  Moment 
auflassen.    Eine  solche  Erregung  heißt  komplex-lamellar. 

Die  allgemeinste  Polarisierung  läßt  sich  also  auch  als  die  Super- 
position  einer  einfach  und  einer  komplex  lamellaren  auffassen.116) 


§  24.  Die  NBWTON'sche  Potentialfunktion  mit  xwei  Unabhängigen. 

Sind  die  Massen,  deren  Potentialfunktion  mit  y  bezeichnet  ist, 
parallel  der  Z~Axe  mit  konstanter  Dichtigkeit  q  unendlich  aus- 
gedehnt, so  ist  (p  eine  Funktion  nur  Ton  x  und  y,  und  die  Unter- 
suchung seiner  Eigenschaften  kann  sich  auf  die  X 1 -Ebene  beschränken. 

Um  die  Form  zu  bestimmen,  welche  ip  unter  dieser  Voraus- 
setzung annimmt,  gehen  wir  von  dem  Fall  aus,  der  alle  übrigen 
als  spezielle  abzuleiten  gestattet,  daß  die  ganze  Masse  einen  Cy linder 
von  endlichem  Querschnitt  mit  in  der  Xl^-Ebene  beliebig  wechselnder, 
aber  von  z  unabhängiger  Dichte  erfüllt.  Dann  bestimmt  sich  für 
alle  Punkte  der  A' 2 -Ebene,  deren  normale  Entfernungen  vom  Cylinder 
klein  gegen  dessen  Länge  sind,  durch  einfache  Rechnung 

<f=  -  *fffQilV)d*xdyx1  194) 

worin  e  =  )/(*  —  xj2  +  (y  —  yxY  den  Abstand  des  Flächenelementes 
dxl  dyx  von  der  betrachteten  Stelle  x,  y  bezeichnet.  Eine  bei  der  Tnte- 

13» 
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gration  auftretende  (im  allgemeinen  unendlich  große)  Konstante  ist 
in  (p  hineingezogen. 

Ist  ox  nur  längs  eines  unendlich  dünnen  Fadens  vom  Quer- 
schnitt qx  von  Null  verschieden,  und  setzt  man  (>,  qx  =  ml ,  so  wird 

194')  <p  =  -  2fml  l(e); 

bedeckt  die  wirkende  Masse  eine  Cy linderfläche  mit  der  Dichte  av 
und  bezeichnet  d  sx  ein  Element  ihrer  Schnittkurve  mit  der  X  J*-Ebene, 
so  gilt 

194")  y  =  -2fffr1l(e)dsl; 

hat  die  Cyliudcrfläche  eine  Doppelbelegung  von  dem  auf  die  Flächen- 
einheit reduzierten  Moment  vx  nach  der  Kichtung  der  Normalen  r^, 
so  ist 

194'")  <P=-2ffrl^dsi. 

Die  Stetigkeitseigenschaften  dieser  Funktionen  folgen  unmittelbar 
aus  den  in  den  $$19  und  21  gegebenen  Sätzen  und  stimmen  mit 


denjenigen  der  gewöhnlichen  NEWTON'schen  Potentialfuuktionen  voll- 
ständig überein;  nur  im  Unendlichen  macht  sich  die  fortgelassene 
unendliche  Konstante,  sowie  die  jetzt  vorausgesetzte  Erstreckung  der 
Masse  in's  Unendliche  geltend,  und  demgemäß  wird  dort  y>,  falls 
nicht  fgldxldyl  verschwindet,  logarithmisch  unendlich;  zugleich 
werden  die  ersten  Differentialquotienten  nach  den  Koordinaten  un- 
endlich klein  vom  ersten  Grade.  — 

Statt  den  vorstehend  angegebenen  Übergang  von  dem  Newton'- 
schen  Potential  zu  machen,  kann  man  auch  direkt  von  dem  Elementar- 
gesetz 

K  =  —  2  f'™p 

und  daher  dem  Potential  (l>  =  —  2/'m/«1/e  für  die  Wechselwirkung 
zwischen  zwei  Massenpunkten  ausgehen  und  die  Entwickelung  der 
im  Anfang  von  §  19  parallel  gestalten,  muß  dabei  aber  alle  Massen 
ausschließlich  in  der  A'J- Ebene  verteilt  annehmen;  die  dieser 
Eleinentarwirkung  zugehörige  Potentialfunktion 

195)  <p=  -  2fmxl{e) 

führt  den  Namen  der  logarithmischen.110) 

Es  spielen  bei  diesen  Betrachtungen  die  Potentialfunktionen 
einer  homogenen  Kreislinie  und  einer  ebensolchen  Kreisfläche 
dieselbe  Rolle,  wie  oben  diejenigen  der  homogenen  Kugelfläche  und 
Vollkugel. 
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Man  erhält  durch  einfache  Rechnung  die  Potentialfunktion  <p' 
der  Kreislinie  von  dem  Radius  Jty  der  Lineardichte  a,  der  Masse  M 
auf  äußere  und  innere  Punkte,  falls  E  die  Entfernung  des  Einheits- 
poles  vom  Kreiscentrum  bezeichnet,  folgendermaßen: 

<f\=  -infR<7l{R)  =  -2fMl{R).      f  °} 

Analog  findet  man  für  die  Potentialfunktion  der  Kreisfläche 
von  dem  Radius  N,  der  Flächendichte  (>,  der  Masse  M 

r:  =  -2*fK*Ql(K)  =  -  2fMl{K),  \ 

Daraus  ergehen  sich  die  folgenden  Differentialeigenschaften  der 
logarithmischen  Potentialfunktionen. 

Wie  auch  immer  die  Masse  verteilt  sei,  in  den  Bereichen,  wo 
keine  Masse  liegt,  gilt  die  Gleichung 

an  Kurven,  welche  eine  stetig  veränderliche  Lineardichte  tragen,  ist 


196') 


wo  die  Indices  (1)  und  (2)  sich  auf  die  heiden  Seiten  der  Fläche 
beziehen,  a  die  Dichte,  R  den  Krümmungsradius  der  Kurve  an  der 
Durchgangsstelle  bezeichnet,  und  R  nach  der  Seite  der  Normalen  nx 
positiv  gerechnet  ist;  an  Doppelkurven  mit  stetig  veränderlichem 
Moment  vx  springt  die  Potentialfunktion  beim  Durchgang  von  der 
Seite  der  negativen  zu  derjenigen  der  positiven  Nonnale,  so  daß 

(f+  -  <p_  =  Anfv  196") 

wird,  worin  v  das  Moment  der  Längeneinheit  an  der  Durchgangs- 
stelle bezeichnet,  während  die  Differentialquotienten  stetig  bleiben; 
an  der  Grenze  von  Flächenstücken  mit  stetig  veränderlicher  Dichte  (>l 
verhält  sich  (f  mit  seinen  ersten  Differentialquotienten  stetig,  während 
die  zweiten  springen  gemäß  den  Formeln 


"öV  "  =  -4^/-(7cos»(w,y), 

(f.      d%  <p  — 


196"') 


Digitized  by  Google 


198  /.  Tcü.    Mechanik  starrer  Körper.    IV.  Kap. 


in  denen  q  die  Flächendichte  an  der  Durchgangsstelle  bezeichnet; 
hiermit  hängt  zusammen,  daß  im  Innern  derartiger  Bereiche  die 
Beziehung 

gültig  ist. 

Die  Verallgemeinerung  dieser  Sätze  auf  unstetige  Dichtigkeiten 
bietet  keine  Schwierigkeiten,  aber  auch  kein  hervorragendes  physi- 
kalisches Interesse.  — 

Ist  d  q  das  Element  eines  beliebig  begrenzten  Flächenstückes  q 
der  X7-Ebene,  ds  das  Element  seiner  Randkurve,  n  die  Richtung 
der  inneren  Normale  auf  d s ,  und  bezeichnen  U  und  V  zwei  Funk- 
tionen von  x  und  y,  die  der  Bedingung  genügen,  daß 

ri  BV  dV 
v>  T7'  df 

auf  q  einwertig  und  stetig  sind,  so  gilt  der  (181)  analoge 
Gl  re Einsehe  Satz 

.07)  su^.-jvg*. -fizt:*  v; 

Findet  gleiches  in  Bezug  auf  V,  d  Ujdx,  d  Vjdy  statt,  so 
gilt  die  vorstehende  Formel  auch  bei  Vertauschung  von  U  und  Vy 
und  die  Differenz  beider  führt  auf 

ist')   J>Alr-  r^v)i,~  -f(v^-7^)ds. 

Wenn  speziell  U=  V  ist,  folgt  aus  (197) 
197")  frASdg^-fr^ds-feSdy, 
worin  kurz 

gesetzt  ist;  ist  U  =  1,  so  ergiebt  sich 
197")  USd9--fgä.. 

An  diese  Formebi  können  genau  dieselben  Betrachtungen  ge- 
knüpft werden,  wie  an  die  entsprechenden  (181)  bis  (181"')  für  die 
NEWTON'sche  Potentialfunktion.  Speziell  ergiebt  sich  aus  ihnen,  daß 
eine  einwertige  und  stetige  Funktion  von  x  und  y  innerhalb  q  voll- 
kommen bestimmt  ist,  wenn  an  jeder  Stelle  Aa^,  und  an  der  Ober- 
fläche V  oder  (F2  V  '  —  d  l  jdn)  einen  gegebenen  Wert  hat  Gleiches 
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gilt,  wenn  für  einen  beliebigen  Teil  der  Oberfläche  V,  für  einen  an- 
deren d  Tldn,  für  den  Best  (F*  F  —  d  Vjdn)  vorgeschrieben  ist  Ist 
aber  überall  d  Vjdn  selbst  gegeben,  wobei  die  Bedingung  (197"') 
zu  berücksichtigen  ist,  so  bleibt  in  V  eine  additive  Konstante 
willkürlich. 

Die  Ausdehnung  dieser  Betrachtungen  auf  den  Fall,  daß  das 
Bereich  7  sich  bis  ins  Unendliche  erstreckt,  bietet  keine  Schwierig- 
keiten, wenn,  über  die  im  Unendlichen  liegende  Grenzkurve  aus- 
gedehnt, das  Linienintegral  in  (197")  verschwindet;  indessen  findet 
dies  bei  der  logarithmischen  Potentialfunktion  von  im  Endlichen  lie- 
genden Massen  nur  statt,  wenn  die  Summe  derselbeu  gleich  Null  ist. 

Hieraus  folgt,  daß  die  auf  S.  198  angegebenen  Eigenschaften  die 
logarithmischen  Potentiale  auch  nur  in  diesem  Falle  eindeutig  be- 
bestimmen; in  anderen  Fällen  ist  noch  die  Angabe  des  Grenzwertes 
nötig,  dem  sich  tp  im  Unendlichen  nähert,  d.  h.,  da  derselbe  bei 
ganz  im  Endlichen  liegenden  Massen  mit  —  2/7(<r0)2f  mk  identisch 
wird,  wo  e0  die  Entfernung  vom  Koordinatenanfang  bezeichnet,  die 
Angabe  der  Größe  von  ~mh.  — 

Setzt  man  in  die  Gleichung  (197')  U  =  —  2/(<r),  wo  e  die  Ent- 
fernung des  Elementes  dqx  von  einem  Punkte  a,  b  des  Bereiches  q 
bezeichnet,  so  erhält  man  durch  eine  der  auf  S.  182  ausgeführten 
analoge  Operation 

=  -  rW)">  +  i/'WA.'^  m 

und  damit  die  Bestimmung  von  V  an  der  Stelle  a,  b  durch  eine 
(182)  genau  entsprechende  Formel,  die  auch  dieselben  Folgerungen 
gestattet,  wie  jene. 

Endlich  kann  man  auch  der  GRKKN'schen  Funktion  G  im  Baume 
eine  analoge  Funktion  (?'  in  der  Ebene  zuordnen,  welche  inner- 
halb q  eindeutig  und  stetig  ist,  die  Gleichung  a_>G'  =  0  erfüllt 
und  demgemäß  liefert 

r-=2ir/((7w+&')a^-  r^P)**+-hSw>+GWd+ 198'> 

Unterwirft  man  noch  6"  der  Bedingung,  am  Rande  entweder 
l{e)  +  G}  zu  Null  oder  d  (/(<?)  +  Gy)/dn  zu  einer  Konstanten  oder  end- 
lich F*{l{e)  +  G")-d{l{e)+G')ldn  ™  Null  zu  machen,  so  ist,  falls  G' 
den  Bedingungen  gemäß  bestimmt  ist,  die  Berechnung  von  V  auf 
Quadraturen  zurückgeführt. 

Auch  der  GAUss'sche  Satz  des  arithmetischen  Mittels  läßt  sich 
auf  die  logarithmischen  Potentialfuuktionen  übertragen  und  als  Aus- 


Digitized  by  Google 


200  /.  Teil.    Mechanik  starrer  Körper.    IV.  Kap. 


gangspunkt  für  dieselben  Schlußreihen  benutzen,  die  auf  S.  188 
daran  geknüpft  sind.  — 

Eine  Anwendung  der  erhaltenen  Resultate  machen  wir  auf  die 
Zerlegung  der  innerhalb  eines  Flächeustückes  q  der  X Y-  Ebene 
regulären  Komponenten  X  und  Y  eines  Vektors  A'  in  Teile  nach 
dem  Schema 

Mau  erhält  zunächst 

im-)   -  a,*  =  ™  +  ^  -  //,  -  A3yv  =  If  -  *J , 

worin  //  eine  neue  Bezeichnung  ist.    Setzt  man 

200)  X  cos  (n,  x)  +  r  cos  («,  //)  =  1% 

so  kann  man  <J>  durch  die  erste  Gleichung  (19!)')  und  die  Rand- 
bedingung 

20(T) 

bis  auf  eine  belanglose  Konstante  bestimmen;  Q  bleibt  zunächst 
verfügbar,  muß  aber  jedenfalls  der  Bedingung 

200")  fQJi-0 
genügen. 

Es  läßt  sich  dann  setzen 

200'")  *o-  -2!a/  'VW '>'/,« 

worin  </>0  durch  die  Gleichung  A  (I}0  =  0  und  die  Bedingung  (200') 
bestimmt  ist 

Führt  man  zwei  Funktionen  A  und  H  ein,  welche  den  Be- 
dingungen 

I      ^=  -(*+»*),  A«=-(>+^), 


201) 


genügen,  so  kann  man  auf  demselben  Wege,  der  zu  Formel  (189"') 
führt,  schließen,  daß 

*»•> 

sein  muß. 

Für  A  und  H  erhält  man  die  Werte 
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'-+-LJ(*+Z\w«>  j  20r) 
«-^-,I.-/(jr+'?)I^.  I 

worin        und  7f0  den  Bedingungen 

=  0,  A />'„  =  Ü,        +  *£  =  -  ^  J % /(,),,.,,  201'") 

genügen  müssen.  ^0  und  //0  sind  ohne  EinHuß  auf  die  Zerlegung, 
können  also  gleich  Null  gesetzt  werden,  wenn  /  Ql  l(c)dsl  für  alle  Punkte 
innerhalb  qx  verschwindet;  dies  erfordert  aber  im  allgemeinen,  daß  Q 
am  ganzen  Rande  gleich  Null  ist 

Erstreckt  sich  q  ins  Unendliche,  so  ergiebt  sich  dieselbe 
Schwierigkeit,  die  S.  191  besprochen  ist.  Die  Zerlegung  (199)  ist 
nur  dann  eindeutig,  wenn  11  im  Unendlichen  verschwindet  und  so- 
wohl fJ/dq,  über  die  ganze  Ebene,  als  2ZfPhdsk,  über  etwaige  im 
Endlichen  liegende  Begrenzungen  erstreckt,  endlieh  ist. 

Fehlen  jene  Begrenzungen,  so  ist  tf>0  =  0;  gilt  überall 

dx  +  dy  ~U' 
so  ist  '/>  =  0,  und  die  allgemeinste  Zerlegung  lautet  hier: 

X=  -  d/  ,     7=  +  \N  .  201"") 
öy  1  dx  ' 

Gleiches  gilt  bei  endlichem  y,  wenn  noch  am  Rande  P  ver- 
schwindet 

Die  in  (192)  gegebene  zweite  Zerlegungsart  von  Vektorkompo- 
nenten bietet  bei  Übertragung  auf  Funktionen  von  nur  zwei  Koordi- 
naten keine  speziellen  Vorteile. 


$  25.  Weitere  ans  der  NEWTON'schen  abgeleitete  Potentialfunktionen. 

Neben  dem  NüWToN'schen  und  dem  daraus  gewissermaßen  ge- 
wonnenen logarithmischen  Potential  spielt  in  der  Physik  noch  das- 
jenige eine  besonders  hervorragende  Rolle,  dessen  Poteutialfunktion 
(zweite  Potential funktion 11  ^  nach  Mathieu)  die  Form  hat 

y  =  f^L .  202) 

Auch  dieses  besitzt  eine  Verwandtschaft  mit  dem  NKWTox'schen 
Potential,  da,  wie  leicht  durch  Rechnung  zu  zeigen,  die  Relation 
besteht: 
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202')  Ay  =  £±»±  =  fpi 

woraus  auch  folgt: 

202")  AA^  =  0. 

Dieser  Zusammenhang  gestattet,  eine  Reihe  von  Eigenschaften  der 
neuen  Potential funktion,  wenn  sie  von  irgend  welchen  Massen- 
verteilungen genommen  ist,  fast  ohne  Rechnung  abzuleiten. 

Es  genügt,  nur  die  wichtigsten  anzuführen. 

Die  Potentiulfunktion 

203)  i/'  =  iff°i  r  <loi » 

von  einer  flächen  haften  Masse  von  der  Dichte  rr,  gebildet,  ist  samt 
ihren  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  stetig  und  endlich ;  an 
der  Fläche  gilt 

wo  a  die  Dichte  an  der  betrachteten  Stelle  der  Oberfläche  und  K\ 
R"  das  Paar  der  Hauptkrünimungsradien,  nach  der  Seite  von  nx 
positiv  gerechnet,  bezeichnet. 

Eine  homogene  Kugelfläche  vom  Radius  Iix  liefert  für  iunere 
resp.  äußere  Punkte 


203'") 


3 


falls  e  die  Mittelpunktsdistanz  des  Einheitspolcs  bezeichnet. 
Ist 

204)  V  =  iffi>irdki 

die  zweite  Potentialfunktion  einer  räumlichen  Verteilung  von  der 
Dichte  qv  so  ist  im  Endlichen  \p  mit  seinen  drei  ersten  Differential- 
quotienten einwertig,  endlich  und  stetig  und  erfüllt  die  Gleichung 

204')  AAV=-4*/>- 

Eine  homogene  Vollkugel  vom  Radius  Hl  giobt  für  innere  und 
äußere  Punkte 

W>i  (|*i4+*i,«'-A'4>. 
Liegen  die  wirkenden  Massen  sämtlich  im  Endlichen,  so  werden 
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beide  Funktionen  im  Unendlichen  selbst  unendlich  groß,  wie  die 
Entfernung  von  jenen,  während  ihre  ersten  Differentialquotienten 
nach  den  Koordinaten  endlich  bleiben. 
Die  zweite  Poteutialfunktion 

V  =  i^f".     rfo.  205> 

einer  Doppelfläche  von  dem  Moment  vx  der  Flächeneinheit  verhält 
sich  mit  ihren  beiden  ersten  Differentialquotienten  im  Endlichen 
überall  regulär,  dagegen  springt  A  V  beim  Durchgang  durch  die 
Fläche,  so  daß  gilt 

( A       -  (A  i/')-  =  ±nf  v.  —  205') 

Wie  früher  die  Newton'scIic  Potentialfunktion  die  Mittel  bot, 
Funktionen  V  zu  konstruieren,  welche  innerhalb  eines  gegebenen 
Raumes  den  Ausdruck  A  V  einer  gegebenen  Funktion  der  Koordinaten 
gleich  machen  und  an  der  Oberfläche  entweder  selbst  oder  in  ihrem 
Differentialquotienten  nach  der  Normalen  oder  in  einer  linearen 
Funktion  beider  gegebene  Werte  annehmen,  so  leistet  die  zweite 
Potentialfunktion  ähnliches  bezüglich  des  Ausdruckes  A  A  V. 

Um  dies  zu  zeigen,  gehen  wir  von  der  Gleichung  (181)  aus  und 
vertauschen  in  derselben  U  mit  A#;  sie  lautet  dann 

J(A  r  A  V  -  V  A  A  r)  dk  =  -  f  [pF      -  /"'-*-£--)  do  206) 

und  ist  gültig  für  alle  V  und  A  W,  die  sich  mit  ihren  ersten  Differen- 
tialquotienten innerhalb  k  regulär  verhalten. 

Setzt  man  speziell  V=  //,  so  erhält  man  aus  (20G) 

f  /^AAW=  f(A)ryi--WdfPjdo+  fi&IT)*dk,  206') 
setzt  man  V  =  1,  so  folgt 

Ja  A  n  dk  =  -f8**Vdo.  206") 

Aus  der  Gleichung  (206')  kann  man  Folgerungen  ziehen  über 
die  Oberflächenbedingungeu,  welche  neben  innerhalb  k  vorgeschrie- 
benem A  A  eine  mit  ihren  ersten  drei  Differentialquotienten  da- 
selbst reguläre  Funktion  eindeutig  bestimmen.  Nimmt  man  nämlich 
an,  daß  zwei  Lösungen  Wx  und  H'\  mit  den  gleichen  Bedingungen 
vereinbar  wären,  so  würde,  für  die  Differenz  H\  —  W\  —  ff  gebildet, 
die  Gleichung  lauten 

o  =  /( a  tr  yj"  -  Jr d  £  J'j  do  +  J(a  ny  dk .  (2on 
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♦Jedes  System  von  Oberflächenbedingungen  für  //',  welches  dieses 
OberHächenintegral  zu  Null  oder  zu  einer  Summe  von  Quadraten 
macht,  giebt 

A  Hn  =  0; 

haben  dann  weiter  die  OberHächenbedingungen  die  spezielle  Eigen- 
schaft, daß  für  einen  Teil  der  Oberfläche  Ii]  für  einen  zweiten 
d  II  jdn,  für  einen  dritten  (F*H  —dlf  /dn)  vorgeschrieben,  also 
Jr  resp.  d  IV  jdn  oder  (F*lV  -  JW'  jdn)  ebenda  gleich  Null  sind, 
so  ist  nach  den  Entwickelungen  auf  S.  181  IV  überall  gleich  Null,  also 
IV  eindeutig  bestimmt.  Ausgenommen  ist  nur  der  Fall,  daß  längs 
der  ganzen  Oberfläche  d  IV  j  d  n  vorgeschrieben  ist,  in  welchem  Falle 
eine  additive  Konstante  willkürlich  bleibt. 

Zieht  man  diese  Resultate  in  Betracht,  so  giebt  die  Überlegung 
der  Bedingungen,  unter  denen  das  OberHächenintegral  in  (200'")  ver- 
schwindet, daß  für  jedes  Oberflächenstück  mit  vorgeschriebenem  IV 
vorgeschriebenes  d  IV jdn  oder  A IV  kombiniert  werden  kann,  mit 
vorgeschriebenem  d  IV jdn  vorgeschriebenes  //  oder  d All  jdn, 
mit  vorgeschriebenem  F2H'—dlVjdn  vorgeschriebenes  F*~ÄIV 
—  d  AlV  I  dn.  Die  letztere  Bedingung  scheint  ohne  Interesse;  bei 
überall  gegebenem  d  A  IV  j  d  n  ist  die  Bedingung  (206")  in  Betracht 
zu  ziehen.  — 

Vertauscht  man  in  (206)  W  und  V  und  zieht  das  Resultat  von 
(206)  ab,  so  erhält  man 

/(IVAAV-  V  A  A IV)  d  k 

207)i  —n*<:-<-d^-*>-v:+<>  *Lr)>'°- 

Diese  Formel  gilt  unter  der  Voraussetzung,  daß  sich  V  und  W 
mit  ihren  ersten  drei  Differentialquotienten  innerhalb  k  regulär  ver- 
halten. 

Setzt  man  für  V  den  Wert  r  ein,  wobei  r  die  Entfernung  von 
einer  Stelle  «,  b,  c  des  Raumes  k  bezeichnet,  so  muß  man  diese 
Stelle  durch  eine  kleine  geschlossene  Fläche  aussondern,  da  dort 
A  V  unendlich  wird.  Das  hierüber  genommene  Oberflächenintegral 
liefert  wegen  AV  —  2  jr  nur  in  seinem  letzten  Teile  eiuen  endlichen 
Wert,  und  zwar  +üiilVahe;  das  Raumintegral  kann  auch  über 
den  ausgesonderten  Teil  erstreckt  werden,  ohne  seinen  Wert  zu 
ändern. 

Die  letzte  Gleichung  liefert  daher 


■ 
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207') 


drückt  sich  also  als  ein  Aggregat  von  Potentialfunktionen  erster 
und  zweiter  Art  aus;  diejenigen  zweiter  Art  rühren  her  von  räum- 
lichen Verteilungen  und  einfachen  oder  doppelten  Flächenbelegungen, 
diejenigen  erster  nur  von  den  letzteren  beiden. 

Mau  wird  hieraus  schließen  dürfen,  daß  das  vollständige  Inte- 
gral der  Gleichung  AA"  =  <^{x1y,z)1  worin  5  eine  gegebene  Funk- 
tion ist,  durch  eine  Summe  von  Potentialfunktionen  erster  und 
zweiter  Art  erhalten  wird.  — 

Bezeichnet  F  eine  mit  ihren  ersten  drei  Differentialquotienten 
überall  in  k  reguläre  Funktion,  welche  ebenda  die  Gleichung 

AA^  =  0 
erfüllt,  so  giebt  diese  statt  F  eingesetzt: 


208) 


und  die  Addition  beider  Formeln  liefert: 

Die  Funktion  F  kann  man  ähnlich  wie  die  GaEKN'sche  Funk- 
tion G  in  (183)  benutzen,  doch  hat  man  Sorge  zu  tragen,  daß  sie 
durch  die  ihr  auferlegten  .Randbedingungen  eindeutig  bestimmt  ist 

Hat  /'  z.  B.  die  Eigenschaft,  an  der  OberHäche  den  Bedingungen 
zu  genügen, 

/  =  ~r'  dn  =  -  du' 
so  wird  //'durch  A  A  //,  //'  und  dH  jdn  gegeben  sein  nach 


an*/   l\  r/  an  an  j 

-  Jnf(F+r)AAH  dk;  j 


208') 
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ist  hingegen  vorgeschrieben 


F  =  —  r    und    £\F  —  —  -  - , 

r 

so  wird  //"  durch  AA# ,  //'"  und  A  M'  ausgedrückt 


208") 


Habe  =  +  ^ 


Durch  vorgeschriebene  dFjdn  und  d&Fjdn  ist  f  nur  bis 
auf  eine  additive  Konstante  bestimmt,  und  gleiches  gilt  somit  auch 
in  Bezug  auf  //'.  — 

Setzt  man  auch  bei  dieser  zweiten  Potentialfunktion,  wie  in 
§  24  bezüglich  der  ersten,  Massen  voraus,  deren  Dichte  von  z  nicht 
abhängt,  so  hat  man  das  Elementarpotential  (202),  in  welchem 
r2  =  <?a  -f  z2  ist,  in  Bezug  auf  z  von  —  oo  bis  +  oo  zu  integrieren. 
Das  Resultat,  die  zweite  elementare  logarithmische  Poten- 
tialfunktion, lautet  bis  auf  eine  belanglose  unendliche  Konstante 

209)  i/<  =  -|/,m1«2/(ci). 

Diese  Funktion  giebt  in  der  That 

209')  A2^=  -f™il(e2)  =  <f< 

also  die  erste  logarithmische  Potentialfunktion,  und  hieraus  folgt 
leicht  eine  ganze  Reihe  von  Stetigkeits-  und  Differentialeigenschaften 
dieser  neuen  Funktion. 

Der  GRKKN'sche  Satz  läßt  sich  genau  (207)  entsprechend  auf- 
stellen und  an  die  daraus  folgende  Fonnel 

=  -ffc»  II-  ''S?  -  Ä^J?+ *W)<" 

die  analoge  Schlußreihe  anknüpfen  wie  an  (207). 
Setzt  man  hierin 

F -«»/(«), 

worin  e  die  Entfernung  des  Punktes  x,  y  von  einem  willkürlich  in- 
nerhalb q  festgelegten  a,  b  bezeichnet,  so  muß  man  diesen  durch 
eine  unendlich  kleine;  Kurve  ausschließen  und  erhält,  da  für  deren 
Verlauf  -  d(A  V)jdn  =  4  je  ist, 


210) 
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210') 


SnJ  \     w   ön  *      an  v  '  an  ön  / 

Ä^afc  findet  sich  also  durch  Potentiale  erster  und  zweiter  Art  aus- 
gedrückt, woraus  zu  folgern,  daß  das  allgemeine  Integral  der  Glei- 
chung A2A2^ '—  F{Tiy)  die  Form  einer  Summe  von  logarithmi- 
schen Potentialfunktioneu  erster  und  zweiter  Art  besitzen  wird,  unter 
sinngemäßer  Übertragung  der  Flächenintegrale  in  Kurvenintegrale. 

Auch  die  Aufstellung  einer  Art  von  GaBEN'scher  Funktion, 
welche  dazu  dient,  um  H  aus  vorgeschriebenen  W  und  dTf/dn, 
oder  fr  und  A  M\  oder  ÖA  //  Jdn  und  d  II  jdn  zu  berechnen,  ist 
ebenso  möglich,  wie  das  auf  S.  205  für  die  räumliche  Betrachtung 
erwiesen  ist  — 

Noch  mögen  zwei  andere  aus  der  NEWTON'schen  Potential- 
funktion abgeleitete  Funktionen  erwähnt  werden,  die,  wie  jene, 
außerhalb  wirkender  Massen  die  Gleichung  A<p  =  0  erfüllen.118) 

Da 

_  2)  +  r)  =  _  . *.  /  ({Zi  -  z)  +  r)  =  ± 

ist,  wo  wie  früher 
ist,  so  giebt 

K=ffl{^-*)  +  r)dmx  211) 

eine  Potentialfunktion,  welche  als  die  erste  abgeleitete  bezeichnet 
werden  mag,  da 

ist  Ihre  Eigenschaften  sind  leicht  aus  denen  der  NEWTON'schen 
Potentialfunktion  zu  finden. 

Weiter  legt  die  Beziehung 

BT,  [(-•«  "  *)  '  ((*!  +  ')-']-  "  £  [(*!  -      '  ft1'  "       +  ^  "  T] 

=  /((*, -r)  +  r) 

nahe, 

<Pn  =/•/[(-',  -*)"(*,- «)  +  r)-r] rf«,  212) 

als  eine  zweite  abgeleitete  Potentialfunktion  einzuführen;  für 
sie  gilt 
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Mechanik  nichtstarrer  Körper. 

I.  Kapitel. 

Die  Grundgleichungen  für  das  Gleichgewicht  und  die 
Bewegung  nichtstarrer  Körper. 

§  1.    Unendlich  kleine,  stetige  Verrückungen  in  einem  nichtstarren 

Körper. 

Als  nichtstarre  Körper  bezeichnen  wir  solche,  deren  Teilchen 
gegenseitige  Verschiebungen  gestatten,  also  unabhängig  voneinander 
veränderliche  Koordinaten  besitzen.  Bedeuten  x,  y,  z  die  Anfangs- 
werte der  letzteren,  x  +  «,  y  +  z  +  to  ihre  zu  beliebiger  Zeit 
geltenden  Beträge,  so  sind  w,  p,  ip,  die  Komponenten  der  Ge- 
samtverrückung  eines  Teilchens,  im  allgemeinsten  Falle  Funk- 
tionen der  Anfangswerte  der  Koordinaten  x,  y,  z  und  der  Zeit  /. 

Erfüllt  der  betrachtete  Körper  anfänglich  einen  Raum  k  stetig, 
so  entsprechen  auch  allen  Punkten  von  k  bewegte  Massen  und  dem- 
gemäß Verrückungen  «,  p,  w.  Letztere  müssen  dabei  stetige 
Funktionen  der  Koordinaten  sein,  wenn  bei  der  Bewegung  weder 
mehrere  Massen  an  dieselbe  Stelle  gelangen  sollen,  was  mit  der 
Undurchdringlichkeit  der  Materie  in  Widerspruch  kommen  würde, 
noch  neue  Begrenzungsflächen  am  Körper  entstehen  oder  gar  Zer- 
fällungen  desselben  in  mehrere  Teile  eintreten  sollen,  was  die  Be- 
dingungen der  Bewegung  vollständig  verändern  würde.  Wir  schließen 
weiterhin  derartige  Singularitäten  prinzipiell  aus. 

Sind  aber  u,  p,  tc  stetige  Funktionen  der  Koordinaten,  so  können 
wir  sie  in  der  Umgebung  oder,  wie  wir  sagen  wollen,  dem  Bereich  B 
einer  beliebigen  Stelle  x,  y,  z  nach  dem  TAYLoa'schen  Lehrsatz  ent- 
wickeln und  für  einen  Punkt  mit  den  Koordinaten  xl  =  x  +  £ , 
yj=y  +  i?,  z1  =  z  +  £  schreiben 

14* 


Digitized  by  Google 


212 


//.  Teil.    Mechanik  nichtstarrer  Körper.    I.  Kap. 


1) 


u  -u+£d-±  +*;ÖM  +  l8u  4-  *****  *'*  ÖÄ" 


„  ,  dp       .e?p       r  ö»r       ,  ö»p 


dxdy 
6*  ic 


dxdy  ^  **dxd% 

wo  nun  rechts  m,  ü,  m?  und  ihre  Differentialquotienten  sich  auf  die 
Stelle  £  =  rj  —  £  =  0,  d.  h.  den  Punkt  x,  y,  z  beziehen. 

Wir  konstruieren  um  x,  y,  z  eine  Kugel  K  mit  beliebigem  Radius, 
doch  so,  daß  sie  vollständig  in  dem  betrachteten  Bereiche  liegt,  und 
bestimmen  für  sie,  indem  wir  die  Verrückungskomponenten  uv  vv  wl 
analog  wie  Geschwindigkeitskomponenten  behandeln,  die  ihnen  ent- 
sprechenden Schwerpunktsverschiebungen  und  Flächenmomente  in 
Bezug  auf  die  Koordinatenaxen  gemäß  S.  38  und  39. 

Bezeichnet  man  die  ersteren  als  mittlere  Verschiebungskom- 
ponenten mit  u/t,  vfl,  Wp,  so  geschieht  ihre  Berechnung  nach  dem 
Schema  u^W  =  f  n^ilK  u.  s.  f.  und  ergiebt 

(      uft  =u  +Xj2A«  +*24  A  A«  +  ..., 
Up  =v  +x,2Af  +xt4AAv  +  ..., 
Wp  —  w  4-  Xj2  A  w  4-  x24  A  A  io  +  . . . . 
Hierin  ist  gesetzt 

es  ist  dann  zugleich 

Versteht  man  ferner  unter  /,,,  m;4,  nu  mittlere  Drehungen  um 
die  Koordinatenaxen  bei  gegebenen  Flächenmomenten,  so  ist  die 
Berechnung  der  letzteren  auszuführen  nach  dem  Schema: 


2") 


woraus  folgt 


4/^A'x,2  =  /(f/M'j  —  ZoJdJc  u.  s.  f., 


2"') 


.       ,/öw      dv\      x/       /öir  <5p\ 
,  /du       dir\       x,*       /öm  d*r\ 

"^-*(ä*--ä*)  +  -^A  (ei -««)  +  ■••' 

,  /'öp       #m\  .   x,4       /dp  du\ 
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Zieht  mau  von  den  in  (1)  gegebeneu  Werten  der  uv  vv  icx  die- 
jenigen Beträge  ab,  welche  den  Verrückungen  bei  einer  gleich- 
förmigen Verschiebung  und  Drehung  des  ganzen  Bereiches  B  um 
die  oben  bestimmten  mittleren  Werte  entsprechen,  bildet  also 

u  =  m,  -  Uft  +  7i„i;  -m^, 

v'  =  r,  -  v,,+  lftZ-  ti^,  3) 
tr  =  m'j  —  irf,  -f  w/4|  —  ' 

so  kann  man  die  resultierenden  ?/',  v,  ic  als  die  einer  reinen 
Deformation  des  Bereiches  entsprechenden  Verrückungskomponenten 
bezeichnen.  Zieht  man  sie  allein  in  Betracht,  wie  weiterhin  zu- 
nächst geschehen  mag,  so  bezieht  man  damit  das  betrachtete  Bereich 
des  nichtstarren  Körpers  auf  ein  gemäß  den  Werten  u^v^,  tr^  ver- 
schobenes und  gemäß  l^,  m,t,  nh  gedrehtes  Koordinatensystem. 

Es  mag  bemerkt  werden,  daß  es  nicht  angängig  ist,  statt  der  ein- 
geführten lft,  nfl  die  —  vielleicht  näher  liegenden  —  arithmetischen 
Mittelwerte  Vhy  m^,  n'ft  der  Drehungen  innerhalb  k\  definiert  durch 


"     "J     1*  +  ?  ' 


zu  benutzen,  da  dieselben  sich  nicht  wie  Vektorkomponenten  ver- 
halten. — 

Die  Ausdrücke  (3)  sind  im  allgemeinen  sehr  kompliziert;  sie 
nehmen  aber  eine  überaus  einfache  Gestalt  an,  wenn  man  das 
Bereich  B  des  Punktes  x,  y,  z  so  klein  wählt,  daß  innerhalb  einer 
festgesetzten  Genauigkeit  die  Entwicklung  (1)  mit  dem  linearen 
Glied  abgebrochen  werden  kann.  Dann  gilt  nämlich,  wenn  man 
wieder  die  schon  S.  126  benutzten  Abkürzungen 

du  dt 

dr       die   die      du  du  de 

dx  +  dj  -y*~zy'  di  +  öl  -*»-■*■«*  dy  +  dx  ~xy-y*  ' 

einführt: 


die 

dx  ~  z>* 


3') 


w 


3") 

Die  Funktionen  xx,  . .  .  deren  Werte  mit  der  Orientieruug 
des  Koordinatensystems  variieren,  nennt  man  die  Deformations- 
größen des  betrachteten  Gebietes  oder  an  der  Stelle  x,  y,  r;  ihre 
Dimension  ist 
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n  .  [*J  [*s]  =  i; 

sie  sind  also  reine  Zahlen. 

Wenn,  wie  in  unserem  Falle,  innerhalb  des  Bereiches  die  De- 
formationsgrößen Konstanten  sind,  nennt  man  die  Deformation  eine 
homogene.1)  — 

Setzen  wir 

|a -M2  +  £2  =  (>',  £  =        V  =  Qß,  £=Qy, 
so  bezeichnet  q  den  Radiusvektor  von  x,  y,  z  nach  der  Stelle 

*  +  f  >  y  +  ^»  *  +  £>  un<J  a>  Ä  y  sin^  8e*ne  Richtungskosinus.  u\  v\  w' 
können  wir  als  Komponenten  einer  relativen  Gesamtverschiebung  *' 
auffassen  und  setzen 

*'  =  go,  «'  =  gau\  vy  =  Qafi\  w'  =  Q<ry\ 
worin  nun       ß\  /  die  Richtungskosinus  von  s  bezeichnen  und  <i 
eine  neue  Bezeichnung  ist.    Die  Formeln  (3")  geben  dann 

a*t-xxu  +  \xtß  +  \xtYy 

*r'=*tzx*  +  l*9ß  +  zar, 

und  zeigen,  daß  im  allgemeinen  *  nicht  mit  g  parallel  ist.  Dies  wird 
jedoch  der  Fall  sein,  wenn  die  Bedingungen  erfüllt  sind: 

0  =  (*,-<r)«  +  i*,i?  +  iv, 

0  -  iy*«  +  (y,  -  °)ß  +  iy,?i 

wobei  1  =  «2  +  /92  +  y2  ist. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  sowohl  die  Richtungskosinus  der 
speziellen  Radienvektoren  p,  denen  parallel  die  Verschiebungen  ihrer 
Punkte  stattfinden,  als  auch  den  Wert  des  ihnen  entsprechenden  <7, 
welches  hier  offenbar  die  Bedeutung  der  Verlängerung  ihrer  Längen- 
einheit, ihrer  sogenannten  linearen  Dilatation  hat 
Durch  Elimination  von  a,  ß1  y  folgt  aus  (4) 

-  {*,  +  yy  +  *J  *2  +  (y,  +      +  *,yf  -  i (y,2+       V»  * 
-  '«y.'-y,  =  0; 

eine  der  Wurzeln  o^,  <7a,  <rs  dieser,  wie  jeder  kubischen  Gleichung  ist 
stets  reell,  wir  wollen  sie  mit  av  den  ihr  entsprechenden  Vektor  mit 
gJ  bezeichnen. 

Drehen  wir  nun  das  Koordinatensystem  X,  Y,  Z  so,  daß  die 
J-Axe  mit  zusammenfällt,  so  muß  in  (3")  |  =  giy  n  =  £  =  0  zur 
Folge  haben  m'=  qx  al1  t?'=*  0,  w  =  0,  d.  h.  es  muß  für  diese  Lage 
der  Axen  sein 

4")  x,-*,,    >/  =  :z=0. 


4) 
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Hiemach  wird  aus  (4) 

=  0,  (y,-<r)0  +  iyÄr  =  O, 

i*,/*  +  (*.-")r-0, 

ein  Gleichungssystem,  das  durch  die  Wurzel  Oj  und  die  ihr  ent- 
sprechenden Werte  ax  —  1,  ßl  =  yx  —  0  identisch  befriedigt  wird. 

Für  die  beiden  anderen  Wurzeln  folgt  aus  der  ersten  dieser 
Formeln,  daß  sie  entweder  gleich  ax  sein  oder  aber  Richtungen  gt 
und  (>3  normal  zu  gx  entsprechen  müssen.  Ersteres  ist  im  allgemeinen 
mit  (4)  unvereinbar,  es  muß  also  letzteres  gelten. 

Legt  man  demgemäß  die  noch  willkürliche  Axe  Y  in  die  Richtung 
von  o%1  so  folgt  in  derselben  Weise  wie  oben,  daß  dadurch 

wird,  während  p3  mit  der  if-Axe  zusammenfällt 

Wir  erhalten  sonach  das  Resultat,  daß  im  allgemeinen  nur  die 
Punkte  dreier  zu  einander  normaler  Axen,  der  Hauptdilatations- 
axen,  die  wir  weiter  mit  X0,  Y0,  Z0  bezeichnen  wollen,  in  der 
Richtung  der  Radienvektoren  verschoben  werden,  und  daß  die  diesen 
Axen  entsprechenden  Deformationsgrößen  nach  (4")  und  (4"  )  die 
Werte  haben 

*,Ä-*i»  V«'  *.Ä-*.»  V-0'  5> 

worin  die  <7Ä  die  Hauptdilatationen  heißen.2) 
Für  diese  erhält  man  aus  (4')  die  Beziehungen 

*l  + =      +  | 

"i  ^  *3 = **  y, z-.  +  i-  (y.  *,  xy-x*y?-yyz*-  *, 

aus  denen  zugleich  folgt,  daß  die  drei  Aggregate  rechts  die  einzigen 
aus  den  Deformationsgrößen  zu  bildenden  Invarianten  sind.  3)  — 

Die  relativen  Koordinaten  nehmen  infolge  der  Deforma- 

tion die  Werte 

1  +  «'={'-  f(i  +*J  +  t*/*,  +  K*f,  I 
£  +  *  =  r=-j|*x+iv^+?(i  +  *J  ) 

an,  durch  deren  Diskussion  man  leicht  die  Bedeutung  der  allgemeinen 
Deformationsgrößen  tz  , .  .  .  xy  erhält. 

Bei  Einführung  der  Hauptdilatationsaxen  wird  einfacher 

&  =  Mi  +  "i)>  %  =  '/o(i+^a);  ;;  =  ^(i  +  ^)-  60 

Nach  den  Formeln  (0)  resp.  (6')  bleiben  im  Innern  des  Be- 
reiches B  bei  der  Deformation  Gerade  gerade,  Ebenen  eben,  über- 
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haupt  1  »ehält  jede  Oberfläche  ihren  Grad.  Parallele  Gerade  und 
parallele  Ebenen  bleiben  parallel. 

Ein  spezielles  Interesse  bietet  die  Deformation  einer  Kugel 
innerhalb  des  gewählten  Bereiches,  weil  sie  eine  deutliche  An- 
schauung von  der  Verteilung  der  Verrückungen  um  einen  Punkt 
gewährt.  Aus  ihrer  ursprünglichen  Gleichung  £2-f  /,2  +  £2  =  #2  wird 
bei  Voraussetzung  des  Hauptaxensystemes  nach  den  Gleichungen  (6") 


also  die  Gleichung  eines  Ellipsoides,  des  sogenannten  Dilatations- 
ellipsoides,  dessen  Mittelpunkt  von  demselben  Massenteilchen  ge- 
bildet wird,  das  ursprünglich  im  Kugelcentrum  lag,  und  dessen 
Hauptaxen  in  die  Hauptdilatationsaxen  fallen  und  sich  je  durch  die 
entsprechenden  Hauptdilatationen  bestimmen. 

Verbindet  man  mit  diesem  ein  koncentrisches  und  gleichliegendes 
Hülfsellipsoid,  dessen  Gleichung  ist 

t'i  •-•* 

b  ]  1  +  er,  +  1  +  «r,  +   1  +  *B  ~  *  l  ' 

so  giebt  (6')  den  Satz,  daß  ein  Punkt  |,  i;,  £  der  Kugelfläche  nach 
der  Deformation  diejenige  Stelle  des  Dilatationsellipsoides  einnimmt, 
in  welcher  letzteres  geschnitten  wird  von  dem  Radiusvektor  nach 
der  Berührungsstelle  einer  normal  zum  Strahl  durch  |,  £  an  das 
Hülfsellipsoid  gelegten  Tangentenebene.  *)  — 

Wird  der  durch  die  erste  Deformation  hervorgerufene  Zustand 
einer  neuen  Deformation  unterworfen,  welche  durch  die  Größen  r'x, . . . 
bezeichnet  werden  mag,  so  nehmen  die  relativen  Koordinaten  die 
Werte  an 

aus  denen  hervorgeht,  daß  sich  im  allgemeinen  nacheinander  hervor- 
gebrachte Deformationen  nicht  einfach  summieren.  Dies  geschieht 
indessen,  wenu  die  Deformationen  unendlich  klein  sind.  Dann 
gilt  einfach: 

f=  |(i  +  rx  +  *3  +  \v{x9  +  *;)  +  yc{xg  +  *;),  u.  s.  w. 

Diesen  wichtigsten  Fall  wollen  wir  weiter  allein  vor- 
aussetzen. 

Dann  gewinnen  die  sechs  Deformatiousgrößen  xz  .  .  .  .ry  des 
Bereiches  B  eine  vereinfachte  und  anschauliche  Bedeutung. 5) 

y  t  r.  sind  die  linearen  Dilatationen  parallel  den  willkür- 
lichen Koordinateuaxen  X,  Z. 
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yt,  z%,  x  sind  die  Verkleinerungen  der  Winkel  zwischen  Richtungen, 
welche  ursprünglich  der  J-  und  der  Z~  und  A'-,  der  X-  und  2-Axu 
parallel  waren. 

Ferner  erhält  man  nunmehr  leicht  den  Wert  der  linearen 
Dilatation  einer  in  beliebiger  Richtung  gelegenen  Strecke;  es  wird 
nämlich,  wenn  a,  ß,  y  ihre  Richtungscosinus  bezeichnen,  nach  den 
Formeln  (6) 

Parallel  den  drei  Hauptdilatationsaxen  wird  X  resp.  mit  av  <rr  <r3 
in  (5)  ideutisch. 

Die  kubische  Dilatation  oder  die  Dilatation  der  Volumeneinheit  fr 
aber  wird 

i 

ist  also  identisch  mit  der  ersten  der  in  (ö')  angegebenen  Invarianten. 

Für  die  Einführung  neuer  Koordinatensysteme  in  die  Ausdrücke 
der  Deformationsgrößen  ist  zu  bemerken,  daß,  wie  eine  einfache 
Rechnung  zeigt, 

*x>  y,»  z*>  y.f  *,»  *y 

sich  genau  in  derselben  Weise  transformieren,  wie  die  Produkte 

X*,  P,       2YZ,  2ZX,  2X1' 

von  Vektorkomponenten.  — 

Die  sechs  Größen  xx,  .  .  .  x  bestimmen  nach  dem  Vorstehenden 
vollständig  die  Deformation  des  betrachteten  Bereiches  und  sind  für 
jede  einzelne  Stelle  voneinander  unabhängig;  dagegen  können  sie 
innerhalb  des  deformierten  Körpers  als  Funktionen  der  Koordi- 
naten nicht  durchaus  willkürlich  vorgeschrieben  werden,  vielmehr 
müssen  ihre  Differentialquotienten  gewissen  Bedingungen  genügen, 
welche  daraus  entspringen,  daß  die  sechs  Größen  xx,  . .  .  xy  von  nur 
drei  willkürlichen  Funktionen  u,  v,  w  der  Koordinaten  abgeleitet 
sind8). 

Man  erhält  diese  Gleichungen,  indem  man  die  Bedingungen 
dafür  aufstellt,  daß  von  den  folgenden  Ausdrücken: 

dx\dy}~'dy1   dy(dyj~~dy       dx1   dz\dy)~*[dx  +  dy  dx)' 

Afl*^-?*?    JL(du\     lfcj.0"1.^     d  (du\- B%x  .  dx* 
dz\dx}~  dx*  dy\dx)-*[di+~dy      dx)'  dx[dx)~dx  dx' 


Digitized  by  Gftogle 


218 


II.  Teil.    Mechanik  niehtetarrer  Körper.    I.  Kap. 


je  die  drei  in  einer  Linie  stehenden  die  Differentialquotienten  einer 
und  derselben  Funktion  sein  müssen.    Sie  lauten  demgemäß 


8) 


dy* 

ö'  xx  _ 


6*xx 


d»x 
o  * 

'dydx 

**dxdx  dy* 
Ö*  X,       fl"  x 

2—/-  + 


dy  dx1 

dxdx1 
d*xy 
dx~dy> 


öx1  " "  dxdx 


d  y  dx ' 

ü*  x  d'x 
»  ^_  y 


y  _ 


dx 
d»x 


dx  dy ' 
d»yt 


dxdy      dx*  dydx^dxdx' 

Genügen  die  Gesamtverrtickungen  m,  v,  w  der  Bedingung  der 
Stetigkeit,  so  muß  die  Begrenzungsfläche  eines  nichtstarren  Körpers 
stets  von  denselben  Teilchen  gebildet  sein;  denn  um  jedes  der  Ober- 
fläche beliebig  nahe  Teilchen  als  Mittelpunkt  kann  man  eine  ganz 
im  Innern  des  Körpers  liegende  Kugel  konstruieren,  die  sich  nach 
(6")  in  ein  Ellipsoid  um  dasselbe  Teilchen  als  Centrum  deformiert 
Nur  bei  unendlich  starker  Deformation  kann  daher  der  Abstand 
des  Punktes  von  der  Grenzfläche  unendlich  klein  höherer  Ordnung 
werden. 

Man  kann  dies  Resultat  anschaulicher  dahin  aussprechen,  daß 
die  Grenzschicht  des  Körpers  sich  bei  der  Deformation  zwar 
außerordentlich  stark  vergrößern  und  dabei  verdünnen  oder  verklei- 
nern und  dabei  verdicken  kann,  aber  immer  dieselben  Teilchen 
enthält. 

Die  Gleichung  der  Grenzfläche,  welche  zu  irgend  einer  Zeit  t 
von  einem  System  Koordinaten  x,  y,  z  erfüllt  wird,  muß  hiernach, 
wenn  während  der  unendlich  kleinen  Zeit  t  die  Verrückungen  ir, 
v,  w  eintreten,  zur  Zeit  t  +  r  von  den  Koordinaten  x  +  m,  y  +  vf 
z  +  w  befriedigt  werden.   D.  h.,  es  muß  nebeneinander  bestehen 


und 
9) 


F{x,y,z,t)  =  0 


dF  ,  dF  ,  BF  ,  dF 
dt        dx        dy  dx 


0. 


Sind  uy  v,  w  als  Funktionen  von  x,  y,  z  und  t  gegeben,  so  muß 
jede  Fläche  F}  welche  geeignet  sein  soll,  den  nichtstarren  Körper 
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.1       

zu  begrenzen,  dieser  Gleichung  gentigen.  Ist  hingegen  F  als  Funk- 
tion von  xy  y1  z  und  t  gegeben,  so  liefert  die  Gleichung  (9)  eine 
Bedingung  für  die  Geschwindigkeiten 

u  —  u  j  r ,    v  =  v  I  t  ,    w  =  w  I  x , 

oder  im  speziellen  Falle  des  Gleichgewichts  für  die  Verrückungen 
?/,  v,  w  an  der  Grenzfläche 

Trennt  die  Fläche  zwei  Körper,  von  denen  mindestens  der  eine 
nicht  starr  ist,  so  kann  man  die  Gleichung  (9)  für  beide  Körper 
aufstellen  und  sodann  d  F/  dt  eliminieren.  Man  erhält  dadurch  die 
Bedingung 

K  -  «,)      +  (»i  -»>)§£  +  K  "  ».)  '  f  -  « -  9") 

die  ebenso  für  «',  i?',  w  aufgestellt  werden  kann,  oder,  indem  man 
die  Richtung  der  Normalen  auf  der  Grenze,  nach  einer  beliebigen 
Seite  positiv  gerechnet,  mit  n  bezeichnet, 

(m,  —  u2)  cos  (n,  x)  +  (trj  —  vt)  cos  (n,y)  +  (ir,  —  tr2)  cos  (n,  r)  =  0 ,     9  ") 

was  anschaulich  die  Bedingung  dafür  ausspricht,  daß  die  Grenzfläche 
auch  bei  der  Deformation  Grenze  bleibt 

Hängen  beide  Körper  in  der  Grenze  fest  zusammen,  so  muß 
noch  spezieller  gelten 

«,  =  ut ,    vl  =  t\, ,    »r,  =  w2 .  9  ") 


§  2.    Die  inneren  Kräfte  eines  nichtstarren  Körpers. 

Ein  beliebiger  Teil  eines  nichtstarren  Körpers  stellt  ein  Massen- 
system unter  der  Wirkung  innerer  und  äußerer  Kräfte  dar.  In 
betreff  der  inneren  Kräfte  können  wir  auf  dem,  S.  102  bei  der 
analogen  Frage  für  starre  Körper  eingeschlagenen  Wege  schließen, 
daß  sie  die  Eigenschaft  haben,  über  den  ganzen  betrachteten  Teil 
summiert,  verschwindende  Komponentensummen  und  Drehungs- 
momente  zu  liefern. 

Auch  die  Schlußweise  auf  S.  103  ist  anwendbar,  wenn  wir  die 
Annahme  benutzen,  es  ließe  sich  jeder  Teil  eines  nichtstarren  Kör- 
pers in  einem  beliebigen  Zustand  zu  einem  starren  machen,  ohne 
seine  inneren  Kräfte  zu  verändern. 

Dies  hat  zur  Folge,  daß,  wenn  man  für  irgend  einen  Teil  eines 
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nichtstarren  Körpers  nach  Maßgabe  des  S.  38  und  39  Angegebenen  die 
Schwerpunkts-  und  Fliichengleichungeu  bildet,  aus  denselben  die 
inneren  Kräfte  des  Teiles  vollständig  herausfallen,  so  daß  die  For- 
meln die  in  den  Svstemen  (43)  und  (45)  des  vorigen  Teiles  gegebene 
Gestalt  annehmeu,  in  welcher  allein  die  Komponenten-  und  Mo- 
mentensummen der  äußeren  Kräfte  auftreten,  die  der  betrachtete 
Teil  erfährt. 

Letztere  zerfallen  in  zwei  Gruppen,  nämlich  einerseits  in  solche, 
welche,  etwa  fernwirkend  nach  Art  der  Schwere,  auf  innere  Punkte 
ausgeübt  werden,  andererseits  in  solche ,  welche  von  den  umlagernden 
Teilen  desselben  oder  eines  anderen  Körpers  nur  auf  die  an  der 
Grenzfläche  liegenden  Massen  wirken.  Erstere  beziehen  wir  auf  dieYo- 
lumeneinheit  und  setzen  ihre  Komponenten  gleich  X,  Y\  Z?\  letztere 
beziehen  wir  auf  die  Flächeneinheit  der  Begrenzung  und  be- 
zeichnen ihre  Komponenten  mit  X  .  Y  ,  Z  ,  wobei  der  Index  w  auf 
die  Richtung  der  inneren  Normale  des  Oberflächenelementes  hin- 
weist, gegen  welches  sie  wirken. 

Die  durch  diese  Komponenten  bewirkten  Drehungsmomente 
drücken  wir  wie  früher  (S.  39)  aus,  lassen  aber  die  Möglichkeit  zu, 
daß  die  kleinsten  Teile  des  Körpers  auch  noch  direkt  Drehungs- 
momente erfahren  durch  Kräfte,  welche  sich  in  den  Komponenten- 
summen nicht  geltend  machen,  etwa  weil  unendlich  benachbarte 
Punkte  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  erfahren.  Letztere  Momente 
bezeichnen  wir,  soweit  sie  den  Charakter  von  Fernwirkungen  haben, 
mit  //,  M\  N1,  soweit  sie  von  den  direkt  anlagernden  Teilen  aus- 
geübt werden,  mit  L  ,  M ,  X  und  bezieheu  wie  oben  die  ersteren 
auf  die  Volumen-,  die  letzteren  auf  die  Flächeneinheit.  Diese 
Momente  haben  nach  S.  101  für  alle  parallelen  Axen  die  gleichen 
Werte. 

Der  Kürze  halber  sollen  weiterhin  die  Kräfte  und  Momente 
X,  T,  Z1,  h\  Jf ,  ATt  körperliche,  die  AH,  J'n,  Zu,  Ln,  Mn,  Nn 
innere  oder  molekulare  genannt  werden;  wirken  die  letzteren 
gegen  die  äußere  Grenzfläche  des  aus  einem  oder  mehreren  Körpern 
gebildeten  Systems,  so  mögen  sie  oberflächliche  heißen  und  mit 
A,  ),  Z,  L,  My  X  bezeichnet  werden;  wirken  sie  gegen  die  Grenze 
zwischen  zwei  durch  (A)  und  (k)  charakterisierten  Körpern,  so  mag 
für  sie  die  Bezeichnung  Xltk,  Yllk,  Zhk,  Lhk,  Mhk,  Xhk  angewandt 
werden. 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Festsetzungen  nehmen  die  Glei- 
chungen (43)  und  (45)  des  vorigen  Teiles  die  Form  an8): 
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f&'k-frdk+fr.*; 

+  f(Ln+yZn-zrn)do, 
+  f{Mn  +  zXn-xZJdo, 


10) 


10) 


Die  körperlichen  Kräfte  und  Momente  sind  oben  auf  die  Vo- 
lumeneinheit bezogen,  weil  diese  Festsetzung  keinerlei  Gesetz 
ihrer  Wirkung  voraussetzt;  sind  sie  aber  speziell  den  Massen  pro- 
portional, so  ist  es  vorteilhaft,  sie  auf  die  Masseneinheit  zu  beziehen 
und  daher 

r  =  o  x,  r  =  o  r,  z*  =  9zy  v  =  ql,  jr  =  9m,  jv  =  9y  io") 

zu  setzen. 

Die  Dimensionalgleichuügen  der  verschiedenen  Arten  von  Kräf- 
ten und  Momente  sind  folgende: 

[JT]  =  [F]  =  [&]  =  ro/-2f-2,    [Z']  =  [M]  =  [.V]  =  mMt-*, 

[X]  =  [7]  =[Z]  =  It-z,        [L]  =  [.!/]  =  [.V]  =  Pt-~,     ,  10"') 

ra = m  =  kj  =  ».hh,  [xj = [.vj  =  [.vj  = ) 

Wendet  man  die  sechs  Gleichuugen  (10)  und  (10')  auf  ein 
cylindrisches  Volumenelement  von  gegen  die  Querdimensionen  un- 
endlich kleiner  Höhe  an,  so  verschwinden  aus  ihnen  alle  Raum- 
integrale und  auch  die  über  die  Mantelfläche  erstreckten  Flächen- 
integrale als  unendlich  klein  höherer  Ordnung,  und  das  erste  Tripel 
liefert: 

xu  +  x_n=  rB+  r_n  =  4,  +  £_„  =  o;  u) 

die  Berücksichtigung  dieses  Resultates  läßt  im  zweiten  Tripel  auch 
noch  die  mit  Xn,  Yn,  Zn  multiplizierten  Glieder  verschwinden  und 
ergiebt 
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11') 


Ist  die  eine  Grundfläche  des  Cylinders  eine  Begrenzung  des  Körpers, 
in  welcher  die  Komponenten  und  Momente  direkt  gleich  X,  T,  Z, 
resp.  Z,  M,  N  gegeben  sind,  so  nehmen  diese  Gleichungen  die 
Gestalt  an 


in  denen  n  als  äußere  Normale  auf  der  Grenzfläche  des  Köq)ers 
betrachtet  werden  kann. 

Die  Formeln  (11)  und  (IT)  können  auch  auf  den  Fall  ange- 
wandt werden,  daß  der  Cylinder  über  einem  Element  der  Grenze 
zwischen  zwei  verschiedenen  Körpern  h  und  k  konstruiert  ist;  er- 
fährt die  Grenzfläche  selbst  Kräfte  und  Momente,  wie  dergleichen 
z.  B.  durch  eine  ihr  mitgeteilte  elektrische  Ladung  oder  durch  längs 
der  Grenze  stattfindende  Molekularkräfte  bewirkt  werden  könnten, 
so  ergeben  sie  iu  sofort  verständlicher  Bezeichnung 


}  l(X)*  +     +  X*  =  (U  +  ( J'J*  +    -  ßj»  +     +    -  o, 


die  Normalen  sind  nach  der  Ableitung  der  Formeln  je  die  äußeren 
auf  dem  durch  den  Index  h  resp.  k  bezeichneten  Teil  des  Körper- 
systemes. 

Wählen  wir  ferner  als  das  Integrationsgebiet  ein  Tetraeder  von 
unendlich  kleinen  Kanten,  dessen  Flächen  resp.  normal  zur  X-,  i-, 
Z-Axe  und  einer  beliebigen  Richtung  n  liegen  —  letztere  positiv 
aus  dem  Tetraeder  heraus  gerechnet  — ,  so  ergiebt  sich  unter  Be- 
nutzung von  (11)  und  (IT) 


Endlich  erhält  man  durch  Anwendung  der  Formeln  (10)  auf 
ein  unendlich  kleines  Prisma,  dessen  Flächen  den  Koordinaten- 
ebenen parallel  sind: 


11") 


xu  +  x=rm+  r  =  z^+z  =  o, 

Ln  +  L  =  Mn  +  M=  ¥n  +  ÄT=  0, 


12) 


12-) 
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(Px 

=  A  — 

ÖX 

dx 

dy 

dX 
dx  ' 

iPy 

V» 

=  I  — 

dY 

dx 

dYy 
By 

■ar 

dz  ' 

- 

13) 

—  Z>  — 

dZ 

 * 

dx 

dZy 
dy 

dZt 
~~  dx  ' 

0  = 

L  — 

dL 

X 

dx 

dy' 

dLf 
dx 

+  K- 

0  = 

dM 

X 

dx 

dMy 
dy 

dMf 

dx 

+  *.- 

13') 

0  = 

dK 
dx 

dXy 
dy 

dN 
* 

dx 

+  x- 

Für  die  Ableitung  der  letzten  drei  Formeln  sind  die  ersten  drei 
zu  benutzen  und  ist  außerdem  in  Betracbt  zu  ziehen,  daß  sich 
innerhalb  des  Integrationsgebietes  die  x,  y,  z  nur  unendlich  wenig 
Ton  Konstanten  unterscheiden. 

Die  Gleichungen  (11)  bis  (13)  haben  den  ganzen  Inhalt  der 
Formeln  (10)  in  sich  aufgenommen,  so  daß  letztere  aus  ihnen  zurück- 
gewonnen werden  können,  und  zwar  auch  für  den  allgemeinsten 
Fall  eines  Systemes  von  verschiedenen  Körpern. 

Iu  der  That  führt  die  erste  Gleichung  (13),  über  das  ganze 
System  integriert,  sofort  auf 

2 f  o~dk  =  zfx'dk-Z f do(Xxcos(n,x)  +  Jycos(n,y)+Xrcos(«,r)), 

wo  die  Summe  -5*  sich  auf  die  verschiedenen  homogenen  Teile  des 
Systemes  bezieht,  und  n  die  äußere  Normale  auf  der  Grenzfläche 
eines  homogenen  Teiles  des  Systemes  bezeichnet.  Die  Oberflächen- 
integrale  reduzieren  sich  nach  (12)  auf  2fdoXn  und  ergeben 
nach  (11'")  den  Wert  —  2\f  XhkdohV  soweit  sie  Grenzflächen  zwischen 
zwei  Körpern  h  und  k  des  Systemes  betreffen,  dagegen,  soweit  sie 
sich  auf  äußere  Begrenzungen  des  Systemes  beziehen,  nach  (11") 
den  Wert  -2fXhdoh,  so  daß  man  schließlich  erhält 

sfggdk-zfx'dk  +  zfxdo, 

in  Ubereinstimmung  mit  der  ersten  Gleichung  (10). 

Integriert  man  hingegen  die  erste  Formel  (13')  über  das  ganze 
körperliche  System,  so  erhält  man 

0  =  SfVdk 

-  Sfdo  (Lx  cos  («,  x)  +  ZT  cos  (n,y)  +  X  cos  (n,  z))  +  2f(Yt  -  ZJ  dh. 

Digitized  by  Google 


224 


Hiervon  behandelt  man  das  Oberflächenintegral  genau  wie  das 
vorige,  das  letzte  Raumintegral  hingegen  schreibe  man 

f(YM  -  X)dk  -ffd,  dy  ;  z  Y,  |  -ffd*  dz  yZy  |  -f(z      -9%)  dk 

=J  do  (7T\  cos  («,  z)  -  y~Zf  cos  (n,  y)) 

-/(' £ " [('  - ft-  E]K 

und  dies  giebt  leicht 

=  fdo  (r-F.  -        -  /  [(z  r 
wodurch  man  wie  früher  erhält 

s. /'  ("  st  ~ z  s?) rf*  -  ~/  <£'      - zl  "),lk + s5& +iz-~^)<i»- 

Dies  ist  aber  die  vierte  Gleichung  (10)  in  allgemeinster  Fassung.  — 
Die  vorstellenden  allgemeinsten  Resultate  sind  für  die  An- 
wendungen zu  vereinfachen,  da  wir  in  Wirklichkeit,  wie  es  scheint, 
keine  Mittel  haben,  durch  Oberfiächenkräfte  direkt  auf  die  kleinsten 
Teilchen  der  Körper  Momente  auszuüben;  hiernach  ist 

zu  setzen.  Das  hat  dann  zur  Folge,  daß  nach  (11")  zunächst  in 
den  Oberflächen  der  Körper  die  inneren  Momente  Ln,  J/ ,  i\n  sämt- 
lich verschwinden,  und  man  gelangt  zu  keinen  Widersprüchen  mit 
der  Erfahrung,  wenn  man  nun  auch  überall  und  für  beliebige  n 

K  -  -K  =  a;  =  o 

nimmt  Die  körperlichen  Momente  L\  M\  A"  sind  durch  mecha- 
nische Mittel  zwar  nicht  hervorzubringen,  es  liegt  aber  jedenfalls 
die  Möglichkeit  vor,  sie  durch  elektrische  Kräfte  zu  bewirken;  man 
würde  hiernach  also  das  System  (13)  zunächst  zu  schreiben  haben9): 


14) 


d*x 

=  A '  - 

dX 

X 

dx 

dy 

0*» 
V  dt* 

=  r  - 

e  y 

X 

dx 

*r, 
dy 

d  r 

d*x 

=  //  - 

BZ 

X 

dx 

dy 

dZ^ 
dx  1 

u')  o  =  .ir  +  ^-A;, 

I   o  =  a  '  +  a;  -  yx. 
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Schließt  man  aber  solche  Mittel  aus  und  setzt  V  ==  M '  =  AT  —  0, 
so  wird  aus  den  letzten  drei  Gleichungen  noch  einfacher 

i:  =  z„,  zr  =  .v.  x,  =  rr.  in 

Diese  Annahme  wird  in  der  Praxis  meistens  gemacht;  das  aus  ihr 
folgende  Resultat  (14")  ist  bereits  auf  Seite  126  benutzt  worden.9) 
Unter  seiner  Berücksichtigung  ist  der  Spannungszustand  au 
irgend  einem  Punkte  eines  beliebigen  nicht  starreu  Körpers  durch 
die  sechs  Komponenten 

^x'    ^y*   ^s'    ^s*   ^r'  ^y' 

die  für  eine  einzelne  Stelle  willkürlich  vorgeschrieben  werden 
können,  vollständig  bestimmt.  Als  Funktionen  der  Koordinaten 
und  der  Zeit  unterliegen  sie  aber  den  drei  Gleichungen  (14),  zu 
denen  als  Bedingungen  für  die  Grenze  zwischen  zwei  Körpern  (h) 
und  (A)  drei  Formeln  treten,  die  wir  in  der  allgemeinsten  Fassung, 
unter  Berücksichtigung  äußerer  auf  die  Grenzfläche  wirkender 
Drucke  mit  den  Komponenteu  XSk,  Yhk,  Zhk,  nach  (11")  schreiben 

+  kW  +  -v„  =  o,  (J'a  +     +  r„t  =  o,  , 
(4,)»  +  (K)„  +  4  =  o.  f 

Die  Richtungen  nh  resp.  7tk  sind  dabei  die  der  äußeren  Normalen 
auf  der  Oberfläche  von  (h)  resp.  (A). 

Die  Formeln  vereinfachen  sich,  wenn  entweder  die  Drucke 
gegen  die  Grenzfläche,  oder  die  Spannungen  im  Nachbarkörper 
Null  sind  oder  vorgeschriebene  Größe  haben.  — 

Die  Druckkompouenten  Xx  .  .  .  Xy  sind  vom  Koordinatensystem 
abhängig  und  ändern  ihre  Werte  bei  Einführung  anderer  Axen- 
richtungen.  Für  die  Ausführung  der  Transformation  ist  die  Be- 
merkung von  Wichtigkeit,  daß  sich  die  sechs  Druckkompouenten 
hierbei  vollständig  wie  die  sechs  Komponentenprodukte 

x*7  r»,  z\  j  zr  zx,  xy 

verhalten. 

Bezeichnet  man  die  Resultante  aus  Xn%  Yn,  Zn  mit  Pn,  und  führt 
man  ihre  Richtuugscosinus  mit  der  Bezeichnung  a\  ß*,  /  ein,  während 
man  cos  («,  x).  eos(//,y).  cos(«,  z)  iu  u,  ß,  y  abkürzt,  so  wird  aus 
dem  System  (12) 

r.a-x,«  +  x,ß  +  x,r, 
P.,*-r,«+r,it+r.r, 

Voiut,  Theoretische  I'hy-ik  15 
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Pn  fällt  im  allgemeinen  nicht  in  die  Richtung  von  n\  aus- 
genommen sind  die  speziellen  Werte  a,  ß,  y,  für  welche  gilt 

(  0  =  {X-P)u  +  Xyß  +  XiY, 

15)  0=  Yx«  +  {Yy-P)ß  +  Yy, 

0  =  Zxa  +  Zyß  +  (Zg-P)y, 

wobei  mit  P  der  spezielle  Wert  von  Prt  bezeichnet  ist,  der  normal 
zu  dem  entsprechenden  Flächenelement  wirkt. 

Dieses  Formelsystem  stimmt  vollständig  mit  (4)  überein  und  ge- 
stattet die  gleichen  Folgerungen.  Insbesondere  ergiebt  dasselbe, 
daß  im  allgemeinen  nur  drei  zu  einander  normale  Eichtungen,  die 
Haupt  druckaxen,  existieren,  in  denen  die  Drucke,  dieHauptdrucke 
Pv  P2,  P3,  normal  gegen  das  zugehörige  Flächenelement  wirken. 

Wählt  man  die  Hauptdruckaxen  zu  Koordinatenaxen  X°.  Y\  ZP, 
so  nehmen  die  bezüglichen  Druckkomponenten  die  Werte  an  10) 

15')  px  ,  r(,=  p%  ,  zt°=  p8 ,  r*=  zf=  x;=  o . 

Zwischen  ihnen  und  den  auf  ein  beliebiges  Axensystem  X,  Y,  Z 
bezogenen  Werten  bestehen  die  Beziehungen 

15")  i-,  p,+p3pt  +plP,=rzL+z.xt+\\  r-w+V+x/l, 

die  Ausdrücke  rechts  sind  die  einzigen  von  einander  unabhängigen 
aus  den  Druckkomponenten  zu  bildenden  Invarianten. 

Bei  Einführung  der  Hauptdruckaxen  T°,  Y°7  Z°  nimmt  das 
System  (12)  die  Form  an 

16)  X„o=  P,  cos(«,  *),  Yn°=  P2cos(n,y),  Z„°=  P,cos(n,  *), 
woraus  durch  Elimination  der  Richtung  von  n  die  Beziehung  folgt 

Da  Xn°,  7  °,  Zn°  die  Komponeuten  nach  den  Hauptdruckaxen  von 
der  Druckkraft  Pn  sind,  welche  gegen  das  durch  die  Richtung  von  n 
charakterisierte  Flächenelement  wirkt,  so  stellen  sie  auch  die  Ko- 
ordinaten |,  C  des  Endpunktes  eines  mit  Pn  proportionalen  Vek- 
tors vom  Koordinatenanfang  aus  dar,  und  die  Gleichung 


zeigt,  daß  die  allen  möglichen  Richtungen  von  n  entsprechenden 
Endpunkte  ein  dreiaxiges  Ellipsoid  —  das  Druckellipsoid  —  er- 
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füllen,  dessen  Hauptaxen  nach  Richtung  und  Größe  durch  die 
Hauptdrucke  Plt  P2,  P9  bestimmt  sind. 

Kombiniert  man  mit  diesem  Ellipsoid  die  concentrische  und 
gleichliegende  Hilfsfläche  zweiten  Grades,  deren  Gleichung  lautet 

T^  +  ^+T^1'  ,6'"> 

so  ergiebt  das  Formelsystem  (16)  das  Resultat,  daß,  wenn  man  an 
die  Hilfsfläche  (16"')  eine  Tangentenebene  normal  zu  n,  d.  h.  parallel 
zu  dem  Flächenelement  legt,  gegen  welches  PH  wirkt,  die  Richtung 
des  Radiusvektors  nach  der  Berührungsstelle  mit  derjenigen  von  Pn 
identisch  ist 

Dieser  Satz  gestattet,  zu  jedem  n  das  zugehörige  Pn  zu  kon- 
struieren, und  umgekehrt11)  — 

#  3.  Die  Hamilton ' sehe  Gleichung  für  nichtstarre  Körper. 
Einführung  eines  rotierenden  Koordinatensystemen. 

Die  Gleichungen  (14)  sind  bei  Annahme  der  Beziehungen  (14") 
und  (14")  in  eine  einzige  zusammenzufassen,  welche  den  Vorteil 
.  des  leichten  Uberganges  zu  anderen  Koordinatensystemen  bietet lt) 
Man  erhält  nämlich  durch  Multiplikation  mit  den  virtuellen  Ver- 
rückungen fix,  Öy,  fiz  und  Integration  über  das  ganze  System  in 
Berührung  stehender  Körper: 

/[/    d*x  6X,      6XU  BX\ 

dt*  öx        o  y       dx  }  y 

(    *  *       „.     d  z*  d  z*  \  v  1 

+  (<'<<■  a/+-*i-H-ü- 

Sind  die  Variationen  ffx,  <)y,  dz  im  Innern  des  ganzen 
Systems,  auch  beim  Durchgang  durch  die  Grenze  zweier  verschiedener 
Körper,  stetig,  so  ergiebt  diese  Formel  durch  teilweise  Integration, 
da  sich  die  auf  die  Zwischengrenzen  bezüglichen  Glieder  nach  (14  ") 
zusammenfassen: 

/«[(^;-r)*,  +  (P*;-r)*3r  +  (f**-r)*, 

I Y  ddx       y  ddy       y  döx 

-fdo(Xd~x  +  V 8  y +~Z t z)  =  0. 

15- 
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Dieselbe  Formel  gilt  auch,  wenn  die  Variationen  in  der  Grenze 
unstetig  sind,  falls  nur  ihre  Komponente  normal  zur  Grenze  nicht 
springt  und  der  Druck  senkrecht  gegen  die  Grenzdache  wirkt 

Vergleicht  man  diese  Formel  mit  (95')  des  ersten  Teiles  und 
berücksichtigt.  daß 

17)  X'öx  +  r8y  +  ZJdz  =  <Taa 

die  auf  die  Volumeneinheit  bezogene  virtuelle  Arbeit  der  körper- 
lichen Kräfte, 

1  ?")  XiS  x  +  Y8y  +  Zö  z  =  <y«a 

die  auf  die  Flächeneinheit  bezogene  der  OberHächendrucke  gegen 
eiue  äußere  oder  eine  Zwischengrenze  ist  so  erkennt  man,  daß 


17"') 


v  6  ö  x   ,       6  6  y       „  d  ü  i   .    x~  /  d  d  x       d  ö  y 


dx    '     *  d y         'dt    1     :  \  dy    1    dz  j 

.        (dös       6dx\  (ddp       ddx\  ~ 


die  auf  die  Volumeneinheit  bezogene  Arbeit  der  inneren 
Kräfte  sein  muß;  denn  andere  als  diese  drei  Arten  von  Kräften 
treten  nach  der  Annahme  nicht  ins  Spiel. 

Die  Gleichung  (17)  läßt  sich  daher  schreiben 

18)  fdk{(>(?*      +      *.V  *r)  -  -fdo<ra0  =  i)y 

woraus  bei  Einführung  der  gesamten  virtuellen  Arbeit  SA  für 
den  Fall  des  Gleichgewichtes  spezieller  folgt 

18)  SA  =  fdk{S«tl  +  Put)  +  fdo<T«0  =  0. 

Sind  die  virtuellen  Verrückungen  die  in  der  Zeit  dt  wirklich 
eintretenden,  d.  h.,  ist 

S* dt,  **-*\it, 

so  giebt  die  Formel  (18) 

18")  dV=(fA, 

die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft,  welche  auch  zeigt,  daß  im 
Falle,  wo  kein  Gleichgewicht  statttindet.  das  uichtstarre  System  die 
Bewegung  aus  der  Kuhe  so  beginnt,  daß 

18"')  ,TA  >  0 
ist 

Benutzt  man  die  Umformung  von  Seite  80  und  integriert  die 

Formel  (18)  nach  der  Zeit  zwischeu  zwei  Grenzen,  an  denen  die 

Variationen  <).r,  dz  verschwinden,  so  erhält  man 
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fdt{dW+  #J)  =  Q  10) 
(. 

und  damit  die  Gestalt,  welche  das  HAMiLTOxsche  Prinzip  für  nicht- 
starre Körper  annimmt 

Ein  sehr  wichtiger  Fall  ißt  der,  daß  die  Arbeit  der  inneren 
Kräfte  <T«,-  die  Gestalt  der  vollständigen  Variation  von  einer  Funk- 
tion besitzt,  die  nur  von  dem  augenblicklichen  Zustand  abhängt,  also 

b*Ui  =  —  S(f 

ist,  wo  man  (p  die  auf  die  Volumeneinheit  bezogene  Potentialfunk- 
tion der  inneren  Kräfte  nennen  kann ;  setzt  man  dann  f  <pdk  =  0, 
d.  b.  gleich  dem  Gesamtpotential,  und  f  dk  d"eea  +  f  do  d"a0  =  #u4ai 
d.  h.  gleich  der  gesamten  äußeren  Arbeit  so  wird  die  Bedingung  des 
Gleichgewichtes  (18')  zu 

<r^a-<*0  =  O,  19) 

die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  zu 

4>)  =  dE=(TAa,  19") 

wo  E  die  Energie  des  nichtstarren  Systemes  heißt.  Ebenso  ver- 
wandelt sich  die  Ungleichung  (18  ")  in 

dJa^diU>0  19") 

und  die  Formel  (19)  des  ÜAMiLTON'schen  Prinzipes  in 

fdt(${W-  <I>)  +  d\4a)=0.  19") 

Wenn  äußere  Kräfte  nicht  wirken,  wird  aus  (19')  und  (19") 

*</>  =  (),  resp.  d  (l>  <  0 , 

was  in  der  S.  28  ausgeführten  Weise  dahin  gedeutet  werden  kann, 
daß  im  Zustande  stabilen  Gleichgewichtes  0  ein  Minimum  wird.  — 
Eine  Anwenduug  der  Formel  (19)  wollen  wir  auf  die  Trans- 
formation der  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  (14)  auf  ein  um 
die  #-Axe  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  rotierendes  Koordinaten- 
system jz,  H,  Z  machen 1S). 

Wir  bezeichnen  die  Rotationsgeschwindigkeit  mit  ta  und  setzen 
demgemäß,  indem  wir  /  von  einem  beliebigen  Zeitpunkt  aus 
rechnen, 

x  =  £  cos  ruf  —  »/sin  mt 
y  =  £  sin  (üt  +  7;  cosr.>/,  z  =  £ . 
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Hieraus  folgt,  wenn  mau  kurz  die  Difl'erentialquotienten  nach  der 
Zeit  durch  einen  oberen  Index  bezeichnet: 

/    r  =  sT  cos  (<>  t  —  1/  sin  ro  t  —  £  oj  sin  w  /  —  tj  (o  cos  <o  t , 

20  )    j   y'  =  £'  sin  w  f  +  1/  cos  o>  f  +  |  o>  cos  o>  f  —  /;  ro  sin  w  f , 

I 

Die  Variation  der  lebendigen  Kraft  i/>  der  Volumeneinheit  nimmt 
demgemäß  die  Gestalt  an 

aber  die  geleistete  Arbeit 

&A  =  /(<?«,.  +  <>Va)«/A  +  fÖaQdo 

behält  in  den  f ,  17,  £  dieselbe  Form,  wie  in  den  x,  y,  z,  was  aus  ihrer 
Definition  leicht  zu  ersehen  ist. 

Setzt  man  S  V  =  fitffdk,  nach  (20")  berechnet,  in  das  Hamil- 
TON'sche  Integral  ein,  integriert  die  mit  <Jjf\  Srj,  ö£  multiplizierten 
Glieder  durch  Teile  nach  der  Zeit,  indem  man  dt),  an  den 
Grenzen  verschwinden  läßt,  und  integriert  die  mit 

multiplizierten  Glieder  durch  Teile  nach  den  Koordinaten,  die  sich 
in  den  bezüglichen  Nennern  befinden,  so  erhält  man 


- / da  [(  - +        +  (7/+//J  *»i  +  (z+  z„)*;]J  =o. 

Da  die  <J|.  <H.  willkürlich  sind,  zerfällt  die  obige  Gleichung 
in  drei  für  jeden  inneren  Punkt  und  drei  für  jeden  Oberfiächen- 
punkt  gültige. 

Wir  bilden  sie.  nachdem  wir  die  Werte  der  Diflerentialquotien- 
ten von  ii»  wie  folgt  eingesetzt  haben: 
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2'A  1 


Sie  lauten  dann: 


dir. 


21") 


6{       «7       a;  ' 

1'+  5.  =  H  +  H  =  Z  +  Z  =  0 . 

Bringt  man  die  in  den  beiden  ersten  Gleichungen  links  neben 
o  |"  und  o  i]"  stehenden  Glieder  auf  die  rechte  Seite,  so  kann  man 
sie  mit  JT  und  üT  vereinigen  und  als  die  scheinbaren  körper- 
lichen Komponenten  deuten,  welche  neben  den  wirklichen  infolge 
der  Rotation  des  Koordinatensystemes  als  auf  das  Volumenelement 
dk  ausgeübt  einzuführen  sind. 

Die  Anteile 

Sl  =  p  |  w2 ,    Hl  =  u  r;  o)2 

sind  die  auf  die  Yolumeneinheit  bezogenen  Komponenten  der  Centri- 
fugal  kraft,  die  Auteile 

~]  =  2  o  //  o) ,    ff>  —  —  2  y  g  (o , 

welche  verschwinden,  wenn  der  Körper  relativ  zu  dem  System  ir,  H 
ruht,  sind  die  Komponenten  einer  Kraft,  welche  parallel  der  2H- 
Ebene  senkrecht  gegen  die  Projektion  der  relativen  Bewegungs- 
richtung von  dk  auf  diese  Ebene  mit  der  Stärke  2  o  o)  y  +  ?/* 
wirkt 

Von  den  Formeln  (21")  geht  man  leicht  zu  denen  über,  welche 
die  Bewegung  auf  ein  mit  seinem  Anfangspunkt  an  der  Erdober- 
fläche befindliches  und  mit  der  Erde  rotierendes  Koordinatensystem 
beziehen. 

Sei  R  der  Erdradius,  und  &  die  nördliche  geographische  Breite 
des  Koordinatenanfanges  für  das  zu  JE",  H.  Z  parallele  System  Sv 
Hv  Zv  dessen  Ebene  2EX  Zx  außerdem  mit  der  Ebene  SZ  zu- 
sammenfallen möge,  dann  ist 

|  =  i?cosi9--f-£1,    v  = 'lv    £=J?siu#  +  £I. 

Führt  man  endlich  noch  ein  Axensystem  A,  B,  C  ein,  dessen  C- 
Axe  normal  zur  Erdoberfläche  und  dessen  A-Axe  nach  Süden  ge- 
richtet ist,  so  wird 

|j  =  a  sin  &  +  c  cos        fix  —  l>,    ^  =  —  a  cos  &  -f  c  sin  &} 

oder 

a  =  £j  sin  #  —  ^  cos  &,    b  =  r)iy    c  =s  ^  cos  &  +  £4  sin  i9\ 


Digitized  by  Google 


232  II.  Teil.    Mechanik  nichtstarrer  Körper.    I.  Kap. 


Man  erhält  demgemäß  leicht,  indem  man  die  erste  und  letzte  Glei- 
chung (21")  mit  den  Faktoren  sin  &,  —  cos  &,  resp.  cos#,  sin  &  zu- 
sammenfaßt und  berücksichtigt,  daß  die  rechten  Seiten  jener  Formeln 
für  alle  rechtwinkligen  Koordinatensysteme  ihre  Gestalt  beibehalten 

g  [a"  -2  b'  10  sin  &  -  {{B  +  c)  cos  &  +  a  sin  #)  to*  sin  &\ 


21'") 


da        db        de  ' 

g  [b"  +  2  («'  sin  &  +  e  cos  ft)(ü  -  b  w*] 

ÖÄ  flfl 

TV  a  »  f 

p  [t"  —  2  ÄVii  cos  #  —  ((7?  +  r)  cos  »9-  +  a  sin  #)  <y*  cos  #J 

=  r  -  — 0  - 15*  _  1£* . 

da         d  b  de' 

Diese  Gleichungen  kommen  mit  speziellen  Werten  der  auf  den 
rechten  Seiten  stehenden  Kraft-  und  Druckkomponenten  u.  a.  zur 
Anwendung  bei  der  Theorie  der  Bewegungen,  die  in  der  Atmo- 
sphäre der  Erde  (oder  eines  anderen  Weltkörpers)  unter  Mitwirkung 
der  Rotation  auftreten. 

Ueber  einen  unendlich  kleinen  Körper  integriert,  wobei  die  in- 
neren Kräfte  verschwinden,  geben  sie  die  Gesetze  der  Bewegung 
eines  Massenpunktes  relativ  zur  rotierenden  Erde. 
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Hydrostatik. 

$  4.     Die  allgemeinen  GleichgewichUbedingungen ;  der  Druck  im 

Innern  einer  ruhenden  Flüssigkeit. 

Ein  nichtstarrer  Körper,  in  welchem  im  Zustand  der  Ruhe 
tangentiale  Drucke  niemals  auftreten,  heißt  eine  Flüssigkeit,  und 
wenn  er  diese  Eigenschaft  auch  bei  der  Bewegung  beibehält,  eine 
ideale  Flüssigkeit 

Die  Komponenten  Y\,  Zx,  Xy  wirken  tangential  gegen  die  Ko- 
ordinatenebenen, sie  müssen  also  bei  allen  Flüssigkeiten  im  Zustand 
der  Ruhe  verschwinden.  Führt  man  dies  ein,  so  ergiebt  das  Sy- 
stem (12) 

und  da  die  Resultierende  Pu  von  X,  Y.  Zn  nach  der  Annahme  in 
die  Richtung  von  n  fallen  soll,  so  folgt  für  jedes  n 

den  geraeinsamen  Wert  dieser  Größen  nennen  wir  kurz  den  Druck 
an  der  Stelle  r,  ?/,  z  und  bezeichnen  ihn  durch  den  Buchstaben/?. 

Bei  Einführung  dieser  Resultate  und  unter  Voraussetzung  des 
Gleichgewichts  nehmen  die  Gleichungen  (14)  die  Form  an14) 

A"=4'\    r  =  dJ,    ?  =  22) 
d.r  o  y  d  x  ' 

worin  die  JT,  T,  //  die  Komponenten  der  körperlichen  Kräfte  be- 
zeichnen und  auf  die  Volumeneinheit  bezogen  sind,  während  das 
Syßtem  (14"')  liefert 

Pk~Pk+  Ph>  =  0 >  22') 
worin  phlc  die  auf  die  Flächeneinheit  der  Grenze  zwischen  den  Flüs- 
sigkeiten (/<)  und  (A)  wirkende,  von  ersterer  nach  letzterer  hin  po- 
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sitiv  gerechnete  Kraft  bezeichnet,  über  deren  Natur  auf  S.  222  ge- 
sprochen ist  Daß  sie  normal  zur  Grenze  wirken  muß.  folgt  aus 
(14"'),  wenn  man  berücksichtigt,  daß  die  tangentialen  Komponenten 
von  (P„)fc  und  (Pn)k  verschwinden.  Wir  wollen  phk  den  in  ohk  wir- 
kenden Grenzdruck  nennen. 

Die  Gleichungen  (22)  und  (22')  bilden  die  Grundlage  für  die 
Lehre  vom  Gleichgewicht  der  Flüssigkeiten.  Sie  sprechen  bei  ge- 
gebenen X*f  }n,  Z'  zunächst  Eigenschaften  des  Druckes  p  aus,  liefern 
aber  auch  nach  dessen  Elimination  Bedingungen,  welche  die  Kräfte 
allein  erfüllen  müssen,  wenn  anders  Gleichgewicht  unter  ihrer  Ein- 
wirkung möglich  sein  soll;  beide  Fragen  hängen  also  aufs  Engste 
zusammen. 

Durch  Elimination  von  p  erhält  man  aus  (22) 

'  öx  ~  dy  '     dz  ~  d;  ■      dy       dz  ' 

und  dies  sagt  aus,  daß  zum  Gleichgewicht  erforderlich  ist,  daß  die 
auf  die  Volumeneinheit  bezogenen  körperlichen  Kräfte  ein  Potential 
haben  müssen. 

Bezeichnet  man  dasselbe  mit  0',  so  giebt  die  Integration  von  (22) 
22"')  (V  +  />  =  Const, 

und  damit  die  Bestimmung  des  Druckes  an  jeder  Stelle  der  Flüssig- 
keit, für  welche  die  Funktion  W  gilt,  wenn  er  für  eine  Stelle  vor- 
geschrieben ist 

Besteht  das  System  aus  mehreren  in  Berührung  befindlichen 
Flüssigkeiten,  und  ist  für  die  Grenzflächen,  falls  ein  solcher  statt- 
findet, der  Sprung  von  <V  und  von  p  gegeben,  so  kann  man  die 
Formeln  (22)  auch  über  diese  Grenzen  hinweg  integrieren  und  erhält 
beispielsweise,  wenn  die  Indices  h  und  k  sich  auf  zwei  beliebig  ge- 
wählte Punkte  im  Innern  der  beiden  Flüssigkeiten  beziehen,  und 
wenn,  ebenso  wie  phk  den  durch  (22')  definierten  Sprung  des  Druckes 
bezeichnet,  auch 

23)  0;,  =  <i>k  -  <i>l 

gesetzt  wird, 

23')  (</>;  +  Pk)  -  (0;  +  Pk)  =  vi*  +  Pk*. 

Da  die  Differenz  links  vom  Integrationsweg,  und  somit  von  der 
Stelle,  wo  derselbe  die  Grenzfläche  passiert,  unabhängig  sein  muß, 
so  ergiebt  sich,  daß  für  alle  Puukte  der  Grenze  okh  zwischen  den- 
selben zwei  Flüssigkeiten 
23")  <Vhk  +  phk  =  Chk, 
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d.  h.  konstant  sein  muß;  diese  Beziehung  giebt  in  dem  voraus- 
gesetzten Fall  eine  charakteristische  Eigenschaft  jener  Grenz- 
fläche an. 

Die  bisher  gemachte  Annahme,  daß  die  auf  die  Volumeneinheit 
bezogeneu  Kräfte  oder  Potentiale  als  Funktionen  des  Ortes  ge- 
geben wären,  ist  in  der  Praxis  ziemlich  häufig  erfüllt  Der  wichtigste 
und  zugleich  einfachste  Fall  ist  der  der  Einwirkung  der  Schwere 
auf  eine  Flüssigkeit  von  unveränderlicher  Dichte  o,  wo  bei  senk- 
recht nach  unten  positiv  gerechneter  if-Axe  A"  =  }' =0,  = 
ist;  hier  ist  dann 

tlt=-9QZ  und  <l>hk  =  -  fz{ok  -  oh).  23  ") 

Ein  anderer  tritt  bei  einer  gleichförmig  rotierenden  Flüssigkeit  ein, 
die  man  für  die  Anwendung  der  Formeln  (22)  nach  dem  S.  231  Ab- 
geleiteten in  Bezug  auf  ein  mit  ihr  rotierendes  Koordinatensystem 
als  ruhend  ansehen  kann,  weun  man  außer  deu  wirklich  ausgeübten 
Kräften  die  Centrifugalkraft  in  Rechuung  zieht.  Deren  Potential  ist, 
falls  mau  die  Z-Axe  zur  Rotationsaxe  wählt, 

0  =  -|o^(*2  +  y3).  23") 

Komplizierter  sind  die  Fälle,  wo  die  wirkenden  körperlichen 
Kräfte  und  die  Grenzdrucke  phk  von  der  Gestalt  und  der  Massen- 
verteilung der  Körper  abhängen;  sie  ergeben  sich,  wenn  zwischen 
den  Teilen  der  Flüssigkeit  von  unveränderlicher  Dichte  Fern- 
wirkungen —  z.  B.  die  allgemeine  Gravitation  —  oder  molekulare 
Wirkungen  —  z.  B.  Kapillarkräfte  —  bestehen;  sie  treten  auch 
ein,  wenn  magnetisch  oder  dielektrisch  polarisierbare  Flüssigkeiten 
in  ein  magnetisches  oder  elektrisches  Feld  gebracht  werden. 

Alle  diese  Kräfte  haben,  auf  die  Volumeneinheit  bezogen, 
Potentiale  und  genügen  daher  der  Bedingung  (22");  dies  tindet  dagegen 
z.  B.  nicht  statt  bei  den  Wirkungen,  welche  eine  vom  galvanischen 
Strom  durchtlossene  Flüssigkeit  von  konstanter  Dichte  im  magne- 
tischen Felde  erfährt,  und  bei  ihnen  kann  sonach  die  Flüssigkeit 
im  Gleichgewicht  nicht  verharren.  — 

In  vielen  Fällen  sind  durch  die  Stellung  des  Problemes  nicht 
die  auf  die  Volumen-,  sondern  die  auf  die  Masseneinheit  be- 
zogenen Kräfte  direkt,  z.  B.  als  Funktionen  der  Koordiuateu,  ge- 
geben.   Setzen  wir  dann  wie  S.  221 

r=  ox,  r  =  oi,  £  =  (>/, 

so  wird  aus  (22) 
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24)  »'-fe.^-fc.  M-fe, 

während  (22')  ungeändert  bleibt 

Bezüglich  ihrer  Dichte  p  verhalten  sich  die  tropfbaren  und 
gasförmigen  Flüssigkeiten  verschieden. 

Die  Dichte  der  ersteren  ist  nur  wenig  mit  Druck  und  Tem- 
peratur veränderlich,  die  der  letzteren  sehr  bedeutend,  und  zwar  in 
der  Weise,  daß  sie  bei  konstanter  Temperatur  mit  unendlich  ab- 
nehmendem Drucke,  bei  konstantem  Drucke  mit  unbegrenzt  wachsen- 
der Temperatur  unendlich  klein  wird. 

Die  Abhängigkeit  der  Dichte  vom  Druck  können  wir  direkt  in 
Rechnung  ziehen,  da  der  Druck  in  unseren  Gleichungen  bereits  als 
Unbekannte  auftritt,  und  wir  setzen  demgemäß 

C>  =  f{p\ 

Die  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  kann  dagegen  nicht  in 
derselben  Weise  eingeführt  werden,  da  die  Gesetze,  nach  welchen 
die  Temperatur  während  des  thermischen  Gleichgewichts  innerhalb 
eines  Körpers  variiert,  durch  besondere  Gleichungen  gegeben  sind, 
die  erst  später  abgeleitet  werden  können.  Wir  repräsentieren  des- 
halb die  Einwirkung  der  Temperatur  dadurch,  daß  wir  g  außer 
von  p  im  allgemeinen  auch  von  den  Koordinaten  x,  y,  z  direkt  ab- 
hängig denken. 

Ein  wichtiger  Fall  ist  der  bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  vor- 
kommende, daß  die  Dichte  mit  dem  Druck  sehr  wenig,  mit  der 
Temperatur  beträchtlicher  variiert;  hier  ist  dann  g  eine  Funktion 
der  Koordinaten  allein. 

Dasselbe  tritt  ein,  wenn  verschiedene  Flüssigkeiten  in  demselben 
Räume  vereinigt,  etwa  bei  verschiedener  Dichte  in  einem  Gefäß 
übereinander  geschichtet  sind.  Mischen  sie  sich,  so  ist  dabei  die 
Dichte  mit  dem  Ort  stetig  veränderlich,  im  anderen  Falle  —  den 
man  indessen  bequem  als  einen  Grenzfall  des  ersteren  betrachtet  — 
springt  sie  beim  Durchgang  durch  die  Trennungsfläche.  Es  möge 
übrigens  bemerkt  werden,  daß  das  Gleichgewicht  von  in  Berührung 
befindlichen  mischbaren  Flüssigkeiten  ein  unvollkommenes  ist, 
solange  noch  Konzentrationsdifferenzen  vorhanden  sind;  doch  geht 
der  Ausgleich  im  allgemeinen  so  langsam  von  statten,  daß  man 
während  desselben  angenähert  die  hydrostatischen  Gleichungen  (24) 
anwenden  kann. 

Alle  Fälle,  wo  die  Dichte  eine  Funktion  allein  der  Koordinaten 
ist,  führen  im  Grunde  auf  die  im  Eingang  gemachte  Voraussetzung, 
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daß  X\  Y\  Z'  Funktionen  der  Koordinaten  sind,  zurück;  indessen 
ist  es  doch  nicht  ohne  Interesse,  sie  von  einer  anderen  Seite  zu  be- 
leuchten, welche  über  das  Verhalten  der  Dichte  p  Aufschluß  giebt  — 
Wie  allgemein  auch  immer  das  Gesetz  der  Dichtigkeit  und  der 
Kraft  gewählt  werde,  stets  folgt  aus  den  Gruudgleichungen  (24) 
die  Formel 

X:Y:Z -?/■:?/-:*/-,  24') 
dx     8y  6\ 

oder  der  Satz,  daß  die  Resultierende  aller  wirksamen  Kräfte  au  der 
Stelle  x,  y,  z  normal  gegen  die  hindurchgelegte  Fläche  p  =  Oonst 
steht.  Hieraus  folgt,  daß,  wenn  diese  Kräfte  ein  Potential  —  oder 
genauer  gesprochen,  da  sie  sich  auf  die  Masseneinheit  beziehen, 
eine  Potentialfunktion  0  —  haben,  stets  die  Flächen  konstanten 
Potentiales  und  konstanten  Druckes  zusammenfallen  müssen,  oder  daß 
p  die  Koordinaten  x,  y,  z  nur  in  der  Kombination  0  enthalten  kann. 
Die  Formeln  (24)  ergeben  dann 

60     8p  80     8p  80      dp  9J . 

und  hieraus  folgt 

-od<t>  =  dP  oder  o  =  -  df(t) ;  24  ") 

letztere  Beziehung  zeigt,  daß,  wenn  die  wirkenden  Kräfte  ein 
Potential  haben,  die  Dichte,  wie  allgemein  ihre  Abhängigkeit  auch 
gedacht  werden  mag.  notwendig  in  Flächen  konstanten  Potentiales 
und  konstanten  Druckes  seihst  konstant  seiu  muß.  Die  Grenze 
zwischen  zwei  nicht  mischbaren  Flüssigkeiten  muß  also,  vorausgesetzt, 
daß  der  Druck  stetig  durch  sie  hindurchgeht,  also  phk  verschwindet, 
in  diesem  Falle  gleichfalls  durch  eine  Potential-  und  DruckHäche 
gebildet  sein. 

Gehen  wir  nun  zu  spezielleren  Annahmen  über  das  Gesetz  für 
die  Dichte  über. 

Ist  erstens  q  uur  von  p  abhängig,  so  setzen  wir  kurz 

^  =  25) 

wo  17  eine  ebenfalls  nur  von  p  abhängende  Funktion  bezeichnet, 
und  erhalten  aus  (24) 

.1=*".     1---V7,  2.V) 
ox  dy  ' 

woraus  sich,  analog  wie  aus  (22),  ergiebt,  daß  unter  der  gemachten 
Voraussetzung  die  notwendige  Bedingung  des  Gleichgewichtes  ist, 
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daß  die  auf  die  Masseneinheit  bezogenen  Kräfte  Xt  T,  Z  eine  Potential- 
funktion tf>  haben. 

Durch  Integration  erhält  man  auß  (25  ) 

25")  77  +  <f>  =  Const, 

wobei' die  Integrationskonstante  bestimmt  ist,  wenn  für  eine  Stelle 
x0,  yQ,  z0  der  Druck  gleich  p0  gegeben  ist  Die  Auflösung  dieser 
Formel  nach  p  beantwortet  die  Frage  nach  dem  Druck  an  einer 
beliebigen  Stelle  der  Flüssigkeit,  wenn  deren  Dichte  nur  vom 
Drucke  abhängt. 

Für  den  zweiten  speziellen  Fall,  daß  die  Dichte  g  eine  stetige 
Funktion  der  Koordinaten  allein,  also  vom  Drucke  unabhängig  ist 
folgt  aus  (24)  durch  Elimination  von  p 

9ß\  SJL^     d«z     fWL     dvx-  d?x 

^  dx    ~   ö.V  '     Bx    ~~8\   '     d  y    "   dx  ' 

hieraus  kann  man  durch  Elimination  von  q  noch  bilden 


26) 


YIBY      dZ\         jdZ      BX\     7/BX  BY\_ 


und 


[dx       dy )         [dx       dx)       ''  [dy  dx) 
[ZJy~  "  Ydx)  •  [ÄTx  ~  Z  dx)  '  [*dx-  ~AJy~y 


wobei  natürlich  die  drei  Gleichungen  nicht  voneinander  unab- 
hängig sind. 

Die  erste  Formel  (26')  enthält  eine  Bedingung,  welche  die 
Kraftkomponenten  X,  1\  Z  bei  ganz  beliebiger  Abhängigkeit  der 
Dichte  von  den  Koordinaten  befriedigen  müssen,  damit  Gleichgewicht 
möglich  sei;  dieselbe  ist  z.  B.  stets  erfüllt  wenn  die  Kräfte  ein 
Potential  haben.  Im  übrigen  kommt  dieser  Fall,  wie  gesagt,  auf 
den  im  Eingang  behandelten  zurück.  — 

Die  Gleichung  (18')  der  virtuellen  Verrückungen  für  das  Gleich- 
gewicht eines  nichtstarren  Körpers  nimmt  nach  S.  233  für  eine 
Flüssigkeit  die  spezielle  Form  an 

Ist  die  Flüssigkeit  inkompressibel,  so  verschwindet  nach  (7')  der 
Faktor  von  p  und  damit  die  Arbeit  Su*  der  inneren  Kräfte,  so 
daß  nur 

27)  fdk$«a+  fdo$€t0=  0 
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übrig  bleibt.  Um  aus  letzterem  Ausdruck  die  Gleichungen  (22)  und 
(22')  abzuleiten,  hat  man  die  Bedingung  der  Inkompressibilität 

dx   ^   Öy    ^    öx  ' 

mit  einer  willkürlichen  Funktion  X  der  Koordinaten  und  dem  Ele- 
ment dk  multipliziert  und  über  das  ganze  System  integriert  zu  (27') 
zu  addieren  und  wie  gewöhnlich  zu  verfahren ;  man  erhält  dann  die 
früheren  Gleichgewichtsbedingungen  zurück  mit  X  an  Stelle  von  p.  — 


$  5.    Zurückfühmng  der  Grenzdracke  auf  Oberflächenspannungen; 
der  erste  Hauptsatz  der  Kapillaritätstheorie. 

Wir  haben  bei  Aufstellung  der  hydrostatischen  Gleichungen 
den  Fall  zugelassen,  daß  der  Druck  p  beim  Durchgang  durch  die 
Grenze  zweier  Flüssigkeiten  oder  einer  Flüssigkeit  und  eines  festen 
Körpers  sich  sprungweise  ändert  und  haben  gezeigt,  daß  dies  eine 
gegen  die  Grenzfläche  selbst  wirkende  Kraft  voraussetzt,  die  den 
Sprung  des  hydrostatischen  Druckes  kompensiert.  Sie  muß  dem- 
gemäß normal  gegen  die  Grenze  wirken,  und  ihr  auf  die  Flächen- 
einheit bezogener  Betrag,  der  Grenzdruck  phk  —  in  der  Richtung 
von  der  Flüssigkeit  (A)  zur  Flüssigkeit  (k)  positiv  gerechnet  —  der 
Bedingung  ph-pk  +  phk  —  0  genügen. 

Mit  diesem  Grenzdruck  wollen  wir  uns  jetzt  näher  beschäftigen. 

Da  er  normal  zur  Grenze  steht,  so  wird  die  if- Komponente 
seiner  Wirkung  gegen  ein  beliebiges  Stück  o  der  Grenzfläche  ohk 
gegeben  sein  durch 

4>  =         C0SK  z)  d°KV  28) 
wobei  auch  n  von  (A)  nach  (k)  hin  positiv  gerechnet  ist 

d  ohk  cos  (n,  z)  kann,  je  nachdem  die  Normale  einen  spitzen  oder 
stumpfen  Winkel  mit  der  Z  -  Axe  bildet,  gleich  ±dxdy  gesetzt 
werden;  wir  wollen  der  Einfachheit  halber  das  betrachtete  Stück  der 
Grenzfläche  so  wählen,  daß  ersteres  stattfindet  und  erhalten  dem- 
gemäß 

Zo=ffPk*dxdy  =  fPhkdoh  28') 

wo  das  Integral  über  die  Projektion  w  von  o  auf  die  XY- Ebene 
auszudehnen  und  phk  als  eine  Funktion  von  x  und  y  allein  zu  be- 
trachten ist,  die  sich  innerhalb  (o  regulär  verhält 

Ähnlich  wie  S.  200  kann  man  aber  jederzeit  setzen 

d  A      dB  0Ö„. 
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wo  A  und  B  Funktionen  von  x  und  y  sind,  denen  man  noch  die 
Bedingung 

auferlegen  kann,  fn  der  fhk  eine  willkürliche  Funktion  von  j-  und 
y  bezeichnet. 

Aus  (28')  folgt  dann  nach  der  Gleichung  (178"')  des  ersten  Teiles 
29)  Z0=  f{Ädx  +  Bdy), 

worin  d x  und  dy  die  Projektionen  des  Randelementes  d  a  von  w, 
somit  auch  des  Randelementes  ds  von  o  bezeichnen,  und  die  Inte- 
gration in  positivem  Sinne  rings  um  o  zu  führen  ist.  Hierfür  kann 
man  auch  setzen 

29')  Zu  =  f  [A  cos     r)  +  B  cos  (*,  y))ds, 

d.  h.,  man  kann  die  Wirkung  des  Grenzdruckes  pbl  auf  das  Flächen- 
stück o  zurückführen  auf  die  von  Kräften  oder  Spannungen,  welche 
die  Elemente  ds  seiner  Randkurve  erfahren.  Bezeichnet  mau  ihre 
Größe  pro  Längeneinheit  durch  8hk  und  charakterisiert  ihre  Rich- 
tung durch  den  Buchstaben  .9,  so  muß  also  gelten 

29")  Z„  =  fShkco9(S,z)ds. 

Bis  hierher  ist  die  Umformung  eine  rein  mathematische  Operation. 
Legt  man  aber  nunmehr  den  Spannungen  S  wirkliche  Existenz 
bei,  so  kann  man  über  sie  in  ähnlicher  Weise,  wie  S.  222  u.  f. 
über  die  Druckkomponenten  der  inneren  Kräfte,  einige  Sätze  er- 
halten, indem  man  die  Formel  (29  )  resp.  (29")  und  die  ihnen  ent- 
sprechenden für  die  Komponenten  parallel  zu  A"  und  Y  auf  ver- 
schieden gestaltete,  unendlich  kleine  Flächenstücke  anwendet  und 
berücksichtigt,  daß,  wenn  die  Lineardimensionen  derselben  unendlich 
klein  erster  Ordnung  sind,  die  Komponenten,  welche  sie  erfahren, 
nach  (28)  zweiter  Ordnung,  die  Momente  um  beliebige  durch  das 
Flächenstück  gehende  Axen  aber  dritter  Ordnung  sein  müssen. 

So  erhält  man  bei  Betrachtung  eines  streifenförmigen  Flächen- 
elementes das  Resultat,  daß  gegenüberliegende  Seiten  gleiche  und 
entgegengesetzt  gerichtete  Spannungen  erfahren,  und  daß  diese 
Spannungen  in  der  Ebene  des  Elementes  selbst  liegen  müssen. 
Der  Grundeigenschaft  der  Flüssigkeiten,  im  Gleichgewichtszustand 
keinen  tangentialen  Druck  zuzulassen,  entspricht  es  dabei,  daß 
auch  S  normal  gegeu  ds  wirkend  angenommen  wird.  Die  Anwendung 
der  Formel  (29')  auf  ein  dreieckiges  Flächenstück  liefert  dann  so- 
gleich das  Resultat,  daß  S  zwar  vom  Orte  auf  der  Grenzfläche, 
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nicht  aber  von  der  Richtung  des  Elementes  ds  abhängt,  gegen 
welches  es  wirkt 

Um  die  Resultate  dieser  Überlegungen  in  (29")  einzuführen, 
legen  wir  normal  zu  den  Richtungen  von  s  und  von  n,  deren  gegen- 
seitige Beziehung  bereits  festgelegt  ist  und  zwar  in  den  Außenraum 
von  ohk  hinein  positiv  gerechnet,  die  Richtung  von  S.  Dann  liegt 
s  zu  n  zu  S,  wie  zu  Y  zu  Z,  und  man  kann  nach  bekannten 
Fuudamentalformeln  sogleich  schließen,  daß 

cos  (5,  z)  —  cos  (n,  y)  cos  (*,  x)  —  cos  (n,  x)  cos  (*,  y)  20"') 

ist.  Die  Einsetzung  dieses  Wertes  in  (29")  und  die  Vergleichung 
des  Resultates  mit  (29')  ergiebt 

A  =  Shk  cos  (n,  y) ,    B  =  —  Shk  cos  {n,  x),  30) 

oder  wenn  man  die  Gleichung  der  Oberlläehe  z  =  F{x,y)  einführt  und 

setzt, 

worin  und  Shk  nur  Funktionen  des  Ortes  auf  der  Oberiläche  sind. 
Damit  diese  Substitution  erlaubt  sei,  muß  in  Gleichung  (28 "') 

'hk~~    dx    dy        dy    dx  dx  dy 

sein,  was  eine  durchaus  zulässige  Verfügung  darstellt 

Durch  die  Oberflächenspannung  Shk  drückt  sich  nach  (28")  der 
Grenzdruck  ]>hk  dann  aus  gemäß  den  Formeln 

P    a      Fa.  dPhk  BF,oPhk  f)F 

d  {Sh k  cos  (»,  //))      d  (Sh  k  cos  in ,  x))  j 
dy  +  bx  '  ' 

andererseits  bestimmt  sich  erstere  durch  letzteren  vermittelst  der 
Beziehung 

8hk*xm*[n,z)  =  ./*  +  #3, 

worin  //  uud  B  gemäß  den  allgemeinen  liegein  in  §  24  des  ersten 
Teiles  bestimmt  gedacht  sind. 

Die  Oberflächenspannung  Shk  an  einer  beliebigen  Stelle  von  ohk 
kann  im  allgemeinen  stetig  mit  dem  Ort  variieren,  und  wird  dies 
auch  thun,  wenn  äußere  Ursachen,  wie  elektrische  oder  magnetische 
Kräfte,  den  Grenzdruck  phk  bewirken;  rührt  letzterer  hingegen  nur  von 

Voigt,  Tbeoretaohc  Fhy«ik.  jg 
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molekularen  Wirkungen  her,  so  erseheint  es  als  das  nächstliegende, 
die  Oberflächenspannung  Shk  als  längs  der  ganzen  Oberfläche  ohk  kon- 
stant anzunehmen.  Denn  Einfluß  auf  ihre  Größe  könnte,  so  lange 
nicht  andere  Begrenzungsstücke  unendlich  nahe  sind,  wie  bei  sehr 
dünnen  Lamellen,  bei  gegebenen  Flüssigkeiten  (/i)  und  (k)  nur  die 
Gestalt  von  ohk  in  der  Nachbarschaft  des  betrachteten  Punktes  haben; 
da  aber  die  Richtung  von  Skk  unveränderlich  in  die  Tangential- 
ebene fällt,  erscheint  es  sehr  unwahrscheinlich,  daß  ihre  Größe  von 
der  Krümmung  der  Grenzfläche  abhängen  sollte. 

In  der  That  gelaugt  man  zu  einer  der  Beobachtung  vollkommen 
entsprechenden  Theorie  der  Kapillaritätserschcinuiigcii,  wenn  man 
die  Oberflächenspannung  Shk  als  eine,  der  Kombination  der  zwei 
Körper  (h)  und  (A)  individuelle  Konstante  einführt 

In  diesem  Falle  wird  aus  (30"')  einfacher 


was,  falls  man  unter  Jtx  und  Rt  die  beiden  Hauptkrümmungsradien 
der  Oberfläche  ohk  an  der  betrachteten  Stelle  versteht,  —  diese, 
wie  n,  von  der  Flüssigkeit  (h)  nach  (ä)  hin  positiv  gerechnet  — 
identisch  ist  mit 


Die  Gleichung  (31)  resp.  (31),  mit  anderer  Bedeutung  der  Kon- 
stanten Shk  zuerst  von  La  place15)  angegeben,  heißt  der  erste  Haupt- 
satz der  Kapillaritätstheorie,  Shk  die  Kapillaritätskon- 
stante für  die  Kombination  der  Flüssigkeiten  [h)  und  (A),  ihr 
Faktor  in  der  letzten  Gleichung  die  mittlere  Krümmung  der 
Oberfläche  an  dem  Punkte,  auf  den  sich  7?,  und  Ht  bezieht 

Die  Dimension  der  Oberflächenspannung  Shk  ist  aus  der  Formel 
(31)  leicht  zu 

31")  [S]  =  mt2 

zu  erschließen.  Über  ihr  Vorzeichen  kann  man  aussagen,  daß  es 
für  zwei  Flüssigkeiten,  die  in  Berührung  miteinander  im  stabilen 
Gleichgewicht  verharren  können,  positiv  sein  muß:  bei  negativem 
Shk  giebt  eine  Vergrößerung  der  mittleren  Krümmung  eine  Ver- 
kleinerung von  pflk,  also  eine  Kraft,  welche  nicht  eine  Rückkehr  in 
die  ursprüngliche  Lage,  sondern  eine  Bewegung  von  derselben  hinweg 
hervorruft,  die  schließlich  eine  Mischung  beider  Flüssigkeiten  bewirkt 
An  der  Grenze  zwischen  einer  Flüssigkeit  und  einem  festen 
Körper  kann  Shk  sowohl  positiv  als  negativ  sein. 


31) 


31') 
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Die  Gleichung 

Ph       Pk  "f"  Phk  =  0 

gestattet  noch  eine  andere  Deutung,  wenn  man  die  Vorstellung  zu 
Grunde  logt,  »laß  weder  der  Druck  p  noch  das  Potential  der  auf 
die  Volumenoinheit  bezogenen  Kräfte  beim  Durchgang  durch  die 
Grenzfläche  unstetig  wird,  sondern  beide  sich  daselbst  nur  sehr 
schnell  ändern. 

Wendet  man  dann  die  Gleichung  (22"  )  auf  zwei  den»  Element 
dohk  der  Grenzfläche  diesseits  und  jenseits  sehr  nahe  Punkte  an, 
so  wird 

/>*-/>„  =  </>;-  31") 
Außere  körperliche  Kräfte,  nach  Art  der  Schwere,  geben  demgemäß 
zu  der  Potentialdifierenz  rechts  keinen  endlichen  Anteil,  wohl  aber 
bei  ausreichender  Intensität  die  Molekularwirkungen,  die  nahe  der 
Grenze,  der  unsymmetrischen  Massenverteilung  wegen,  wirksam  wer- 
den müssen,  während  sie  im  Innern  eines  homogenen  Körpers  sich 
zerstören.    Der  Wert  des  Grenzdruckes 

Phk  =  Pk  —  Ph 

wird  also  in  der  auf  Molekularkräfte  hasirten  Theorie  durch  die 
Potentialdifierenz  <ty,  —  dargestellt,  die  sich  in  der  That  auf  die 
Form  (31)  zurückführen  läßt 

Dies  ist  die  Grundlage  der  LAi'LACK'sehen  Thooric  der  Kapil- 
hiritätserscheinungen 16).  — 

Betrachtet  man  ein  Stück  der  Trennungstläche,  das  durch  eine 
Kurve  *  begrenzt  ist,  und  verschiebt  man  jedes  Randclement  ds  um 
eine  willkürliche  Strecke  r)n,  die  sich  längs  s  stetig  ändert,  in  der 
Tangentialebene  normal  nach  außen,  so  leistet  dabei  die  Oberflächen- 
spannung Skk  eine  Arbeit 

ITa.  =  -  Shkf<)nds  =  -  Shkdohk,  32) 

worin  f)ohk  die  durch  die  Verschiebung  bewirkte  Vergrößerung  der 
innerhalb  s  liegenden  Grenzfläche  bezeichnet  Verschiebt  man  da- 
gegen jedes  Randelement  ds  in  einer  Richtung  normal  zu  Shk,  so 
ist  die  dabei  geleistete  Arbeit  gleich  Null. 

Da  man  jede  Vergrößerung  der  Grenzfläche,  auch  durch  aus- 
schließliche  Änderung  der  Krümmung  bei  festgehaltener  Greuzkurve, 
durch  analoge  mit  den  einzelnen  Flächen  dementen  vor- 
genommene Prozesse  bewirken  kann,  so  giebt  die  Gleichung  (32) 
den  allgemeinen  Wert  für  die  bei  diesem  Vorgang  durch  die  Span- 
nung Shk  geleistete  Arbeit 

16* 
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So  lange  die  Veränderung  in  den  Grenzen  bleibt,  innerhalb  deren 
die  Spannung  Shk  konstant  ist,  hat  die  einer  einzelnen  Grenz- 
fläche ohk  entsprechende  Arbeit  rW,  ein  Potential  </-*,  welches  lautet 
32')  <p*  =  $hk<>hk. 

Nachdem  die  Arbeit  der  OberHäehenspanuung  bestimmt  ist, 
kann  man  auch  die  Gleichung  der  virtuellen  Verdickungen  für  eine 
ruhende  Flüssigkeit  unter  Berücksichtigung  der  Oberflächenspannung 
bilden.  In  dem  gewöhnlichen  Falle  inkompressibler  Flüssigkeiten 
lautet  sie,  wenu  iYAa,  3 'A„  und  $An  die  gesamten  Arbeiten  der 
körperlichen  Kräfte,  der  OberHächendrucke  und  der  Obertlächen- 
spannungen  bezeichnen, 

32")  SAa  +  $AQ  +  SA.  =  0 ; 

dazu  tritt  als  Nebenbedingung  die  Konstanz  des  von  jedem  Flüssig- 
keitsteilchen eingenommenen  Volumens  oder  die  Inkonipressibilitäts- 
bedingung  (27"). 

Haben  die  wirkenden  Kräfte  Gesamtpotentiale  '/>„,  </>„,  '/>„ 
wie  dies  für  die  Oberflächenspannung  eben  gezeigt  ist,  so  ist  die  vor- 
stehende Gleichung  äquivalent  mit  der  Bedingung 

32")  (fra  +  0O  +  </>,  =  Minimum. 

Diese  Formel  kann  man,  wie  das  von  Gauss1")  geschehen  ist, 
als  Ausgangspunkt  für  die  Theorie  der  Kapillarität  wählen  und  *l>, 
darin  aus  der  Annahme  von  Molekularwirkungen  zwischen  den  Fli'is- 
sigkeitsteilchen  bestimmen.  Wir  haben  einen  anderen  Weg  einge- 
schlagen, da  die  Gaüss'scIic  Theorie  als  eine  streng  molekulare  nicht 
zu  betrachten  ist,  insofern  die  einzelnen  Teilchen  nicht  unter  allei- 
niger Wirkung  von  Molekularkräften  im  Gleichgewicht  befindlich 
gedacht  sind,  sondern  die  molekulare  Attraktion  durch  die  Inkom- 
pressibilität  der  Flüssigkeit  kompensirt  wird. 

Eine  rein  molekulare  Theorie  wird  anscheinend  nur  so  zu  ge- 
winnen sein,  daß  man  sich  auf  den  Boden  der  kinetischen  Gastheorie 
stellt  und  der  Attraktion  die  Zusammenstöße  der  bewegt  gedachten 
Teile  entgegenwirken  läßt. 

§  6.    Über  die  Gestalt  einer  unter  gegebenen  Kräften  im  Oleich- 
gewicht befindlichen  Flüssigkeit. 

Eine  gegebene  Menge  einer  gasförmigen  Flüssigkeit  wird,  wenn 
sie  nicht  in  ein  festes  Gefäß  eingeschlossen  ist,  nach  der  S.  23G 
erörterten  Eigenschaft,  auch  bei  beliebig  verkleinerter  Dichte  immer 
noch  einen  Druck  auszuüben,  sich  unbegrenzt  ausdehnen,  und  ihre 
Dichte  wird,  wenn  sie  auch  in  gewissen  Bereichen  infolge  wirkender 
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Kräfte  eine  endliche  sein  kann,  sich  nach  außen  hin  im  allgemeinen 
asymptotisch  der  Null  nähern. 

Von  einer  Gestalt,  welche  das  Gas  unter  den  gesehenen  Kräften 
annimmt,  kann  in  diesen  Fällen  nicht  die  Rede  sein;  ein  Bild  seiner 
Ausbreitung  wird  aber  durch  das  Gesetz,  nach  welchem  seine  Dichte 
mit  dem  Ort  wechselt,  speziell  durch  die  Gestalt  der  Oberflächen 
konstanter  Dichte  geboten  werden. 

Anders  verhält  es  sich  mit  tropfbaren  Flüssigkeiten.  Wenn 
wir  von  ihrer  Verdampfung  absehen,  so  nehmen  sie  auch  im  unbe- 
grenzten leeren  Raum  bei  endlicher  Quantität  nur  ein  endliches 
Volumen  ein  und  eine  bestimmte  Gestalt  an.  Ihre  Oberfläche  in 
diesem  Zustande  nennt  man  in  aller  Strenge  eine  freie  Ober- 
fläche, insofern  auf  sie  kein  äußerer  Druck  wirkt.  Man  spricht 
aber  im  weiteren  Sinne  von  einer  freien  Oberfläche  auch  dann,  wenn 
eine  Flüssigkeit  durch  diese  Fläche  gegen  ihren  Dampf  oder  gegen 
ein  Gas  abgegrenzt  ist,  vorausgesetzt,  daß  letztere  gegenüber  der 
Flüssigkeit  eine  verschwindend  kleine  Dichte  besitzen. 

In  diesem  Falle  ist  nämlich  nach  (24" )  die  Änderung  des  Druckes 
innerhalb  des  Gases  oder  des  Dampfes  verschwindend  klein  gegen- 
über derjenigen,  welche  auf  gleichen  Strecken  innerhalb  der  tropf- 
baren Flüssigkeit  stattfindet,  und  demgemäß  ist  der  gegen  die  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  wirkende  Druck  als  konstant  zu  betrachten. 
Gegen  die  freie  Oberfläche  im  engeren  Sinne  wirkt  also  der  Druck 
Null,  gegen  die  im  weiteren  Sftme  überhaupt  ein  konstanter  Druck. 

Hiernach  reduziert  sich  die  Aufgabe  der  Bestimmung  der  freien 
Oberfläche  einer  Flüssigkeit  auf  diejenige  der  Auffindung  einer  be- 
stimmten Fläche  konstanten  Druckes,  und  ist  in  den  Fällen,  daß 
die  Dichte  o  nur  vom  Druck  oder  nur  von  den  Koordinaten  ab- 
hängt,  durch  die  Formeln  (25")  und  (22")  überall  da  bereits  voll- 
ständig gelöst,  wo  die  Kräfte  X,  V,  Z  von  der  Gestalt  der  Flüssig- 
keit unabhängig  und  Grenzdrucke  p,,k  nicht  wirksam  sind18).  Die 
in  diesen  Gleichungen  auftretenden  lutegrationskonstanten  bestimmen 
sich  hierbei  in  der  Regel  durch  die  gegeben  gedachte  Menge  der 
von  der  Fläche  konstanten  Druckes  und  von  der  etwa  noch  vor- 
handenen Gefaßwand  begrenzten  Flüssigkeit 

Wenn  die  wirkenden  Kräfte  aber  von  der  Gestalt  der  Flüssig- 
keit abhängen,  so  ist  die  Aufgabe  schwieriger,  und  es  giebt,  auch 
bei  fehlenden  Grenzdrucken,  keine  allgemeine  Methode,  sie  zu  lösen. 
Für  den  praktisch  wichtigen  Fall,  daß  die  Kräfte  aus  der  Centri- 
fugalkraft  der  gleichförmig  rotierenden  inkompressibeln  Flüssigkeit 
und  ihrer   gegenseitigen  Gravitation   bestehen,   geht  die  Aufgabe 
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daliin,  eine  Oberfläche  von  gegebenem  Inhalt  zu  finden,  längs  welcher 
die  Summe  der  Potentialfunktioneu  der  Gravitation  aller  Massen  und 
der  Centrifugalkraft  konstant  sind.  — 

Ein  besonderes  Interesse  nehmen  bei  der  Frage  nach  der  Ge- 
stalt einer  tropfbaren  Flüssigkeit  die  Molekularwirkungen  in  An- 
spruch, welche  durch  den  Grenzdruck  phk  die  Erscheinungen  der 
Kapillarität  verursachen. 

Nach  (23")  ist  bei  Existenz  eines  Potentiales  <l>y  der  auf  die 
Volumeneinheit  bezogenen  äußeren  Kräfte  an  der  Grenze  zweier 
Flüssigkeiten  (h)  und  (A),  in  welcher  das  Potential  um  <l*i4,  der 
Druck  um  p^k  springt,  die  Summe 


d.  h.  konstant  Diese  Bedingung  giebt  bei  Berücksichtigung  der 
Kapillarkräfte 


und  damit,  wenn  <V  als  Funktion  der  Koordinaten  vorgeschrieben 
ist,  die  Differentialgleichung  der  Treuuungsfläche  ohklv). 

Die  Konstanten  Chk  bestimmen  sich,  wenn  die  Gesamtmassen 
der  Flüssigkeiten  gegeben  sind,  durch  diese,  in  anderen  Fällen  durch 
die  festgesetzten  Koordinaten  eines  Punktes  der  betreffenden  Oberfläche. 

Eine  mitunter  besonders  bequeme  Verfügung  beruht  auf  folgen- 
der Überlegung. 

Hat  au  irgend  einer  Stelle  a  die  Fläche  ohk  eine  verschwin- 
dende mittlere  Krümmung,  also  einen  verschwindenden  Grenzdruck 
pik,  so  kann  man,  da  <l>\  und  Wk  nur  bis  auf  eine  additive  Kon- 
stante definiert  sind,  ebenda  zu  Null  machen  und  erhält  hier- 
durch Chk  =  0. 

Solche  Stellen  haben  aber  die  Grenzflächen  zwischen  zwei 
Flüssigkeiten  immer  dann,  wenn  sie  Teile  besitzen,  die  sich  ins 
Unendliche  erstrecken,  falls  dort  die  Potentialflächen  die  Gestalt 
von  Ebenen  annehmen.  Nimmt  mau  also  daselbst  sowohl  tl?h  als 
0k  gleich  Null,  so  folgt  gleiches  für  Chk. 

Erstrecken  sich  die  gegebenen  Flüssigkeiten  nicht  ins  Unend- 
liche, so  kann  man  sie  in  den  Fällen,  wo  sie  mit  festen  Körpern 
in  Berührung  sind,  mittels  durch  jene  geführte  Kanäle  immer  mit 
je  einer  unendlichen  Flüssigkeit  gleicher  Art  kommunizieren  lassen, 
ohne  dadurch  die  Bedingungen  des  Problemes  zu  ändern.  Auch  hier 
bestimmt  sich,  wenn  man  an  einer  ebenen  Stelle  von  deren  Grenz- 
fläche die  Potentiale  (J>'h  und  <I>k  verschwinden  läßt,  Chk  zu  Null.  — 


f^AJt  +  Phk  —  Chk 


33) 
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Ist  die  wirkende  körperliche  Kraft  der  Masse  proportional,  also 
<K  =  </'Ca,  <K  =  <i>Vk,  so  schreibt  sich  die  Formel  (33) 

<*>(<>*  -  Oh)  +  Skt  (±  +  ^  )  =  Ckt;  33') 

bei  gleichen  Dichtigkeiten  oh  und  (jk  verschwindet  die  Wirkung  der 
äußeren  Kräfte  vollständig  und  die  Bedingung  wird  zu 

i  +  ~B,  =  33") 

Diesen  Fall  kann  man  realisieren,  indem  man  eine  Flüssigkeit  in 
einer  anderen  von  gleicher  Dichte,  mit  welcher  sie  sich  nicht  mischt, 
suspendiert. 

Ist  die  eine  (A)  der  beiden  Flüssigkeiten  ein  Gas,  z.  B.  die 
atmosphärische  Luft,  so  kann  man  pk  neben  vernachlässigen; 
zugleich  sei  f)h  mit  q  und  Skk  mit  S  vertauscht  Die  Formel  (33') 
lautet  dann 

ÄU,  +  -y-*e-a  33"') 

Ist  die  wirkende  Kraft  die  Schwere  und  ist  die  #-Axe  positiv  nach 
oben  gerechnet,  so  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an 

die  Krümmungsradien  Rx  und  Ht  sind  dabei  aus  der  Flüssigkeit 
heraus  positiv  gerechnet 

Denkt  man  sich  die  Flüssigkeit  mit  einem  unendlichen  Reservoir 
kommuniziereud,  dessen  Oberfläche  an  dieselbe  Gasatmosphäre  grenzt, 
wie  die  eigentlich  betrachtete,  so  kann  die  Flüssigkeitsoberfläche 
in  dem  Reservoir  als  eben  angesehen  werden;  rechnet  man  z  von 
deren  Niveau  aus,  so  ist  C  =  ü. 

Hat  die  Flüssigkeit  die  Form  einer  sehr  dünnen  Lamelle  zwi- 
schen zwei  Lufträumen,  so  kann  man  die  Formel  (33"')  auf  die  eine 
Seite  a  derselben  anwenden  und,  da  die  Krümmungsradien  auf  der 
zweiten  Seite  ä  überall  denen  auf  der  ersten  Seite  nahezu  entgegen- 
gesetzt gleich  sind,  für  die  zweite  bilden 

Die  Differenz  beider  Formeln  giebt 

2S{l  +  k)-c»  34) 

oder,  da  die  linke  Seite  nach  dem  oben  Entwickelten  gleich  dem 
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Sprung  ist,  den  der  Druck  beim  Durchgang  durch  die  Lamelle 
erleidet, 


Die  Krümmungsradien  sind  von  der  Seite  b  nach  der  Seite  a  positiv 
gerechnet. 

Kommunizieren  die  beiderseitigen  Lufträume  miteinander,  so 
ist  pa  =  pb,  und  die  vorstehende  Gleichung  wird  zu 


dies  ist  die  fttr  Minimalflächen  charakteristische  Bedingung,  was 
sich  auch  aus  der  Gleichung  (32")  in  Verbindung  mit  (32')  ab- 
leiten läßt 

Beobachtungen  an  Lamellen  sind  sehr  geeignet,  die  Existenz 
der  Oberflächenspannung  S  zu  veranschaulichen,  und  auch,  indem 
man  die  Kraft  mißt,  die  erforderlich  ist,  um  ein  bewegliches  Stück 
ihrer  Begrenzung  festzuhalten,  ihre  Größe  zu  bestimmen;  dabei  ist 
zu  bemerken,  daß,  so  lauge  die  Dicke  der  Lamelle  nicht  unter  eine 
gewisse  Grenze  sinkt,  ihre  Spannung  das  doppelte  von  derjenigen  in 
einer  einfachen  Grenzfläche  beträgt.  Allerdings  gestatten  nur  ver- 
hältnismäßig wenig  Flüssigkeiten  die  Herstellung  von  Lamellen  in 
zu  Messungen  geeigneten  Dimensionen.  — 

Die  Grenz  be  dingungen,  welche  neben  den  vorstehenden 
Differentialgleichungen  (33)  und  (34)  zur  Bestimmung  der  Trennungs- 
fläche zwischen  zwei  Flüssigkeiten  erforderlich  sind,  erhält  man 
durch  Formulierung  der  Bedingung  dafür,  daß  die  sie  begrenzenden 
Linienelemeute  unter  der  Wirkung  der  auf  sie  ausgeübten  Kräfte 
im  Gleichgewicht  sein  müssen.  Außere  und  Oberfiächendruckkräfte 
liefern  hier  einen  verschwindenden  Beitrag,  es  kommen  sonach  aus- 
schließlich die  auf  die  Randkurve  wirkenden  Oberflächenspannungen 
in  Betracht. 

Treffen  längs  einer  Kurve  drei  Flüssigkeiten  (1),  (2),  (3)  zusammen, 
und  siud  SiV  S3V  Sl2  die  in  den  Grenzflächen  wirkenden  Spannungen, 
(fv  TV  (fs  <^(>  Winkel,  welche  die  Begrenzungen  der  Flüssigkeiten 
(1),  (2),  (3)  an  dem  betrachteten  Unienelemeut  einschließen  und  welche 
wir  ihre  Randwinkel  nennen  wollen,  so  ist  die  Bedingung  dafür, 
daß  die  Komponeutcnsuminen  der  drei  Spannungen  nach  allen 
Richtungen  verschwinden , 


34") 


34"') 


l 


35) 


8» 


»in  <p, 
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§  6.    Zweiter  Huuptsatt  der  Kapillaritütulehre. 


Diese  Formel  stellt  den  zweiten  Hauptsatz  der  Kapillaritätslehre 
dar  und  ist  zuerst  von  F.  Neu  mann20)  angegeben;  sie  bestimmt  zu- 
sammen mit  der  Beziehung  y ,  +  <pa  -f  (f3  =  2  n  alle  drei  Winkel  (fh 
vollständig. 

Man  ersieht  aus  (35),  daß  drei  Flüssigkeiten  längs  einer  Kurve 
nur  dann  im  Gleichgewicht  sein  können,  wenn  die  drei  Ungleichungen 
bestehen 

^33  <  ^12  +  3»>     S3l  <  'S23  +  S13>     Sli  <  S3l  +  S23'  35') 

Ist  eine  von  ihnen  nicht  erfüllt,  so  wird  sich  die  eine  Flüssigkeit 
als  eine  Schicht  zwischen  die  beiden  anderen  hineinschieben  und 
sie  trennen. 

Sind  sie  aber  erfüllt,  so  ist  das  Gleichgewicht  stabil ,  denn  bei 
einer  Verschiebung  der  Grenzkurve  wird  eine  Kraft  erregt,  die  sie 
in  die  frühere  Lage  zurückführt. 

In  der  That,  betrachtet  man  die  Gesamtkomponente  .V  der  drei 
Spannungen  nach  einer  beliebigen  Richtung  n  normal  zu  einem 
Linienelement  der  Greuzkurve,  so  ist  zunächst  nach  (35): 

iV  =  S33  cos  v1  -f  <S'31  cos  v2  -f  Sl%  cos  v3  =  0, 

falls  vv  vv  v3  die  Winkel  zwischen  S23,  S9V  Sl2  und  n  bezeichnen. 
Hält  man  alle  drei  GrenzHächeu  von  einer  beliebigen  endlichen 
Entfernung  a  von  der  Schuittkurve  aus  fest  und  verschiebt  das  be- 
trachtete Linienelement  in  der  Richtung  n  um  ifn  aus  seiner  Gleich- 
gewichtslage, so  wird  eine  Kraft  SN  entstehen,  gegeben  durch 

dN  =  —  (S23  sin  vl  8vx  +  S3l  sin  v%  iivs  -f  Slt  sin  v3  äv3) 

oder,  da  <Sph  —  ^  sin  vk  ist,  durch 

SN  =  -  £  {Si3  sin2  vx  +  Sn  sin2  vt  +  Slt  sin2  r3). 

Die  Kraft  ist  also  negativ,  da  nach  der  Voraussetzung  alle  Shk  >  0 
sind;  das  Gleichgewicht  ist  somit  stabil.  — 

Stoßen  in  einer  Grenzkurve  mehr  als  drei  Flüssigkeiten  zu- 
sammen, so  ist  die  Gleichgewichtslage  nicht  bestimmt,  da  für  vier 
Winkel  nur  drei  Bedingungen  vorhanden  sind,  und  das  Gleich- 
gewicht selbst  im  allgemeinen  labil. 

Dies  erkennt  man  in  dem  Falle,  daß  vier  Flüssigkeiten  (1),  (2,)  (3), 
(4)  vorhanden  sind,  einfach  so,  daß  man  an  dem  betrachteten  Linien- 
element zwei  der  vier  Grenzflächen  [z.  B.  (2,  3)  und  (3,  4)]  unge- 
ändert  läßt  und  die  beiden  anderen  [(1,  2)  und  (1,  4)]  parallel  mit 
sich  in  einer  beliebigen  Richtung  w  fortschiebt,  so  daß  parallel  m 
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ein  Stück  einer  neuen  Grenze  zwischen  den  Flüssigkeiten  (2)  und  (4) 
entsteht,  die  zuvor  sich  noch  nicht  längs  einer  Fläche  berührten. 
Parallel  mit  »  wirkt  nun  auf  das  Linienelement,  in  dein  jetzt  (2),  (3),  (4) 
zusammenhängen,  in  leicht  verständlicher  Bezeichnung 

Ä34  +  *23  CÜS  "23  +  SM  C0S  "31  =  Al  • 

auf  dasjenige,  in  welchem  (l),  [2\  (4)  zusammenhängen, 

—  524  +  S\t  cos  vn  +  si*  cos  "u  =  N2' 
Da  die  ursprüngliche  Lage  eine  Gleichgewichtslage  sein  sollte,  muß 

Sl%  cos  vl2  +  S2S  cos  i'as  -f  *S'S4  cos  viA  +  S4l  cos  f4l  =  0 

sein,  es  ist  also  ä\  -f-  Ara  =  0,  aber  je  nach  den  Werten  der  Shk  und 
der  Richtung  von  n  kann  Nx  und  N%  ebenso  wohl  positiv  als  negativ 
sein,  während  zum  stabilen  Gleichgewicht  Nx  >  0  und  iVa<0  er- 
forderlich wäre.  Damit  ist  aber  die  Labilität  des  Gleichgewichtes 
erwiesen.  — 

Läuft  die  Grenztiäche  zwischen  zwei  Flüssigkeiten  (1)  und  (2) 
gegen  einen  stetig  gekrümmten  starren  Körper  (0),  so  wird  die  Kom- 
ponente der  Oberflächenspannungen  normal  zu  dessen  Oberfläche 
durch  seine  Festigkeit  zerstört,  und  die  Gleichgewichtsbedingung 
betrifft  nur  die  tangentiale.  Sie  lautet  hier,  falls  man  die  Rand-  i 
wiukel  der  Flüssigkeiten  (1)  und  (2),  welche  sich  zu  n  ergänzen, 
resp.  mit  (px  und  y2  bezeichnet: 

Sl2  cos  fpx  +  S0l  =  Soi 

oder 

Sl2  cos  <p2  +  S{„  =  S01 . 

Sol  und  <9oa  bezeichnen  die  Oberflächenspannungen  in  den  Grenzen 
zwischen  der  Flüssigkeit  (1)  oder  (2)  und  dem  Körper  (0);  sie  sind 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Flüssigkeiten  das  Bestreben 
haben,  ihre  Berührungsfläche  mit  dem  festen  Körper  zu  verkleinern 
oder  zu  vergrößern. 

Man  erhält  somit  für  die  Randwinkel  die  Beziehungen 

35")  cos^  =  ^fAi,    Cosy  ^-S0, 

Es  scheint  hiernach,  als  ob  bei  geeigneten  Werten  von  Sol  und 
Soi  der  absolute  Wert  von  cos  tpx  resp.  cos  <jr>2  größer  als  Eins,  der  Rand- 
winkel also  imaginär  werden  könnte.  Die  Beobachtungen  zeigen 
indessen,  daß,  wenn  die  eine  der  beiden  Flüssigkeiten,  z.  B.  (2% 
gegen  deu  festen  Körper  eine  negative  Oberflächenspannung  besitzt, 
sie  ihn  bei  stattfindender  Berührung  in  einer  dünnen  Schicht  über- 
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zieht,  d.  h.  benetzt,  so  daß  der  feste  Körper  dadurch  gewissermaßen 
die  Konstante  der  Flüssigkeit  (2)  erhält 

Demgemäß  wird  dann  <V03  =  0,  S0l  =  tf12  und  wir  erhalten 

cos  (fl  =  —  1 ,    cos  (p2  =  +  1 , 

d.  h.  die  Grenzfläche  (1,  2)  tangiert  die  OberHäche  des  festen  Kör- 
pers nach  der  Seite  der  Flüssigkeit  (1)  hin. 

Der  an  sich  denkbare  Fall,  daß  sowohl  Sov  als  Soi  positiv,  und 
die  Ausdrücke  (35")  ihrem  absoluten  Werte  nach  größer  als  Eins 
sind,  scheint  in  der  Natur  überhaupt  nicht  vorzukommen;  es  bleibt 
vielmehr  bei  allen  bekannten  Kombinationen  Sol  —  Soi  erheblich 
kleiner  als  das  entsprechende  Slt.  — 

Ein  besonders  wichtiger  Fall  ist  der,  daß  die  eine  der  beiden 
Flüssigkeiten  (1)  und  (2),  z.  B.  (2),  ein  Gas  ist;  dann  ist  Soi  ver- 
schwindend, Sn  =  S,  Sl0  s  Sl  und  die  Bedingung  (33)  wird  zu 

cos  <fl  =  -  -|  ;  35"') 

über  sie  gilt  dasselbe,  was  zu  der  allgemeineren  Formel  gesagt  ist. 

Hat  die  Flüssigkeit  die  Gestalt  einer  im  Luftraum  ausgespann- 
ten Lamelle,  die  gegen  einen  starren  von  ihr  benetzten  Körper  läuft, 
so  wird  wegen  S0l  =  Stii  die  Grenzbedingung  zu  cos  (px  —  cosy2  =  0; 
die  Lamelle  muß  also  überall  normal  auf  dem  festen  Körper  stehen. 

Treffen  mehrere  Lamellen  derselben  Flüssigkeit  in  einer  Kurve 
zusammen,  so  befinden  sie  sich  nach  (35)  u.  f.  nur  dann  im  stabilen 
Gleichgewicht,  wenn  ihre  Anzahl  gleich  drei  ist,  und  wenn  sie  die 
Winkel  von  120°  miteinander  einschließen.  — 

Aus  der  allgemeinen  Differentialgleichung  (33)  für  die  kapillare 
Oberfläche 

#fl.  c,    I  1        1\       r,    (dcoa(n,x)      öcos(n.  y)\ 

<l>Hk  =  ~  \k  +  ÄJ  =  Shk  [—$-—  +         dy       )  , 

in  welcher  die  Konstante  Chk  nach  S.  246  gleich  Null  gesetzt  und 
die  Normale  n  von  der  Flüssigkeit  h  nach  der  Flüssigkeit  k  hin 
positiv  gerechnet  ist,  kann  man  einen  einfachen  und  allgemeinen  Satz 
ableiten,  wenn  man  dieselbe  über  die  Projektion  ta  eines  beliebigen 
Bereiches  o  der  Fläche  ohk  auf  die  AT- Ebene  integriert  Der  Ein- 
fachheit halber  sei  angenommen,  daß  diese  Projektion  to  die  A'  Y- 
Ebene  überall  nur  einfach  überdeckt,  so  daß  in  der  Formel 

dxdy  =  do)  =  ±  docos(n,z) 

immer  dasselbe  Vorzeichen  —  etwa  das  positive  —  gilt;  in  dem 
allgemeineren  Falle  hat  man  «las  Integrationsbereich  u»  in  ange- 
messene Teile  zu  zerlegen. 
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Unter  Anwendung  der  Betrachtungsweise,  welche  zu  der  Formel 
(29")  geführt  hat,  erhält  man  dann,  wenn  man  die  Raudkurve  von 
u  mit  s,  ihre  Projektion  auf  die  .YJ'- Ebene  mit  (t  und  deren  äußere 
Normale  mit  v  bezeichnet: 

30)     /  0;  fc  cos  (zi,  z)  d o  =  Shk  f  d  n  cos  (w ,  v)  =  Shk  f  d  *  cos  (S,  z) . 

Konstruiert  man  nun  durch  die  Randkurve  .<?  einen  geraden  Cylinder 
parallel  der  /-Axe  bis  zu  der  OberHäche  0  =  0,  über  deren  Lage 
wie  oben  so  verfügt  ist,  daß  sie  durch  eine  Stelle  verschwindender 
mittlerer  Krümmung  auf  ohk  hindurchgeht,  und  setzt  man  wie  8.  247 
Whi  =      —  (>/,)       so  kann  mau  das  Integral  links  auch  schreiben 


wo  die  Integration  über  die  ganze  Begrenzung  O  des  konstruierten 
cylindrischen  Stückes  ausgedehnt  ist    Dies  giebt  aber  auch 


wo  Z  die  auf  die  Masseneinheit  bezogene  Komponente  der  wirken- 
den körperlichen  Kraft  bezeichnet,  und  das  Integral  über  den  Inhalt 
des  Cylinders  erstreckt  ist.  ; 

Diskutiert  mau  die  verschiedenen  nach  den  Umstäuden  mög- 
lichen Vorzeichen,  so  ergiebt  die  ganz  allgemeine  schließliche  Formel 

36')  +  (nk  -  Qh)J'Zdk  =  S,,kfdscos{S,z) 

das  Resultat,  daß  die  in  der  Raudkurve  .v  angreifende  Oberflächen- 
spauuung  der  Differenz  der  auf  den  Cylinder  wirkenden  körperlichen 
Kräfte  bei  Erfüllung  mit  der  Flüssigkeit  (A)  oder  (A)  das  Gleich- 
gewicht hält.  Dies  kanu  man  auch  dahin  aussprechen,  daß  diese 
Spannung  jenen  Cylinder,  gefüllt  mit  der  einen  Flüssigkeit,  innerhalb 
der  anderen  trägt. 

Im  Falle,  daß  die  Schwere  die  einzige  wirkende  körperliche  Kraft 
ist,  entspricht  die  OberHäche  0  =  0  nach  S.  247  dem  unendlichen 
Niveau.  Ist  in  dasselbe  ein  vertikaler  Cylinder  oder  ein  vertikales  : 
cylindrisches  Rohr  von  ringsum  gleicher  Oberflächeiibeschaffenbeit 
eingetaucht,  so  ist,  wenn  man  für  s  die  Randlinie  der  OberHäche  ohk 
wählt,  daselbst  l_  S,  z  konstant  und  zwar  gleich  dem  Randwinkel 
tph,  falls  (A)  die  untere  Flüssigkeit  bezeichnet  und  die  /-Axe  ver- 
tikal nach  unten  gerichtet  ist.    Es  gilt  dann 


worin  /  das  über  das  unendliche  Niveau  gehobene  Volumen  bedeutet. 


(P* ^  cos  (»fr)rfO, 


36") 


((>>.  -  (>*).'/  r=  Shks  cos  (fh, 
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Ist  rph  >  7t  j 2,  so  ist  /'<  0,  und  es  findet  demgemäß  eine  Depression 
der  Oberfläche  ohk  unter  das  unendliche  Niveau  der  Flüssigkeit  statt. 

Ist  die  Flüssigkeit  h  ein  Gas,  so  gilt  nach  früheren  Bezeich- 
nungen 

n(jt=  G  =  Sscmrp,  36") 

wo  G  das  gehobene  Gewicht  bezeichnet.  Dieser  spezielle  Satz  ist 
von  Laplaci;21)  gegeben  und  liefert  bei  benetzenden  Flüssigkeiten, 
wo  ff  =  0,  also  G  =  Ss  ist,  die  Theorie  einer  bequemen  Bestim- 
mungsmethode  für  S.  Hängt  man  nämlich  eine,  etwa  aus  dünnem 
Blech  gefertigte,  Cvlinderfläche  über  einem  großen  Flüssigkeitsreser- 
voir mit  zunächst  horizontaler  Oberfläche  so  auf,  daß  ihre  Axe  ver- 
tikal steht,  und  die  untere  horizontale  Begrenzung  fast  die  Ober- 
fläche berührt,  so  ist  die  Kraft,  welche  nötig  ist,  um  den  Cylinder 
nach  erfolgter  Benetzung  in  dieser  Position  zu  erhalten,  gleich  2 Sa, 
wenn  s  die  Länge  der  Grundlinie  des  Cvlinders  ist. 

Bei  nicht  benetzenden  Flüssigkeiten  leiden  alle  Metboden,  bei 
welchen  der  Randwinkel  in  Betracht  gezogen  werden  muß,  an  Un- 
genauigkeiten,  welche  daraus  fließen,  daß  der  Einstellung  einer 
Flüssigkeit  ati  einer  nicht  benetzten  Wand  ein«'  starke  gleitende 
Reibung  entgegenwirkt. 

Die  sicherste  Methode  ist  hier  die  Messung  des  Krümmungs- 
radius R  in  der  Kuppe  einer  Rotationsfläche  und  des  hydrostatischen 
Druckes,  welcher  ebenda  wirkt  und  welcher  aus  der  Höhe  der  Kuppe 
über  dem  unendlichen  Niveau  folgt.    Aus  (33 "")  erhält  man  dann 

»1*9=  H  ■ 

Andere  Beobachtungsmethoden,  welche  die  gleichzeitige  Be- 
stimmung des  Randwinkels  und  hierdurch  der  Differenz  der  Ober- 
flächenspannungen «S'0]  —  >V()„  der  Flüssigkeiten  gegen  die  feste  W  and, 
—  bei  nur  einer  Flüssigkeit  und  einem  Gas  von  6'  allein  — ,  zum  Ziele 
haben,  beruhen  auf  der  Messung  von  Dimensionen  an  theoretisch 
nach  ihrer  Gestalt  bestimmbaren  Grenzflächen,  z.  B.  an  Tropfen 
auf  ebenen  Unterlagen,  an  Flüssigkeitssäulen  in  engen  Rühren  oder 
zwischen  parallelen  Platten. 

$  7.    Resultierende  Komponenten  und  Momente  des  hydrostatischen 
Druckes  gegen  starre  Körper.    Kapillare  Kräfte. 

Die  Kräfte  und  Momente,  welche  durch  die  Wirkung  des  Druckes/* 
gegen  einen  festen  Körper  k',  z.  B.  gegen  ein  Stück  des  die  Flüssig- 
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37) 


keit  enthaltenden  Gefäßes  entstellen,  sind  durch  die  folgenden  For- 
meln gegeben: 

.V  =  /  p  cos  («',  .?•)  d  o  , 
J"  =  /,m;os(W\ y)do\ 
Z  =  fpcm{n,z)do', 

i'  —  /  v  (// cos  (w't  *)  —  z  cos  ("'»//)) » 

J/'  =  y"/>  (z  cos  (w',  x)  —  X  cos  («',  z))  (l  O  , 
N  =  /  p  (x  cos  [n\  y)  —  y  cos  (//',  ./•))  d  <>'  . 

In  ihnen  ist  das  Integral  über  die  gesamte  von  der  Flüssigkeit  be- 
deckte OborHäche  o  von  K  auszudehnen;  die  Normale  n  ist  aus  der 
Flüssigkeit  heraus  positiv  gezählt. 

Ist  die  OberHäche  geschlossen,  und  ist  die  Flüssigkeit  in  ihrem 
Innern  vorhanden,  so  kann  man  die  OberHächenintegrale  in  Raum- 
integrale  über  das  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Bereich  k  verwandeln, 
da  p  nach  Annahme  stetig  ist;  es  folgt  dann  unter  Rücksicht  auf  (22) 


37') 


Die  Gesamtkomponenten  und  Momente,  welche  das  Gefäß  er- 
fahrt, sind  also  dieselben,  welche  die  Flüssigkeit  seitens  der  ausge- 
übten Kräfte  AM,  i7,  Z  erleiden  würde,  wenn  sie  in  einen  starren 
Körper  verwandelt  werden  könnte. 

Ist  die  geschlossene  starre  Fläche  rings  von  der  Flüssigkeit 
umgeben,  läßt  sich  p,  das  nur  für  den  äußeren  Raum  definiert  ist, 
in  den  Innenraum  k!  stetig  analytisch  fortsetzen,  und  gilt  gleiches 
demgemäß  von  A'',  T  und  Z\  so  erhält  man  die  obigen  Resultate, 
nur  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  und  mit  Vertauschung  von  k 
mit  k'.  Die  auf  den  starren  Körper  ausgeübten  Komponenten  und 
Momente  sind  also  hier  denjenigen  entgegengesetzt  gleich,  welche 
sich  mit  den  in  sein  Inneres  analytisch  fortgesetzten  Kraftkompo- 
nonteu  X\  Y\  Z'  berechnen  würden. 

Ist  die  Flüssigkeit  homogeu,  so  sind  sie  denjenigen  Komponenten 
und  Momenten  entgegengesetzt  gleich,  die  ein  Hohlraum  von  gleicher 
Größe  wie  der  Körper,  mit  derselben  Flüssigkeit  erfüllt,  durch  die 
gleichen  körperlichen  Kräften  erfahren  würde. 

Dies  ist  die  allgemeine  Fassung  des  sogenannten  Archimedischen 
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Prinzipes a2),  auf  dem  die  bekannteste  Methode  zur  Bestimmung  der 
Dichte  fester  Körper  beruht 

Sind  unter  den  auf  die  Flüssigkeit  ausgeübten  Kräften  solche, 
die,  ähnlieh  wie  Gravitationswirkungen,  von  dem  betrachteten  festen 
Körper  ausgehen,  und  die  S.  37  zusammengestellten  Eigenschaften 
besitzen,  so  geben  diese  gleichfalls  ihren  Anteil  zu  den  berechneten 
X\...L'\  es  ist  aber  zu  bedenken,  daß  die  Gegenwirkung,  welche 
die  Flüssigkeit  auf  den  festen  Körper  ausübt,  diesen  Teil  kom- 
pensiert. 

In  der  That  läßt  sich  dann  z.  B.  die  erste  Gleichung  (37')  schreiben, 
indem  man  X1  als  von  allen  Elementen  dk  des  festen  Körpers  auf  das 
Element  dk  der  Flüssigkeit  ausgeübt  gleich  fdk'X^  einführt: 

X'=fdkfdkrkk,; 

die  Gesamtkomponente  X[,  welche  die  Attraktion  der  Flüssigkeit  auf 
den  Körper  ergiebt,  ist  aber 

X[  =  f  dk'  f  dk  Xk>k , 

also  der  oberen  entgegengesetzt  gleich. 

Ebenso  erhält  man  dem  ersten  Moment  in  (37  ) 

L'=fdkfdk'Wk.yk-  Ykk.zk) 

entsprechend  die  Reaktion 

L\  =  /  dk  f  dk(Zl>ki/kr  —  rk'kzk>), 

welche  ersteres  gerade  aufhebt. 

Demgemäß  kann  also  auch  die  Molekularattraktion  zwischen 
Flüssigkeit  und  Körper,  oder  die  Oberflächenspannung  in  der  Grenze 
zwischen  beiden  keine  resultierenden  Kräfte  und  Momente  auf  den 
Körper  ausüben. 

Anders  verhält  es  sich  dagegen  mit  der  Wirkung  der  kapillaren 
Oberflächenspannung,  welche  zur  Geltung  kommt,  wenn  die  Grenze  ohk 
zweier  Flüssigkeiten  (A)  und  (k)  gegen  die  Oberfläche  des  Körpers 
läuft,  und  welche  die  Tendenz  hat,  diese  Oberfläche  zu  verkleinern. 

Wird  die  Oberflächenspannung  wieder  mit  Shk  bezeichnet,  so 
nehmen  die  Werte  A",  F,  Z  bei  ihrer  Berücksichtigung  die  Ge- 
stalt an 

A'=  ,/>cos(/i',  x)d<>'+  Shkfco*(S,  x)ds',  | 

I''  =  fp  cos  («',  y)  d  n  +  Sh  k  f  cos  (£,  y)  d  s\  38) 

Z'  —  f  p  cos  (n,  z)  do  +  Shkf  cos  {Sy  z)ds.  t 

Hierin  bezeichnet  ds  das  Element  der  Randkurve  .«',  normal 
zu  welcher  die  Spannung  Shk  wirkt 
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Bestimmt  man  die  Integrationskoustante  wie  auf  S.  246  durch 
Einführung  einer  Stelle  a  der  Grenzfläche  ohkf  für  welche  die 
mittlere  Krümmung  verschwindet,  der  Druck  pn  heim  Durchgang 
durch  die  Fläche  also  nicht  springt,  und  für  welche  beiderseits 
der  Potentialwert  gleich  Null  gesetzt  ist,  so  wird  nach  (22"') 

Ph  =  P<<—  <I>1 ,    Pk  =  P„  -  <lyk . 
Führt  man  diese  Werte  in  die  erste  Gleichung  (38)  ein,  so 
erhält  man,  weil  /  cos (n,  .r)  d o  über  eine  geschlossene  Fläche  ge- 
nommen verschwindet, 

38')      |  r  =  ~  J  ^  C°S      X)  d°')h  ~  /(a?  C0S      X)  d°^k 
\  +  Shkf  cos  (5,  x)ds'; 

das  erste  Integral  bezieht  sich  auf  den  mit  (h)f  das  zweite  auf  den 
mit  (/t)  bedeckten  Teil  der  Oberfläche  o  des  Körpers  k'. 

Begrenzt  man  einen  Teil  n  der  Trennungsfläche  ohk  vollständig 
einerseits  durch  die  Grenzlinie  andererseits  durch  eine  beliebige 
auf  ohk  gezogene  Kurve  s,  und  wendet  auf  diesen  Teil  die  Glei- 
chung (36)  an,  indem  man  nur  z  mit  x  vertauscht,  und  addiert  man  das 
Resultat  zu  (38'),  indem  man  bedenkt,  daß  in  (36)  die  Spannung  S 
von  außen,  in  (38)  von  innen  her  gegen  die  Randkurve  *'  wirkend 
eingeführt  ist  so  erhält  man  nach  leichten  Reduktionen 

3«")    I  A  =  ~  f  ^ q'      ( A'  X)  <l  C0S  {Nf  X)  H 

+  Shkf  cos        J')  • 

Hierin  bezieht  sich  das  erste  Integral  auf  das  ganze  von  .«  be- 
grenzte Stück  Oh=  o'h  +  o  der  Oberfläche  von  (h).  das  zweite  auf 
das  ganze  von  s  begrenzte  Stück  Ok  =  o'k  +  o  der  Oberfläche  von  (ä), 
welche  zum  Teil  au  die  andere  Flüssigkeit,  zum  Teil  an  den  festen 
Körper  grenzen;  jV  ist  die  aus  der  betreffenden  Flüssigkeit  heraus 
positiv  gerechnete  Normale  auf  Ü;  das  Randintegral  bezieht  sich  auf 
die  willkürlich  gezogene  Grenzkurve  s,  und  die  Spannung  Shk  ist 
von  außerhalb  o  gegen  sie  wirkend  eingeführt. 

Für  manche  Anwendungen  ist  es  bequem,  das  Randintegral  zu 
schreiben 

38"')  /  cos  {S,  r)ds  =  f  cos  {n,  v)d«, 

worin  a  die  Projektion  von  s  auf  die  }  /-Ebene  und  v  ihre  Nor- 
male bezeichnet,  welche  zu  a  und  X  liegen  muß  wie  n  zu  *  zu  S. 

Die  Oberflächenintegrale  lassen  sich  nach  dem  S.  252  an- 
gewandten Verfahren  häufig  anschaulich  deuten. 

Vergleicht  man  die  Schlußformel  (38")  mit  der  Ausgangs- 
formel (38'),  so  erkennt  man  den  Satz,  daß  man  zum  Zwecke  der 
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Berechnung  der  Komponenten  A",  F,  Z,  welche  der  betrachtete  feste 
Körper  erfährt,  seiner  Oberfläche  o  ein  beliebiges  benachbartes 
Stück  o  der  gegen  ihn  laufenden  Treuuungsnäche  ohk  der  beiden 
Flüssigkeiten  (h)  und  (ä)  zufügen  kann,  wenn  man  nur  die  gegen 
dasselbe  beiderseitig  wirkenden  hydrostatischen  Drucke  ebenfalls  in 
Rechnung  zieht  und  die  Oberflächenspannung  S,,k  nicht  gegen  die 
wirkliche  Randkurve  s  der  Grenzfläche  ohk  am  starreu  Körper, 
sondern  gegen  die  zweite  Begrenzung  s  von  o  wirken  läßt.  Dieser 
fruchtbare  Satz  läßt  sich  direkt  durch  die  Überlegung  plausibel 
machen,  daß  man  im  Gleichgewichtszustand  das  Stück  o  der 
Trennuugstläche  starr  werden  und  fest  am  Körper  haften  lassen 
kann,  ohne  das  Gleichgewicht  zu  stören.  — 

Ist  die  wirkende  Kraft  die  Schwere,  und  liegt  die  positive  Z-Xxe 
vertikal  nach  oben,  so  ist  f/>'  =  (></r  also 

-V  =  -  9  Ca  / ( '"cos  (;V,  x)  dü)h-g  <>k  f  (z~cos  (JV,  x)  d  0)k 

+  Shkfcm(8,x)dt, 

worin  z  die  /-Koordinate  von  d  0  bezeichnet.  Ist  endlich  die  obere 
Flüssigkeit  (A)  ein  Gas  oder  der  leere  Raum,  so  gilt  noch  einfacher, 
indem  man  die  Jndices  jetzt  fortläßt, 

A7  =  -ggj'z  cos  (M,  x)d(J  +  Sf  cos  (8,  x)ds.  39') 

Diese  Gleichungen,  denen  analoge  für  }'  und  Z'  zuzufügeu 
sind,  gestatten  viele  interessante  Resultate  ohne  alle  Rechnung  ab- 
zuleiten. 23) 

Befindet  sich  ein  beliebiger  Körper,  dessen  Oberfläche  von  Ort 
zu  Ort  beliebig  wechselnde  Natur  hat,  so  daß  die  Grenzwinkel  der 
Flüssigkeiten  ringsum  stetig  variieren,  schwimmend  in  einem  unend- 
lichen Bassin,  in  welchen)  zwei  verschieden  schwere  Flüssigkeiten 
übereinander  geschichtet  sind,  so  daß  sein  oberer  Teil  ganz  in  der 
oberen,  der  untere  in  der  unteren  Flüssigkeit  liegt,  so  rücken  wir 
die  Grenzkurve  *  ins  Unendliche;  dort  liegt  die  Grenzfläche  ohk 
beider  Flüssigkeiten  und  demgemäß  S,,k  in  der  A'i -Ebene,  und  in- 
folge dessen  sind  hier  die  Raudintegrale  in  den  Formeln  (39)  für  A',  F 
und  Z  gleich  Null.  Die  Obern ächeuintegrale  in  dem  Ausdruck  für 
X'  und  F'  verschwinden  gleichfalls,  denn  die  Projektionen  der  Ober- 
Hachen  Oh  uud  Ok  überdecken  die  FZ-  und  Z X- Ebene  überall  ein 
geradzahliges  Mal.  Demgemäß  erfährt  ein  schwimmender  Körper 
unter  den  vorausgesetzten  Umständen  keine  horizontale  Kraftwirkung. 

Dagegen  geben  die  Obertlächenintegrale  in  dem  Werte  von  /' 
die  Gewichte  der  Flüssigkeiten,  welche  zwischen  den  Flächen  Oh 
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resp.  Ok  und  der  Ebene  des  unendlichen  Niveaus  liegen,  und  zwar 
mit  verschiedenem  Vorzeichen,  je  nachdem  sich  die  begrenzenden 
Stücke  unterhalb  oder  oberhalb  der  Ebene  z  =  0  befinden.  In  dem 
auf  die  untere  Flüssigkeit  (h)  bezogeneu  Integral  erscheinen  die 
unterhalb  dieser  Ebene  gelegenen  Volumina  mit  negativem,  die  ober- 
halb gelegenen  mit  positivem  Zeichen,  in  dem  auf  die  obere 
Flüssigkeit  (A)  bezüglichen,  wegen  des  entgegengesetzten  Sinnes  der 
Normalen,  umgekehrt  Demgemäß  ergiebt  sich  folgendes  Resultat 
Bezeichnen  Vh  und  Vk  die  Volumina  der  Teile,  in  welche  die  Ebene 
z  —  0  den  festen  Körper  zerlegt,  und  bezeichnet  V  das  Volumen  der 
unteren  Flüssigkeit,  welches  aus  dem  Niveau  herausgeschoben  ist, 
positiv,  wenn  es  gehoben,  negativ,  wenn  es  gesenkt  ist,  dann  gilt 

39")  9{9ärk+9kr*  +((>*-  yh)r). 

Die  ersten  beiden  Glieder  geben  die  Größe  des  Auftriebes,  wie 
er  dem  archimedischen  Prinzip  entspricht,  das  letzte  den  Einfluß 
der  Kapillaritätekräfte.  Die  Gleichung  (39")  stellt  eine  Ver- 
allgemeinerung des  LAPLACE'schen  Satzes  (36"')  dar.  — 

Schwimmen  in  dem  vorausgesetzten  Bassin  zwei  in  Bezug  auf 
die  YZ-Ebene  spiegelbildlich  gleichgestaltete  und  gleichgelegene,  im 
übrigen  beliebige  Körper,  so  wird  die  Grenzfläche  ohk  der  Flüssig- 
keiten durch  die  F£-Ebene  normal  geschnitten.  Die  Schnittkurve  sl 
wählen  wir  neben  einem  unendlich  großen  Halbkreis  *2  zur  Be- 
grenzungskurve s  und  betrachten  zunächst  die  X- Komponente  der 
Kraft,  welche  auf  den  nach  +  Ar  zu  gelegenen  Körper  wirkt 

Die  Projektion  von  s  auf  die  l^-Ebene  besteht  aus  der  >~-Axe 
und  der  Kurve  *p  die  umschlossene  Fläche  sei  mit  y  bezeichnet, 
die  Neigung  der  Kurve  *x  gegen  die  i'-Axe  mit  v.  Dann  giebt 
Formel  (39) 

40)  X'~-g  ((>„  -  Qk)  f  I  z  dq  -  Shk  f  1  ^  dy. 

—  X 

Von  z  ist  der  absolute  Wert  \z\  genommen,  weil,  wie  man  leicht 
erkennt,  das  Integral  stets  positiv  sein  muß. 

Haben  die  Körper  die  Gestalt  von  Cylindern,  deren  Axen  der 
)'-Axe  parallel  liegen,  so  verschwindet  das  zweite  Integral;  das  erste, 
welches  den  hydrostatischen  Druck  gegen  die  Fläche  q  angiebt,  aber 
von  der  Form  und  Entfernung  der  Cylinder  im  übrigen  ganz  unab- 
hängig ist,  bleibt  allein  übrig;  die  auf  die  Cylinder  ausgeübte  Kraft 
findet  stets  im  Sinne  einer  gegenseitigen  Anziehung  statt 

Für  die  Y-  Komponente  der  wirkenden  Kraft  ergiebt  sich  der 
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Wert  Null;  die  Z- Komponente  bestimmt  sich  nach  Formel  (39"), 
nur  ist  unter  V  ausschließlich  das  verschobene  Flüssigkeitsquantum 
auf  der  einen  Seite  der  YZ-  Ebene  zu  verstehen.  — 

Ahnlich  kann  man  den  Anteil,  welchen  die  Kapillaritätskräfte 
an  der  Z~ Komponente  geben,  überall  da  leicht  anschaulich  be- 
stimmen, wo  sich  um  den  untersuchten  Körper  auf  der  Flüssigkeits- 
oberfiäche  eine  Kurve  «  von  der  Eigenschaft  ziehen  läßt,  daß  in 
ihr  die  Oberflächenspannung  Shk  horizontal  liegt  In  allen  diesen 
Fällen  gilt  die  Formel  (39"),  wenn  man  das  in  ihr  auftretende 
Volumen  seitlich  begrenzt  durch  den  vertikalen  Cylinder  durch  *. 
Ein  einfaches  Beispiel  giebt  ein  Rotationskörper,  der  in  einem  gleich- 
falls als  Rotationskörper  gestalteten  Gefäß  koaxial  schwimmt. 

Wenn  in  dem  unendlichen  Bassin  zwei  Körper  verschiedener 
Oberflächenbeschattenheit  schwimmen,  so  daß  zwischen  ihnen  auf 
der  Oberfläche  ohk  eine  Kurve  zu  ziehen  möglich  ist,  die  durchaus 
in  der  Höhe  des  unendlichen  Niveaus  liegt  und  sich  nach  beiden 
Seiten  ins  Unendliche  erstreckt,  so  kann  man  sie  durch  einen 
gleichfalls  im  Unendlichen  liegenden  Kreisbogen  ss  zu  einer  ge- 
schlossenen Kurve  s  vervollständigen. 

Uber  den  umschlossenen  Teil  von  Oh  und  Ok  integriert  ver- 
schwinden in  Formel  (39)  die  Oberflächenintegrale  und  es  bleibt 

X'  =  +  Shk  /cos  (S,  x)  ds,  40') 

d.  h.  die  Gesamtkomponeute  aller  von  außen  gegen  s  wirkenden 
Oberflächenspannungen  nach  der  Richtung  von  A. 

Sind  die  beiden  Körper  Cylinder  von  der  gegen  ihren  Abstand 
bedeutenden  Länge  X,  deren  Axen  der  F-Axe  parallel  liegen,  und 
schneidet  die  Oberfläche  die  A T- Ebene  unter  dem  Winkel  t,  so 
giebt  die  Formel 

A"  =  ±  Shk  f  (1  —  cos  r)d!f  =  ±  Shk  L  (1  -  cos  r),  40") 

wo  sich  das  obere  Zeichen  auf  den  nach  +  A",  das  negative  auf 
den  nach  —  X  gelegeuen  Cylinder  bezieht 

Die  ausgeübte  Kraft  wirkt  also  im  Sinne  einer  Abstoßung 
der  beiden  Körper.  — 

Eine  der  auf  S.  256  ausgeführten  Umformung  analoge  gestatten 
auch  die  unter  Berücksichtigung  der  Oberflächenspannung  gebildeten 
Drehungsmomente  L',  M\  JV",  welche  ein  starrer  Körper  in  einer 
Flüssigkeit  erfährt;  aber  die  Resultate  geben  nicht  Veranlassung  zu 
ähnlich  allgemeinen  und  anschaulichen  Sätzen,  wie  sie  vorstehend 
abgeleitet  sind. 

17« 
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§  8.   Das  Oleichgewicht  der  Elektricität  in  einem  Leitersystem. 

Man  kann  die  Fundamentalgesetze  der  Elektrostatik  aus  den 
hydrostatischen  Gleichungen  ableiten,  wenn  mau  von  der  Vorstellung 
ausgeht,  daß  die  elektrischen  Wirkungen  von  Flüssigkeiten  absonder- 
licher Art  herrühren,  die  sich  unter  der  Einwirkung  geeigneter 
Kräfte  innerhalb  der  Elektricitätsleiter  zu  bewegen  vermögen,  aber 
von  den  Nichtleitern,  wie  von  festen  Wunden,  aufgehalten  werden.2*) 
Diesen  Flüssigkeiten  muß  man,  um  der  Beobachtung  entsprechende 
Resultate  zu  erhalten,  folgende  Eigenschaften  beilegen.  Sie  existieren 
in  zwei  Modifikationen,  die  gemäß  dem  S.  48  Gesagten  nach  dem 
NEWTOK'schen  resp.  CouLOMB'schen  Gesetz 

K  *V* 

AÄk  =  ~  i 

aufeinander  wirken  und  dabei  als  positive  und  negative  Massen 
eingeführt  werden  können;  sie  setzen  irgend  welchen  Deformationen 
Widerstände  nicht  entgegen,  unterliegen  also  keinen  inneren  Kräften 
.V  ...  X  :  sie  besitzen  endlich,  was  aber  für  die  Gleichgewichts- 
Vorgänge  nicht  in  Betracht  kommt  und  nur  angeführt  werden  mag, 
um  den  Namen  imponderabler  Fluida  zu  motivieren,  keine 
merkliche  Trägheit 

In  den  scheinbar  unelektrischen  Körpern  haben  wir  uns 
beide  Fluida  überall  in  gleichen  Mengen  vorhanden  zu  denken,  und 
zwar  in  solchen,  die  unendlich  groß  sind  gegenüber  den  Quantitäten, 
die  wir  den  einzelnen  Körpern  von  dem  einen  oder  anderen  Fluidum 
in  Praxis  noch  zufügen  können.  In  den  scheinbar  elektrischen 
Körpern  überwiegt  überall  oder  in  gewissen  Bereichen  das  eine 
Fluidum  über  das  andere  und  übt  demgemäß  die  maßgebende 
Wirkung,  welche  sich  durch  die  unter  Berücksichtigung  des  Vorzeichens 
gebildete  Summe  der  an  jeder  Stelle  vorhandenen  Mengen  beider 
Fluida,  der  sogenannten  freien  Elektricität,  bestimmt 

Eine  auf  die  elektrischen  Fluida  in  einem  Leiter  wirkende, 
etwa  von  einer  äußeren  elektrischen  Verteilung  herrührende  elek- 
trische Kraft  treibt  nach  dem  CouLoMB'schen  Gesetz  die  positive  Elek- 
tricität in  der  einen,  die  negative  in  der  entgegengesetzten  Richtung, 
—  welcher  Bewegung  die  zwischen  beiden  stattfindende  Attraktion  ent- 
gegenwirkt, —  und  drückt  sie  eventuell  gegen  die  von  einem  Nicht- 
leiter gebildete  Begrenzung  des  Körpers.  Hier  kann  sich,  da  die 
inneren  Kräfte  fehlen,  ein  Teil  des  Fluidums  zu  einem  Medium  von 
unendlich  viel  größerer  Dichte  kondensieren,  von  dem  eine  endliche 
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Menge  ein  endliches  Stück  der  Wand  doch  nur  mit  einer  unendlich 
dünnen  Schicht  überzieht  und  somit  eine  Flächenbelegung 
bewirkt 

Die  unter  Berücksichtigung  des  Vorzeichens  gebildete  Summe 
über  die  Raum-  resp.  Flächendichte  beider  Fluida  ist  die  beziehent- 
liche  Dichte  der  freien  Elektricität. 

In  der  Grenzfläche  zwischen  zwei  homogenen  Leitern  muß  man 
sich  infolge  der  unsymmetrischen  Verteilung  der  ponderabeln  Teile 
eine  elektrische  oder  elektromotorische  Kraft  wirksam  denken,  die, 
sofern  sie  molekularen  Ursprunges  ist,  als  normal  zur  Grenze  wirkend 
und  nur  von  der  Natur  der  beiden  aneinandergrenzenden  Medien 
abhängig  zu  betrachten  ist.  Almliche  elektromotorische  Kräfte 
müssen  innerhalb  eines  Leiters  mit  stetig  wechselnder  Beschaffen- 
heit wirken.  — 

Von  diesen  Vorstellungen  ausgehend,  gelangt  man  zu  folgenden 
Gesetzen  über  die  elektrostatische  Verteilung. 

Wegen  des  Fehlens  innerer  Kräfte  ist  p  =  0,  und  aus  (24)  folgt 
als  Gleichgewichtsbedingung  für  jeden  inneren  Punkt  eines  homo- 
genen Leiters,  falls  .V,  /  die  auf  die  elektrische  Masseueinheit 
bezogenen,  von  der  gesamten  elektrischen  Verteilung  herrührenden 
Komponenten  bezeichnen, 

Y  =  r  =  /  =  0;  41) 

da  nach  Annahme  für  die  elektrischen  Kräfte  eine  Potential- 
funktion <J>  existiert,  so  ist  diese  Bodingung  damit  äquivalent,  daß 
in  jedem  homogenen  Leiter 

</>  =  Const.  41') 

sein  muß.  Durch  diese  Beziehung  ist  die  Formel  A  *P  =  0  identisch 
erfüllt  und  sie  ergiebt  nach  Formel  (lb'7")  auf  Seite  1(50,  daß  beim 
Gleichgewicht  innerhalb  eines  homogenen  Leiters  eine  räumliche 
Verteilung  freier  Elektricität  nicht  bestehen  kann,  in  jedem  Raum- 
elemente vielmehr  die  gleiche  Menge  positiven  und  negativen  Flui- 
dums  vorhanden  sein  muß.  Hieraus  folgt  dann,  daß,  wenn  ein 
homogener  Leiter  elektrostatische  Wirkungen  übt,  die  freie  Elek- 
tricität sich  ausschließlich  in  kondensiertem  Zustande  an  seiner 
Oberfläche  befinden  kann. 

Dies  findet  bei  inhomogenen  Leitern  nicht  statt;  denn  be- 
zeichnen A0,  i0,  Z0  die  Komponenten  der  elektromotorischen  Kräfte 
an  der  Stelle  j-,  y,  z,  so  gieht  (24)  die  Gleichgewichtsbedingung 

a-  +  A'0=  r+  rc  =  z  +  z9  =  o,  4i") 
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und  demgemäß 

41'")  +  8?  --4'*>' 

worin  o  die  freie  Raumdichte  bezeichnet  Wir  wollen  indessen  von 
diesem  Fall  weiterhin  absehen. 

Der  Wert  der  freien  Flächendichte  a  bestimmt  sich  aus  der 
Potentialfunktion  </>  der  gesamten  Verteilung  gemäß  Gleichung  (165') 
des  ersten  Teiles;  da  aber  0  innerhalb  eines  jeden  homogenen 
Konduktors  konstant  ist,  so  liefert  sie  für  die  Grenzen  gegen 
Nichtleiter 

«)  ({?).--*"■*. 

hingegen  für  die  Grenzen  ohk  zwischen  zwei  Leitern  (A)  und(A)f7fcJt  =  ü; 
dies  zeigt,  daß  wohl  auf  ereteren,  nicht  aber  auf  letzteren  eine 
Flächenbelegung  vorhanden  ist, 

Indessen  müssen  jene  Zwischengrenzen  eine  Ladung  anderer 
Art  zeigen;  denn  die  in  ihnen  wirkende  elektromotorische  Kraft 
verlangt  zum  Gleichgewicht  als  Kompensation  ein  Gefälle  der 
Potentialfunktion  <i>,  das  sich,  wenn  die  elektromotorische  Kraft 
nur  in  einer  unendlich  dünnen  Schicht  wirkt  durch  eine  Unstetig- 
keit  von  <l>  beim  Durchgang  durch  die  Grenze  äußern  muß. 
Setzt  man 

42)  0fc_0A==f^k, 

so  kann  nach  den  obigen  Annahmen  <l>hk  nur  von  der  Beschaffen- 
heit der  beiden  Leiter  (A)  und  (A)  abhängen,  muß  also  längs  der 
Grenze  ohk  zwischen  zwei  homogenen  Leitern  konstant  sein. 

Ein  solcher  Potentialsprung  verlangt  aber  zu  seiner  Entstehung, 
daß  die  Grenzfläche  Ohk  als  Doppelschicht  mit  konstantem  Moment  vhk 
geladen  ist,  dessen  Größe  sich  nach  Formel  (176)  bestimmt  zu 

42")  *4-  </>„  =  4  *AVAJk, 

wobei  das  Moment  positiv  gerechnet  ist  in  der  Richtung  von  (A) 
nach  (A). 

An  äußeren  Grenzflächen  des  Leiters) stemes  findet  nach  den 
gemachten  Annahmen  eine  solche  Ladung  nicht  statt. 
Im  äußeren  Raum  muß  <P  der  Bediugung 

42"')  A  0=  -  4nk\>0 

genügen,  falls  (>0  die  Dichte  der  gegebenen  elektrischen  Verteilung 
bezeichnet,  und,  wenn  letztere,  wie  auch  die  Leiter  sämtlich  im  End- 
lichen liegen,  sich  im  Unendlichen  so  verhalten,  daß  lim  (r0  </>)  und 
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lim  (r0aö  0/dro)  endlich  sind,  wobei  r0  die  Entfernung  vom  Ko- 
ordinatenanfang bezeichnet. 

Hiermit  sind  die  Fundamentalgesetze  des  elektrischen  Gleich- 
gewichtes in  Leitern,  nämlich  die  charakteristischen  Eigenschaften 
der  Potentialfunktion  aus  den  vorausgeschickten  Hypothesen  ab- 
geleitet Eine  Ableitung  auf  anderer  Grundlage  und,  daran  an- 
schließend, die  speziellen  Anwendungen  der  vorstehenden  Formeln 
sollen  an  einer  anderen  Stelle  Platz  finden.  — 

Auch  Nichtleiter  für  Elektricität  oder  Dielektrika  erhalten 
durch  die  Wirkung  elektrischer  Kräfte  scheinbar  freie  Ladungen. 
Mau  hat  versucht 28),  diese  Thatsache  dadurch  zu  erklären,  daß  man 
sich  die  Vorstellung  bildete,  die  Isolatoren  enthielten  unzählige  lei- 
tende Körperchen  in  eine  kontinuierliche  nichtleitende  Substanz  ein- 
gebettet, und  auf  erstere  die  Betrachtungen  dieses  Paragraphen 
anwandte. 

Die  gleiche  Behandlung,  wie  die  Dielektrika,  gestatten  die  magne- 
tisch erregbaren  Körper  bei  Annahme  zweier  magnetischer  Fluida, 
die  sich  innerhalb  der  kleinsten  Teile,  aber  nicht  zwischen  ihnen 
bewegen  können. 

Nach  der  Seite  der  Qualität  vermag  man  auf  diese  Weise  die 
genannten  Erscheinungen  darzustellen;  bezüglich  der  Quantität 
sind  aber  gegen  diese  Auffassung  Bedenken  erhoben,  welche  darauf 
beruhen,  daß  die  bei  Nichtleitern  aus  der  Beobachtung  zu  schließen- 
den scheinbaren  Ladungen  unter  Umständen  stärker  sind,  als  sie  aus 
der  angedeuteten  Theorie,  auch  unter  Annahme  günstiger  Struktur- 
verhältnisse, folgen.    Diese  Fragen  sind  noch  nicht  abgeschlossen. 

Endlieh  hat  man  noch  eine  Erweiterung  der  erörterten  Vor- 
stellung in  dem  Sinne  vorgenommen,  daß  man  die  kleinsten  Teile 
der  Dielektrika  je  mit  Systemen  permanenter  elektrischer  Pole  fest 
verbunden  dachte,  die  ihrerseits  eine  elektromotorische  Kraft 
ausüben.  Da  dieser  Effekt  sich  bei  einer  Deformation  des  Dielek- 
trikums ändern  muß,  so  giebt  die  erwähnte  Anschauung  die  Grund- 
lage für  eine  Theorie  der  Piezolektricität,  die  auch  bis  zu  For- 
meln, welche  die  Prüfung  durch  die  Beobachtung  gestatten,  durch- 
geführt worden  ist26) 

Wir  werden  in  dem  Kapitel  über  Elektrostatik  eine  von  spe- 
ziellen Annahmen  über  die  Struktur  der  Dielektrika  freie  Ableitung 
der  Grundgesetze  für  ihre  elektrische  Erregung  mitteilen. 
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Dynamik  idealer  Flüssigkeiten. 

$  9.    Die  EuLERSchen  Gleichungen. 

Kino  ideale  Flüssigkeit  ist  nach  §  4  eine  solche,  in  der  auch 
bei  der  Bewegung  tangentiale  Druckkomponenten  nicht  zu  stände 
kommen.    Für  diese  gilt  dann,  wie  auf  S.  233,  wegen 

auch 

-t;- 1;  =  *,-/», 

und  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  (14)  nehmen,  wenn  man 
in  ihnen  die  Geschwindigkeitskomponenten 

d  x       ,     du       ,  dx 

di  =  "<  di-"'  dt-* 

als  Funktionen  der  Koordinaten  und  der  Zeit  betrachtet,  die  von 
Kulkr27)  angegebene  Form  an 


43) 


du'  du  ,     ,du'  ,  ,dn    ,  ,dn'\  .-,  dp 

'•dt  ^  \d  t         d  x  d  y  d  ;  /  dx 

dv'  /fü  r'        ,  ö *?'  ,  ,dv'  ,  d  r'\  d» 

*  dt  *-\dt         dx  dy  dx)  dy' 

du-'  idw'  ,     ,dtr'  ,dw'  .  ,dw'\  „,  dp 

(»-..-=0     .rr  +  U    _  f-        -7  h  ?r  "V"     =  "  '  —  • 

v  d  t  *  \  dl          d  x  '       d  y  (5  t  /  d  ; 


Die  körperlichen  Kräfte  A",  J",  X  sind  dabei,  wie  in  den  Grund- 
formeln (10)  aus  den  dort  angegebenen  Gründen,  auf  die  Volumen- 
einheit bezogen;  indessen  hat  es  keine  Bedenken,  durch  die  For- 
meln A"  =  o  X,  V  =  (>  i  ,  //  =  n  /  die  für  die  Masseneinbeit  gelten- 
den Komponenten  A,  1,  /  einzuführen,  weil  bei  Bewegungsvorgängen 
in  der  Praxis  Kräfte,  weicht!  nicht  mit  den  Massen  proportional 
sind,  wie  z.  B.  elektromagnetische  Wirkungen  auf  Stromleiter,  nur  bei 
nahezu  inkompressibeln  Flüssigkeiten  in  Betracht  kommen,  wo  dann  die 
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Dichte  w  als  konstanter  Faktor  geführt  werden  kann;  wir  werden 
demgemäß  auch  bei  den  allgemeinen  Sätzen  die  Kraftkomponenten 
Xj  T,  Z  und  eventuell  deren  Potentialfunktion  </>  benutzen. 

Die  Dichte  (>  wird  meist  als  gegebene  Funktion  des  Druckes  p 
betrachtet,  und  wir  setzen  allgemein 

I-f,    A7=frf'';  43) 

^       dp  J    p  '  ' 

bei  inkom])ressibeln  Flüssigkeiten  ist  q  konstant,  also  77  =  />/(>  +  C, 
worin  die  Konstante  C  beliebig  gleich  Null  gesetzt  werden  kann. 

Eine  letzte  Beziehung  zwischen  den  fünf  Unbekannten  u,  v,  w', 
/>,  n  erhält  man  durch  die  Überlegung,  daß  für  jedes  Volumen- 
element die  Differenz  der  Massen  der  in  einem  Zeitelement  ein-  und 
ausströmenden  Flüssigkeitsmengen  der  in  derselben  Zeit  eintretenden 
Vermehrung  der  Masse  des  Elementes  gleich  sein  muß:  dies  liefert 
die  sogenannte  Kontinuitätsgleichung 

*»"'  +  '/- +  '!"'  + 2?-«  43") 

dx        dy        dx        dt  ' 

oder 

An  der  Grenze  zwischen  zwei  Flüssigkeiten  (A)  und  (A)  gilt  nach 
(9")  und  (14"') 

(«;  -  ni)  cos  (*,  x)  +  K  -  »i)  cos  (i',y)  +  (rri  -  wi)  cos  (r,  z)  =  0  ,  44) 

Ph  —  Pk +  Phk :  =  0,  44') 

unter  v  die  Richtung  einer  Normalen  auf  der  Grenzfläche  und  unter 
phk  den  in  der  Richtung  von  (A)  nach  (A)  positiv  gerechneten  Grenz- 
druck verstanden;  phk  wird  in  der  Hydrodynamik  meist  gleich  Null 


Die  Grenzbedingungen  (44)  und  (44')  bleiben  gültig  in  einer 
Unstetigkeitsfläche  im  Innern  einer  einzigen  Flüssigkeit,  an  der 
Grenze  zwischen  einer  Flüssigkeit  und  einem  festen  Körper,  endlich 
auch  längs  einer  sogenannten  Eintrittsfläche,  durch  welche  hin- 
durch gegebene  Zuströmungen  stattfinden;  sie  liefern  aber  in  den 
beiden  letzten  Fällen  keine  Bedingungen  für  den  Druck  />. 

An  einer  freien  Oberfläche,  d.  h.  einer  Fläche,  welche  die  Flüs- 
sigkeit gegen  den  leeren  Raum  abgrenzt,  ist  der  äußere  Druck  p  =  ü; 
dasselbe  muß  dort,  falls  der  Grenzdruck  verschwindet,  auch  für  den 
inneren  Druck  p  gelten.  Grenzt  die  Oberfläche  die  Flüssigkeit  gegen  ein 
Gas  ab,  dessen  Dichte  verschwindend  ist  gegen  diejenige  der  Flüssig- 
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keit,  in  dem  also  p  als  konstant  betrachtet  werden  darf,  so  folgt, 
daß  an  dieser  Oberfläche  auch  p  konstant  sein  muß. 

Im  Innern  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  können  mit  den  Ko- 
ordinaten stetig  variierende  Geschwindigkeiten  nur  eintreten,  so 
lange  die  Größe  von  p  nicht  unter  einen  gewissen  kleinsten  nega- 
tiven Wert  herabsinkt;  unterschreitet  p  diesen  Wert,  so  tritt  ein 
Zerreißen  der  Flüssigkeit  und  demgemäß  eine  unstetige  Bewegung 
ein;  da  indessen  in  den  Hauptgleichungen  nur  die  Differeutial- 
quotie nten  des  Druckes  nach  den  Koordinaten  auftreten,  so  kann 
man  bei  inkompressibeln  Flüssigkeiten,  ohne  die  Art  der  Bewegung 
zu  ändern,  jederzeit  durch  Vergrößerung  aller  äußeren  Drucke  um 
denselben  Betrag  das  Unterschreiten  jenes  Grenzwertes  von  p  inner- 
halb der  Flüssigkeit  unmöglich  machen  und  dadurch  jene  Grenzfalle, 
wo  die  Lösungen  ihre  Geltung  verlieren,  ausschließen.  — 

Da  wir  u,  v,  w  als  Funktionen  der  Koordinaten  und  der  Zeit 
betrachten,  so  ist  durch 

45)  dx.dy.dz  =  u  :v  :w' 

eine  Kurve  gegeben,  welche  durch  ihre  Tangente  an  jeder  Stelle  und 
zu  jeder  Zeit  die  Richtung  der  eben  stattfindenden  Geschwindigkeit 
angiebt;  sie  heißt  eine  Stromlinie.  Ist  u,  v,  w,  o,  p  von  der  Zeit 
unabhängig,  also  die  Bewegung,  wie  man  sagt,  stationär,  so  ruhen 
alle  Stromlinien  und  sind  mit  den  Bahnkurven  der  Teilchen  iden- 
tisch, was  im  allgemeinen  Falle  nicht  stattfindet 

Ein  von  lauter  Stromlinien  begrenzter  Faden  heißt  ein  Strom- 
faden; ist  die  Bewegung  stationär,  so  muß  das  durch  jeden  beliebig 
gelegten  Querschnitt  q  desselben  Stromfadens  in  der  Zeiteinheit 
gehende  Flüssigkeitsquantum 

(>  q  (u  cos  (v,  t)  -f-  v  cos    y)  +  w  cos  (r,  z))  —  nq  /'cos  ( /  ',  v), 
wo  v  die  Normale  auf  q  und 
45')  /'  =  fii'z  +  r/2  +  u>* 

die  resultierende  Geschwindigkeit  bezeichnet,  denselben  Wert  haben. 
Hieraus  folgt,  daß  ein  Stromfaden  bei  verschwindender  Geschwindig- 
keit sich  über  alle  Grenzen  ausbreitet,  bei  unendlicher  Geschwindig- 
keit sich  zu  einer  Linie  zusammenzieht,  aber  nicht  innerhalb  der 
Flüssigkeit  aufhören  kann.  — 

Wie  die  Geschwindigkeitskomponenten  w,  v,  w',  so  sind  auch 
die  Rotations-  oder  Wirbelkomponenten 

f*"\  r     i  idtc'     df>'\      '     i(du'     dw'\    «'     vldv'  du'\ 
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im  allgemeinen  Funktionen  des  Ortes  und  der  Zeit;  demgemäß  ist 
durch 

dx:dy:dz = T :m  :ri  45"') 

eine  Kurve  gegeben,  deren  Tangente  an  jeder  Stelle  in  die  daselbst 
stattfindende  Rotations-  oder  Wirbelaxe  fallt;  eine  solche  Kurve  heißt 
eine  Wirbellinie.  Die  Wirbellinien  behalten  ihre  Lage  unverändert 
nur  dann  bei,  wenn  die  Flttssigkeitsströmung  stationär  ist.  Ein 
Faden,  dessen  Oberfläche  von  Wirbellinien  erfüllt  ist,  wird  ein 
Wirbelfaden  genannt 

Aus  der  Definition  (45')  der  Wirbelkomponenten  folgt  die  iden- 
tische Gleichung 

a'  +  ^'  +  ^O;  46) 
ox      dy       Bx  ' 

multipliziert  man  dieselbe  mit  dem  Raumelement  dk  und  integriert 
über  einen  beliebigen  Raum,  innerhalb  dessen  sich  t,  m',  ri  regulär 
verhalten,  so  erhält  man 

/  (t  cos  (v ,  x)  +  m  cos  (r,  y)  +  n  cos  (v,  z) )  d  o  =  0 ,  46') 

wo  da  das  Element  der  Oberfläche  von  A,  und  v  die  Richtung 
seiner  Normalen  bezeichnet. 

Bei  Einführung  der  resultierenden  Wirbelgeschwindigkeit 

D  =        +  m'2  +  n'2  46") 
kann  man  dafür  auch  schreiben 

fJDcos{l),v)do  =  0.  46'") 

Wendet  man  diese  Formel  auf  einen  beliebigen  Abschnitt  eines 
Wirbelfadens  an,  so  wird,  weil  die  Mantellläche  keinen  Anteil  zu  dem 
Integral  giebt,  nur  das  auf  die  Endquerschnitte  bezügliche  übrig 
bleiben.  Das  Resultat  spricht  den  Satz  aus,  daß  längs  desselben 
Wirbelfadens  das  Produkt  q  D  cos  {D,  v)  aus  der  Größe  eines  beliebig 
gelegten  Querschnittes  und  der  Komponente  der  Wirbclgeschwiudig- 
keit  normal  zu  ihm  konstant  ist 

Hieraus  folgt,  daß  ein  Wirbelfaden  innerhalb  der  Flüssigkeit 
nicht  aufhören  kann,  sondern  entweder  von  Oberfläche  zu  Oberfläche, 
oder  in  sich  zurück  verlaufen  muß. 

Erstreckt  man  die  Integrale  über  den  von  einem  geschlossenen 
Wirbelfaden  eingenommenen  Raum,  so  wird 

/rdk  =  fmdk  =  fndk  =  Q;  46" ") 

denn  man  kann  z.  B.  das  erste  schreiben 

/  D  cos  {Df  x)gds  =  JDq  f  cos  (s,  x)ds, 
woraus  die  Richtigkeit  der  gemachten  Bemerkung  sofort  erhellt  — 
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Zwischen  den  Strömungs-  und  Rotationskomponenten  ergiebt 
sich  ein  bemerkenswerter  rein  kinematischer  Zusammenhang  durch 
Anwendung  des  wiederholt  benützten  STOKEs'schen  Satzes  von  S.  177 
auf  das  Integral  der  Geschwindigkeitskomponente  nach  einer  ge- 
schlossenen Kurve  <r,  welches  man  die  Cirkulation  der  Flüssigkeit 
längs  dieser  Kurve  nennt27). 

Man  erhält  sogleich 

J    f  (u  cos  (rr,  x)  +  v  cos  {n,t/)  +  w  cos  (rr,  z))  d  a 
^     I        =  2  f  (/'  cos  (?,  x)      m  cos  [v,y)  +  .»*'  cos  (v,  z))  d  fo , 

worin  ro  eine  beliebige  durch  die  Kurve  tr  begrenzte  Fläche  und  v 
die  Richtung  ihrer  positiven  Normalen  bezeichnet. 

Auf  eine  Kurve  und  eine  Fläche  angewendet,  die  in  der  X  Y- 
Ebene  liegen,  folgt  daraus 

47)  /(Vcos(rr,x)  +  v  cos{a}y))dfT  =  2/fn'dxdy.  — 

Mechanische  Beziehungen  zwischen  Strom-  und  Wirhellinien 
erhält  man  folgendermaßen28). 

Fügt  man  zu  der  ersten  Gleichung  (48)  auf  der  linken  Seite 

additiv  und  subtraktiv  das  Aggregat 

,hv    ,     ,  d  u> 
ö  x  d  x 

hinzu,  so  nimmt  die  Gleichung  hei  Einführung  der  resultierenden 
Geschwindigkeit  /'  aus  (45')  die  Form  an: 
,,,,  (B  u'  ,   .  dV*  ,  0 ,  ,    ,       r  ,x\       v>  dp 

oder  anders  geordnet  und  bei  Einführung  der  auf  die  Masseneinheit 
bezogenen  Kraftkomponenten  X,  )',  % 

48)  +  2  (w  m  -  v  n)  =  A'  -  £  (77  +  \  /  *) . 

Haben  die  äußeren  Kräfte  eine  Potentialfunktion  4>,  so  kann  man 
das  ganze  System  (43)  schreiben 

£;'+ *  <•■-■- '"■>=■-£. 

48")  {    ^ +  -'(»»•  -«•0  =  -|f- 

?d<-  +  2(W  -«*)--  dx, 

worin  0  +  77  +  l  /  2  =  ß  gesetzt  ist. 
Im  Falle  stationärer  Bewegung  ist 

du  /dt  =  dv'ldt  =  dw  jdt  =  0 
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und  die  Gleichungen  (48")  ergeben  dann  durch  Zusammenfassung  mit 
den  Faktoren  u\  v\  w  resp.  t,  m\  n 


Diese  Formeln  sagen  aus,  daß  bei  stationärer  Bewegung  die 
Oberflächen  ß  =  Const.  von  einem  Netz  aus  Stromlinien  und 
Wirbellinien  überzogen  sind.  Ferner  ergeben  sie,  wenn  v  die  Rich- 
tung der  Normalen  auf  diesen  Flächen,  positiv  von  kleineren  zu 
größeren  ß  gerechnet,  und  ij  den  Winkel  zwischen  Strom-  und 
Wirbellinien  au  einer  Stelle  einer  Fläche  ß  =  Const  bezeichnet: 


Das  erstere  Resultat  läßt  sich  auch  so  aussprechen,  daß  längs 
jeder  Strom-  und  jeder  Wirbellinie  ß  konstant  ist,  der  konstante 
Wert  aber  im  allgemeinen  von  Linie  zu  Linie  variiert,  und  daß  nur 
diejenigen  Stromlinien  gleichen  Werten  ß  entsprechen,  welche  durch 
eine  Wirbellinie  verbunden  sind,  und  umgekehrt. 

Der  schon  von  Daniel  Bkknuulli  so)  abgeleitete  Satz,  daß  bei 
stationärer  Bewegung  längs  einer  Stromlinie  0  +  77  +  1  F2  konstant 
ist,  ist  hierin  enthalten  und  bildet  die  Grundlage  für  viele  An- 
wendungen. So  liefert  er  für  eine  schwere,  aus  einem  Gefäß  aus- 
fließende Flüssigkeit  das  TomcELLi'sche  Theorem  31),  indem  man  ihn 
auf  eine  Stelle  der  freien  Oberfläche  im  Reservoir  und  auf  die  Ober- 
fläche des  Strahles  an  der  Austrittsstelle  anwendet  Sind  dort  die 
äußeren  Drucke  gleich,  sind  die  Geschwindigkeiten  resp.  gleich  V0 
und  /,,  und  ist  die  Tiefe  der  Öffnung  unter  dem  Spiegel  im  Ge- 
fäß gleich  h,  so  folgt 


man  von  Helmjioltz  3a)  verdankt 

Aus  den  Gleichungen  (43)  kann  man  durch  Elimination  der 
durch  (43')  definierten  Funktion  77  drei  neue  bilden,  die  sich  unter 
Rücksicht  auf  (43'")  folgendermaßen  schreiben  lassen: 


dSi 
d* 


=  2  FD  sin  (•) . 


49') 


e    dt     +  *{dx      dg)        dx  + 

r  du'  i 

=  f  -j-  -  4-  m 
dx 


.du'       ,  d  u 


 h« 

dg  dx. 


50) 
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Benutzt  man  die  auf  S.  189  gegebene  Zerlegung  der  Kraft- 
komponenten und  setzt  nach  den  Formeln  (187') 

so  erhält  man  statt  des  Systems  (50),  indem  man  nur  den  ersten 
der  rechts  stehenden  Werte  benutzt, 

d{~i?)      l  A   4     rdu'       .du'  ,  ,du' 


50") 


(?) 


4"') 

*     dt         ■  e>-c  ö  i 

Haben  die  wirkenden  Kräfte  eine  Potentialfunktion,  so  ist 

^  =  m  =  yv=  o 

und  die  vorstehenden  Gleichungen  ergeben  in  diesem  Falle,  daß  für 
ein  Flüssigkeitsteilchen,  welches  zu  irgend  einer  Zeit  uicht  rotiert, 
d.  h.  verschwindende  /',  m',  n  besitzt,  /'/(>,  m'/p,  n'/e  konstaut,  also 
gleichfalls  dauernd  Null  sind. 

Man  darf  daher  behaupten,  daß  bei  Einwirkung  konservativer 
Kräfte  innerhalb  einer  idealen  Flüssigkeit  Wirbelbewegungen  weder 
entstehen  noch  vergehen  können. 

Ist  die  Bewegung  eine  ebene,  etwa  u  und  v  von  z  unab- 
hängig und  w  =  0,  so  ergeben  die  Formeln  (50")  spezieller,  daß  dabei 
für  jedes  Flüssigkeitsteilchen  ri\ y  sich  mit  der  Zeit  nicht  ändert  — 

Wir  betrachten  nun  zwei  Flüssigkeitsteilchen,  die  zur  Zeit  /  die 
Koordinaten  x,  y,  z  und  x  -f-  r)\r,  y  +  8 y ,  z  -f  dz  besitzen  und  auf 
einem  Wirbelfaden  im  Abstand  <)*  liegen;  dann  muß  zu  dieser  Zeit 
gelten : 

ol)  i>x  =  —D   ,  <)>J  =   -/r  ,  öz  =  -jr. 

Die  Geschwindigkeitskomponenten  «?'  und  m'  +  <)V,  »'  +  <?t/, 
tr'-f-  fVir'  stehen  dabei  in  der  Beziehung,  daß 

v  ,     &s  ( du'        ,  du'  ,du'\ 
/>  \    d  x  d  y  dx  } 

ist,  woraus  nach  (50")  aucli  folgt 
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51') 


51"') 


Wirken  nur  konservative  Kräfte,  so  giebt  dies  wegen 

v  /      v  dx       JÖx  P 
du  —  o   ,  .  —     .„    U.S.  t. 
dt         a  t 

4»,-*>Zä{L),  (/^  =  „J;rf(';'),  äS:=v%dl«).  r,r> 

und  hieraus  folgt  für  die  Werte 

[d'x\=  dx     JÖt,    (<)y)j  =  äy  +  d  8y ,    (r)'     =  J  r  -f  dÖ  z . 
welche         dy,  dz  zur  Zeit  t  +  dt  besitzen,  das  System  Formeln: 

(^-i'('  +  e<))-^l{-),, 

(^=4f(«'+^(;'))=Pä;cv  ) 

worin  der  Index  1  wiederum  bezeichnet,  daß  der  Wert  der  be- 
treffenden Größen  zur  Zeit  t  +  dt  zu  nehmen  ist. 
Vorstehende  Gleichungen  geben  das  Resultat 

(*K- 

welches  aussagt,  daß  die  betrachteten  beiden  Flüssigkeitsteilchen  auch 
zur  Zeit  t  +  dt  noch  auf  einer  Wirbellinie  liegen,  und  daß  ihr  Ab- 
stand sich  in  demselben  Verhältnis  geändert  hat,  wie  oder 
aber,  daß  das  Produkt  QÖsjl)  konstaut  geblieben  ist 

Hieraus  folgt  auch,  daß  ein  Wirbelfaden  während  der  Be- 
wegung seinen  Charakter  beibehält;  ein  Abschnitt  desselben  von  der 
Länge  Ös  und  dem  Querschnitt  q  verwandelt  sich  also  während  dt  in 
einen  eben  solchen  von  der  Länge  (Ös\  und  dem  Querschnitt  qv  Seine 
Masse  bleibt  dabei  ungeändert,  d.  h.  es  ist  q  y  tf  s  —  (q  (>  d's\  ,  und 
da  gleichzeitig  q  Ssjl)  =  (p  Ösjl)\  ist,  so  folgt,  daß  das  Pro- 
dukt ql)  aus  Querschnitt  und  Rotationsgeschwindigkeit  für  einen 
Abschnitt  eines  Wirbelfadens  bei  dessen  Bewegung  konstant  ist 

Da  überdies  nach  S.  267  das  Produkt  q  1)  längs  desselben 
Wirbelfadens  stets  konstant  ist,  so  kann  man  dasselbe  als  einen  Para- 
meter betrachten,  der  einen  bestimmten  Wirbelfaden  ein  für  allemal 
charakterisiert 
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$  10.  Potentialbewegungen,  begrenzt  durch  feste  und  bewegte  Wände. 

Haben  die  äußeren  Kräfte  X,  /  eine  Potentialfunktion  </J, 

so  ist  eine  partikuläre  Lösung  der  allgemeinen  Gleichungeu  (43) 
gegeben  durch  33) 

d  F       ,     d  F  f     d  F 

'                                 d  x  1            dy  ö  x 

wo  das  Geschwiudigkeitspotential,  eine  stetige  Funktion  der 
Zeit  und  der  Koordinaten  sein  muß,  aber  in  mehrfach  zusammen- 
hängenden Räumen  vieldeutig  sein  darf,  wenn  nur  seine  Difterential- 
quotienten  eindeutig  sind. 

Diese  Lösung  ist  die  vollständige,  wenn  die  Geschwindigkeiten 
so  klein  sind,  daß  man  in  (43)  die  Glieder,  welche  die  Produkte  der 
Geschwindigkeitskomponenten  enthalten,  neben  den  übrigen  vernach- 
lässigen kann.  Hier  ist  dann  speziell  dFjdt=  T—  (</>  +  77),  wo 
T  eine  Funktion  von  t  allein  bedeutet,  also,  falls  F  eine  Funktion 
der  Koordinaten  allein  bezeichnet, 

52')  F  =  f{T-<b-I7)dt  +  F. 

Die  Formeln  (52)  stellen  eine  Bewegung  dar,  welche  stets  und 
überall  parallel  der  Normale  iV  auf  den  Oberrlächen  /'=Const.  statt- 
findet und  zwar  mit  einer  Geschwindigkeit 


Die   Bedingungen    für   die    Existenz   eines  Geschwindigkeits- 

potentiales  sind 

d  w'       d  v'  _  d  u       d  ie'  _  d  v        du'    ^ 

d  y       dz  ~~  öz       d  x  ~  d  x  dy 

d.  h. 

I  =  m  =  ri  =  0 ; 

sie  zeigen,  daß  eine  wirbellose  Bewegung  eine  Potentialbewegung 
ist,  und  umgekehrt. 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Resultate  folgt  allgemein  aus  den 
drei  Gleichungen  (48"),  daß 

52")  dft  +  ü  =  T 

d.  h.  eine  Funktion  der  Zeit  allein,  im  Falle  stationärer  Bewegung 
aber  spezieller,  daß 

52  ")  J2=  </>+  77  +  ^/-  =  C 
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d.  h.  im  ganzen  von  der  Flüssigkeit  erfüllten  Raum  konstant 
sein  muß. 

Die  Formeln  (52")  resp.  (52"')  enthalten  neben  dem  Geschwindig- 
keitspotential noch  die  Funktion  77  und  durch  sie  den  Druck  />;  wo 
p  vorgeschrieben  ist,  liefern  sie  also  eine  Bedingung  für  F,  wo  das 
nicht  der  Fall  ist,  eine  solche  für  p.  Ersteres  findet  an  sogenannten 
freien  Oberflächen  statt,  letzteres  an  Flächen,  wo  dF/dv  gegeben 
ist.  z.  B.  an  festen  Körpern.  Wir  beschränken  uns  zunächst  auf  den 
letzteren  Fall,  es  kommen  also  jene  Formeln  bei  der  Bestimmuni? 
von  /'  für  uns  zunächst  nicht  in  Betracht.  — 

Die  Kontinuitätsgleichung  (43")  wird  bei  Einführung  der  Lösungen 
(40)  zu 

oder 

B  (    dF\  .    B  (    8F\       d  [    dF\  ,   dQ  A 

und  die  Bedingung  an  den  Oberflächen,  wo  die  Geschwindigkeits- 
komponente v  nach  der  Normalen  v  vorgeschrieben  ist,  zu 

BF,  co"\ 

Diese  Oberflächen  können  durch  starre,  aber  irgendwie  bewegte 
Wände  gebildet  werden,  sie  können  aber  auch  beliebige  Ausströmungs- 
oder Einströmungsflächen  sein,  die  nur  für  die  Betrachtung  gezogen 
werden,  weil  in  ihnen  die  Normalgesch windigkeit  gegeben  ist,  die 
aber  die  Flüssigkeit  nicht  wirklich  begrenzen. 

Ändert  sieb  die  Dichte  jedes  Flüssigkeitsteilchens  während  der 
Bewegung  nicht,  d.  h.,  ist  dgjdt—0,  etwa  weil  die  Flüssigkeit 
überhaupt  inkompressibel  ist,  so  lautet  die  Gleichung  (53) 

A/'=0,  53") 

und  sie  bestimmt  mit  (53")  nach  S.  181  die  Funktion  /'  in  ihrer 
Abhängigkeit  von  x,  y,  z  und  t  bis  auf  eine  additive  Funktion  der 
Zeit  vollständig,  falls  v  für  die  ganze  Umgrenzung  der  Flüssigkeit 
gegeben  ist  und  letztere  vollständig  im  Endlichen  liegt. 

Gleiches  gilt  nach  S.  183  für  eine  unendliche  Flüssigkeit,  wenn 
die  Oberflächen,  längs  deren  dF/dv  gegeben  ist,  vollständig  im 
Endlichen  liegen;  gleiches  auch,  wenn  sie,  wie  etwa  eine  unendliche 
Ebene,  sich  zwar  ins  Unendliche  erstrecken,  dort  aber  öFöv  von 
mindestens  zweiter  Ordnung  unendlich  klein  wird,  so  dali  jedenfalls 
das  Integral  fdo(dF,dv),  über  sie  alle  ausgedehnt,  endlich  ist. 

Voigt,  Th*oreti«:he  Physik.  IS 
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Die  Bestimmung  von  /'  kanu  dann  nach  S.  185  mit  Hilfe  der 
zweiten  GüEEN'schen  Funktion  G2  geschehen. 

Versteht  man  nämlich  unter  G't  eine  innerhalb  des  zunächst 
als  einfach  zusammenhängend  gedachten  Raumes  k  eindeutige  und 
stetige  Funktion,  welche  der  Hauptgleichung  A  G2  =  0  genügt  und 
an  der  Oberfläche  die  Bedingung 

6  0,  =c._  B  r 
b  v  b  v 

erfüllt,  wo  r  die  Entfernung  von  einem  Punkte  o,  b,  c  der  Flüssig- 
keit, v  die  innere  Normale  bezeichnet,  so  ist  jederzeit 


Ist  dabei  die  Flüssigkeit  von  den  Wänden,  längs  deren  dF/dv 
gegeben  ist,  vollständig  begrenzt,  so  muß  für  sie  gelten 


ist  dies  nicht  der  Fall,  sondern  erstreckt  sich  die  Flüssigkeit  ins 
Unendliche,  so  kommt  diese  Bedingung  in  Wegfall. 

Ist  der  von  der  Flüssigkeit  begrenzte  Raum  mehrfach  züsam- 
menhängend,  z.  B.  von  ringförmiger  Gestalt,  so  genügen  die  bis- 
herigen Angaben  nicht  mehr,  um  F  zu  bestimmen,  da  in  diesem 
Falle  das  Potential  mehrwertig  sein  kann;  sie  sind  dann  durch  die 
Festsetzung  der  Potentialsprünge  zu  ergänzen,  die  an  den  Hilfs- 
querschnitten stattfinden,  durch  welche  der  Raum  in  einen  einfach 
zusammenhängenden  verwandelt  werden  kann.  Diese  Potentialsprtinge 
entsprechen  Cirkulationen  in  den  bezüglichen  ringförmigen  Bereichen, 
welche  unabhängig  von  der  Bewegung  der  Oberflächenelemente  von 
k  vorgeschrieben  werden  können.  Die  Methode  zur  Bestimmung  von 
F  giebt  in  diesen  Fällen  die  Formel  (182")  des  ersten  Teiles  an.  — 

Ein  spezieller  Fall  ist  der,  daß  die  Begrenzung  der  Flüssigkeit 
durch  ruhende  feste  Wände  gebildet  wird  und  nur  durch  gegen 
deren  Gesamtdimensionen  kleine  Öffnungen  qh  in  den  Wänden,  die 
wir  Quellen  nennen  wollen,  Flüssigkeit  zu-  oder  abströmt34). 

In  diesem  Falle  ist  G2-r(l /r)  längs  jeder  dieser  Öffnungen  als 
konstant  anzusehen,  so  lange  der  betrachtete  Punkt  a,  b,  c  sich  in 
endlicher  Entfernung  von  ihr  befindet;  die  Formel  (54)  nimmt  hier 
also  die  Gestalt  an 


54) 


do  +  C. 


54') 
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worin 


et-e/(ä;)/9» 

die  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Öffnung  qh  zuströmende  Flüssig- 
keitsmenge die  Ergiebigkeit  der  Quelle  bezeichnet 

Für  den  Halbraum  ist  Gt  gleich  der  reziproken  Entfernung  1  /r' 
von  dem  Spiegelpunkt  der  untersuchten  Stelle  in  Bezug  auf  die 
begrenzende  Ebene;  daher  wird  in  der  Oberfläche  G%  =  1/r  und 
demgemäß  bei  beliebigem  dF  d  v 

l   fFFdo  r 

was  sich  in  dem  zuletzt  betrachteten  speziellen  Falle  verwandelt  in 

F  =  ---l-2?*+2:Ch.  54") 

2  n  g       r  h 

Von  besonderem  —  allerdings  mehr  theoretischen  als  prak- 
tischen —  Interesse  sind  weiter  die  Fälle,  daß  die  Zuströmung  und 
Abströmung  von  Flüssigkeit  durch  unendlich  kleine  geschlossene 
Oberflächen  oh  im  Innern  des  erfüllten  Raumes,  je  von  den  Er- 
giebigkeiten Qh,  stattfindet;  wenn  dabei  im  übrigen  die  Begrenzung 
nur  durch  feste  Wände  gebildet  ist,  so  muß  2Qh  =  0}  d.  h.  die 
durch  diese  Quellen  zu-  und  abströmende  Flüssigkeitsmenge,  gleich 
groß  sein;  dies  ist  nicht  erforderlich,  wenn  sich  die  Flüssigkeit  ins 
Unendliche  erstreckt. 

Ist  die  Flüssigkeit  nach  allen  Seiten  unbegrenzt,  und  liegen 
alle  Quellen  im  Endlichen,  so  ist  6'a  =  Const.,  denn  der  Ansatz 

/:  =  -   1  2  ''>h 

Ana  rh 

genügt  hier  für  sich  allein  schon  allen  Bedingungen;  ist  dagegen 
eine  feste  Begrenzung  gegeben,  so  kann  man 

und 

setzen,  um  mit  Hilfe  von  Gt  die  Grenzbedingung  dFidv  —  O  zu 
erfüllen. 

In  den  Fällen,  wo  die  Begrenzung  nur  durch  feste  Ebenen  ge- 
bildet wird,  kann  man  die  Funktion  als  NEWTON'sches  Potential 
von  mit  Qfc/4jt(>  gleichen  oder  entgegengesetzten  und  in  den  Spiegel- 
punkten der  Quellen  angebrachten  Massen  immer  dann  erhalten, 

18* 
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wenn  diejenigen  Spiegelpunkte,  welche  in  den  von  Flüssigkeit  er- 
füllten Raum  Ä  fallen,  ausschließlich  in  den  Quellen  selbst  liegen. 
Dies  findet  u.  a.  statt  beim  Halbraum,  bei  einer  von  parallelen  Ebenen 
begrenzten  Schicht,  bei  dem  rechteckigen  oder  gleichseitig  drei- 
eckigen Prisma,  bei  dem  Keil  von  der  Öffnung  nja,  wo  a  eine 
ganze  Zahl  ist.  In  ähnlicher  Weise  kann  für  diese  Räume  G%  ge- 
bildet werden. 

Die  Betrachtung  gestattet  die  Ausdehnung  auf  ebene  Bewegungen, 
und  es  lassen  sich  hier  auch  Begrenzungen  in  Kreisbogen  durch 
die  Methode  der  Spiegelpuukte  behandeln. 

Ebene  Strömungen  sind  im  allgemeinen  leichter  zu  behandeln, 
als  räumliche,  weil  partikuläre  Integrale  der  Hauptgleichung  für  das 
Geschwindigkeitspotential 
-  e\  &'F  .  8*F 

o5)  cT^  +  öy»- A*/  =  Ü 

sowohl  durch  den  reellen,  als  den  imaginären  Teil  einer  jeden 
Funktion  von  x  +  iy  geliefert  werden. 

Setzt  man  F  +  i 'S  =  /  ( x  +  iy),  so  ist  wegen 

d  F  _  d  S  d_F  _  B_S 
dx  ~  ö  yy     dy  ~~  dx 

die  Gleichung  der  Stromkurven 

dF   dF      ,  , 

>  -  :  3—  =  d  x  :  d  ii 
dx    dy  J 

allgemein  integrabel  und  liefert 

55')  S=Const; 

S  führt  deshalb  den  Namen  der  Strömungsfunktion.  Längs  fester 
Grenzen  muß  die  Ströniungsfunktion  konstant  sein.  — 

Vorstehendes  liefert  eine  erste  physikalische  Deutung  der  Funk- 
tion Gj  oder,  noch  bequemer,  der  S.  187  aus  ihr  abgeleiteten 

für  einen  allseitig  begrenzten  Raum  h.  Denn  da  im  Innern  von  A 
A  f2  =  0  und  da  an  der  Oberfläche  dT2  dv  =  0  sein  soll,  so  läßt 
rt  sich  jederzeit  auffassen  als  das  Geschwindigkeitspotential  der 
stationären  Bewegung,  welche,  von  zwei  Quellen  in  a.  b,  c  und  a\  b\  c* 
von  den  Ergiebigkeiten  ±4t«  ausgehend,  in  dem  mit  inkompres- 
sibler,  reibungsloser  Flüssigkeit  erfüllten  und  von  festen  ruhenden 
Wänden  begrenzten  Raum  k  stattfindet. 

Da  eine  solche  Bewegung  innerhalb  jedes  beliebig  gestalteten 
Bereiches  möglich  ist,  so  kann  man  daraus  schließen,  daß  sich  stets 
eine  Funktion  rt  diesen  Bedingungen  entsprechend  bestimmen  lassen 
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muß.  Dieselbe  Schlußweise  läßt  sich  in  Bezug  auf  ebene  Bewegungen 
und  die  ihnen  entsprechende  zweite  GKEENsche  Funktion  G\  resp. 
die  daraus  abgeleitete  7^  =  G\  +  / (e)  —  l {e)  anwenden.  — 

Besitzt  die  Flüssigkeit  keine  freie  Oberfläche,  so  sind  alle  zur 
Bestimmung  von  F  dienenden  Gleichungen  in  dieser  Größe  linear; 
hierauf  beruht,  daß  man  in  dem  speziellen  Falle,  daß  die  Begren- 
zung der  Flüssigkeit  durch  die  Oberfläche  eines  starren,  beliebig 
bewegten  Körpers  gebildet  wird,  das  Geschwindigkeitspotential  in 
einer  bemerkenswerten  Weise 


in 


Teile  zerlegen  kann.36)  Wir  be- 
schränken uns  bei  dieser  Betrachtung  wieder  auf  unveränderliche 
Dichte  p,  resp.  inkompressible  Flüssigkeiten. 

Sind  y',  t)',  die  Komponenten  der  Lineargeschwindigkeit  eines 
in  dem  starren  Körper  festen  Punktes  r,  ti,  und  sind  f,  m',  n'  die- 
jenigen seiner  Rotationsgeschwindigkeit  um  Parallele  X,  %  3  zu  den 
absolut  festen  Axen  A",  K  Z  durch  diesen  Punkt,  so  kann  man  setzen 


F-t*\  +  \)F%  +  h'F3  +  T /;  +  m'Fb  +  n'F„ 


56) 


wo  nun  wegen  AxytF—0  und 
dF 


—  +  (z  -  h)  m'  -  (y  ~  ») »')  cos(n,  x) 
+  («'  +  (x  -  r)n'  -  (z  -  i)!')  C08(«,y) 
+  Ö'  +  (y  -  9)  1'  -  (*  -  r)m)  cos  (n,  z) 


die  Fh  sämtlich  der  Hauptgleichung 

und  außerdem  den  speziellen  Randbedingungen 
cos  (n,x), 


bF\ 
6  n 


dd^  =  {y-  ") (»,*)-(*-  5) cos (n,  y) , 


56) 


57) 


b  n 
dn 


=  cos(n,y), 
=  cos (n ,  z) , 


=  (*  —  5)  cos  (n,  x)  -  (x  —  r)  cos  («,:), 
=  (x  —  r)  cos (n,y)  —  (y  -  n)  cos  (»,  x) 


57') 


genügen  müssen. 

Da  die  Lage  der  Oberfläche  gegen  das  absolut  feste  System 
X,  Y,  Z  wechselt,  und  da  die  Bedingungen  (57  )  an  dieser  Oberfläche 
erfüllt  sein  müssen,  so  sind  die  Fh  Funktionen  außer  von  den  Koordi- 
naten x,  y,  z  der  betrachteten  Stelle  in  der  Flüssigkeit  noch  von  der 
Gestalt  und  der  Lage  des  Körpers  abhängig;  sie  sind  aber  unab- 
hängig von  seinen  Translation*-  und  Rotationsgeschwindigkeiten. 

Die  vorstehende  Zerlegung  läßt  sich  ohne  Abänderung  auch 
auf  den  Fall  übertragen,  daß  sich  mehrere  starre  Körper  in  der 
Flüssigkeit  bewegen,  und  jederzeit  sind  die  Fh  dann  eindeutig  be- 
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stimmt,  wenn  man  sie  den  obigen  Bedingungen  unterwirft  und 
außerdem  noch  festsetzt,  daß  sie  eindeutige  und  stetige  Funktionen 
der  Koordinaten  sind,  die  im  Unendlichen  verschwinden. 

W  ird  nur  ein  starrer  Körper  innerhalb  der  Flüssigkeit  bewegt, 
so  kann  man  den  ganzen  Vorgang  auch  auf  ein  in  ihm  festes 
Koordinatensystem  A,  B,  C  beziehen.  Für  eine  Stelle  a,  b>  e  der 
Flüssigkeit  sind  dann  dFjda,  dF/db,  dFjdc  nach  wie  vor  die 
absoluten  Geschwindigkeitskomponenten,  nur  genommen  nach  den 
bewegten  Axen,  und  die  Funktion  F  folgt  noch  derselben  Gleichung 

58)  Aal>cF=0, 

da  sie  Differentialquotienteu  nach  der  Zeit  nicht  enthält. 

Bezeichnet  man  mit  n',  b',  c'  die  Geschwindigkeitskomponenten 
des  im  Anfang  des  Systems  J,  B,  C  befindlichen  Punktes  des  Kör- 
pers, mit  p\  q',  r'  die  Rotationskomponenteu  des  Körpers,  beide  auf 
das  System  At  2?,  C  bezogen,  so  sind  (et'  -f  cq'  —  bx),  (ü'  +  ür'  —  <-p'), 
(c'  +  b\>'  —  aq')  die  absoluten  Geschwindigkeitskomponeuten  des  Puuk- 
tes  a,  b,  c  des  Körpers  nach  den  Axen  A,  B.  C\  und  die  Obern"  ächen- 
bedingung  lautet 

58')        t^n  =  ^  +  e  q  ~  b  ^  C03  ^ '     +  (b'  +  "  r'  -  c  »') 008  (n » b) 

+  (c'  +  b  p'  —  a  q')  cos  (n,  c) . 

Man  kann  daher  auch  hier  zerlegen 

58")  F=  o'Si  +  b'32  +  c'33  +  p'34  +  q'55  4-  r'36 

und  für  die  5,(  analoge  Formeln  aufstellen,  wie  (57)  und  (57'):  diese 

Funktionen  %h  sind  hier  aber,  da  die  Lage  des  starren  Körpers 

gegen  das  System  A,  B,  C  unveränderlich  ist,  nur  von  der  Gestalt  des 

Körpers  abhängig.  — 

Nach  den  vorstehenden  Entwicklungen  ist  die  lebendige  Kraft 
*P  eines  Systems  von  starren  Körpern  und  der  Flüssigkeit,  innerhalb 
deren  sie  sich  bewegen,  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  der 
Geschwindigkeiten  y\  t)',  5',  f.  m'.  11'  resp.  a,  l>',  c',  p',  q',  r'  dieser 
Körper,  welche  vollständig  bekannt  ist,  wenn  die  vorstehenden  Glei- 
chungen für  das  betrachtete  System  integriert  sind.  Hierauf  beruht 
die  Möglichkeit,  die  Gesetze  der  Bewegung  eines  solcheu  zusammen- 
gesetzten Systems  unter  der  Wirkung  gegebener  äußerer  Kräfte  aus 
der  HAMii/roxTschen  Gleichung  abzuleiten.36) 

Nach  der  Gleichung  (99)  des  ersten  Teiles  ergiebt  sich  hier 

59)  t,:  +  <>  ,V,  +  £  a*)rf*  I  -fjta  V+*J), 
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wobei  das  Integral  links  über  Körper  und  Flüssigkeit  ausgedehnt  ist 
Für  die  starren  Körper  kann  man  die  virtuellen  Verrückungen  be- 
liebig vorschreiben,  auch  so,  daß  sie  für  t  =  t0  uud  i  =  tx  verschwinden. 
Durch  sie  bestimmen  sich  die  virtuellen  Verrückungen  für  alle  Teile 
der  Flüssigkeit,  wenn  man  denselben  noch  die  Bedingungen  auf- 
erlegt, daß  sie  für  t  =  t0  verschwinden,  uud  daß  die  durch  sie  mo- 
difizierte Bewegung  der  Flüssigkeit  wieder  eine  Potentialbewegung 
ist.  Damit  sind  dann  jene  Variationen  auch  für  t  =  tx  bestimmt, 
aber  nicht  notwendig  gleich  Null. 

Trotzdem  verschwindet  an  der  oberen  Grenze  der  auf  die 
Flüssigkeit  bezogene  Teil  des  Integrals  auf  der  linken  Seite  der 
Gleichung  (59);  denn  er  läßt  sich  schreiben 


und  beide  Integrale  verschwinden:  das  Raumintegral  wegen  der 
Inkompres8ibilitätsbedingung;  das  Oberflächenintegral,  soweit  es  sich 
auf  die  Grenzen  der  starren  Körper  bezieht,  weil  sich  durch  die 
für  sie  zur  Zeit  t  —  tx  geltenden  Werte  8x  -  Öy  =  8  z  =  0  die 
Kormalkomponente  der  Verdickung  der  anliegenden  Flüssigkeitsteil- 
chen ebenfalls  zu  Null  bestimmt;  soweit  es  sich  auf  die  unendlich 
fernen  Teile  bezieht,  weil  nach  den  Betrachtungen  auf  Seite  184 
durch  Bewegungen  der  betrachteten  Art  im  Endlichen  für  unendlich 
ferne  Punkte  nur  solche  von  zweiter  Ordnung  hervorgerufen  werden. 
Demgemäß  gilt  auch  im  vorliegenden  Fall 


Die  Arbeit  d'A  wird  teils  an  den  starren  Körpern,  teils  an  der 
Flüssigkeit  geleistet  und  möge  daher  in  Ö'Ak  +  SyAf  zerlegt  werden. 
Soll  ein  Geschwiudigkeitspotential  existieren,  so  müssen  die  auf  die 
Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte  konservativ  sein.  Die  Arbeit  solcher 
Kräfte  würde,  wenn  der  ganze  Raum  von  homogener  Flüssigkeit 
erfüllt  wäre,  bei  jeder  Beweguug,  welche  die  äußere  Begrenzung 
nicht  verändert,  verschwinden.  Hieraus  folgt,  daß  die  faktisch  an 
der  Flüssigkeit  geleistete  Arbeit  S%Af  das  Entgegengesetzte  ist  von 
der  8'Ak*  welche  an  den  starren  Körpern  durch  dieselben  Kräfte 


=  o  J  F(8xcos(n.x)  +  <fycos(n,y)  +  8  z  cos  («,  z))  du 


59') 
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geleistet  werden  würde,  wenn  ihre  Dichte  gleich  derjenigen  der 
Flüssigkeit  wäre.    Man  kann  demgemäß 

VA  =  ö'Ak-VAk 

setzen  und  behaupten,  daß  sowohl  d*P,  wie  S'A  nur  von  der  Gestalt, 
Massenverteilung,  Lage  und  Bewegung  der  starren  Körper  abhängen. 

Bezeichnet  man  die  Potentialfunktion  der  wirkenden  Kraft  mit 
0,  so  ist  nach  dem  Gesagten 

worin  ok,  die  Dichte  der  festen  Körper,  mit  dh  variieren  kann,  of,  die 
Dichte  der  Flüssigkeit,  aber  konstant  ist. 

Die  HAMiLToN'sche  Gleichung  läßt  sich  weiter  vollständig  so 
entwickeln,  wie  das  auf  S.  107  angedeutet  ist,  und  führt,  wenn  es 
sich  um  die  Bewegung  nur  eines  Körpers  in  einer  unendlichen  und 
im  Unendlichen  ruhenden  Flüssigkeit  handelt,  bei  Benutzung  des 
im  Körper  festen  Systemes  J,  B,  C  auf  die  Formeln  (132)  und  (132  ) 
des  ersten  Teiles  zurück. 

Den  Wert  der  lebendigen  Kraft  W  zu  bestimmen  muß  man, 
wie  oben  gesagt,  im  allgemeinen  das  Strömungsproblem,  das  durch 
die  Formeln  (53)  und  (53")  definiert  ist,  gelöst  haben;  in  dein  Fall, 
daß  ein  einziger  Körper  vorhanden  ist,  welcher  Symmetrieelemente 
besitzt,  kann  man,  wenn  die  Bewegung  auf  ein  in  ihm  festes  System 
A,B,C  bezogen  wird,  wenigstens  die  Form  von  bestimmen,  ohne 
jene  Vorbedingung  zu  erfüllen. 

Den  allgemeinen  Wert  V  der  lebendigen  Kraft  können  wir 
nämlich  definieren  durch 

/  2«P=  a'(«na'  +  ff]2b'+  ",3c'  +  «Hl>'  +  a,6q'  +  o^r) 

60)  +  b'(a21a'  +  a2ab'+  ...) 

+  c'(«sia'+  a32b'+  •  •  •) 

+  

worin  die  ahk,  welche  beiläufig  der  Beziehung  ahk  —  akh  genügen, 
nur  von  der  Gestalt  und  der  Massenverteilung  des  Körpers  abhängen. 
Denn  W  setzt  sich  zusammen  aus  der  lebendigen  Kraft  des  starren 
Körpers,  welche  von  dessen  Parametern  nur  solche  enthält  die  sich 
durch  seine  Massen  Verteilung  bestimmen  (nach  S.  100  nämlich  m, 
a,  ß,  y,  A,  B,  r,  A%  ß\  r')  und  aus  derjenigen  der  Flüssigkeit, 
deren  Parameter  nach  dem  zu  (58")  Gesagten  nur  von  der  Gestalt 
des  Körpers  abhängen. 

Fallen  nun  die  Symmetrieelemente  beider  zusammen,  was  z.  B. 
stets  stattfindet,  wenn  der  starre  Körper  homogen  ist,  so  kann  man 
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schließen,  daß  nach  gleichwertigen  Richtungen  gleiche  Translations- 
oder Rotationsgeschwindigkeiten  des  Körpers  auch  gleiche  Werte 
der  gesamten  lebendigen  Kraft  ergeben.  Hiernach  muß  *P  eine 
skalare  Funktion  der  zweimal  drei  Vektorkomponenten  n\  b\  c'  und 
p ,  q',  r'  sein,  welche  die  Symmetrie  des  starren  Körpers  besitzt  und 
nach  den  in  §  17  des  ersten  Teiles  gegebenen  allgemeinen  Grund- 
sätzen für  spezielle  Fälle  spezialisiert  werden  kann37). 

Um  dies  auszuführen,  zerlegen  wir  den  Ausdruck  (60)  nach 
dem  Schema 

2W=  ^  +2^a  + 

worin 

%  =  a{ana'  +  aJ2b'+  a„c')  +  b>81Q  +  ai2b'  +  aa3c') 
+  c>81a'+  a„b'  +  «33  c), 

W3  =  p'^p'  +  a^q'  +  a4er)  +  ei>64p'  +  auq  +  o68r') 
+  r>fl4p'  +  a66q'+  fl06  V'). 

Jede  dieser  drei  Funktionen  hat  den  Typus  II,  der  auf  Seite  137 
behandelt  ist 

Ist  die  Z-Axe  in  Bezug  auf  die  Gestalt  und  Massenverteilung 
des  Körpers  eine  Symmetrieaxe  von  höherer  Zähligkeit,  als  zwei, 
so  reduzieren  sich  hiernach  diese  Ausdrücke  auf 


^,  =  «14(a'p'+b'q')  +  «,6cY, 
^3  =  «44(»'2+0  +  «eet'2. 


60) 


Ist  ferner  die  positive  und  die  negative  Drehungsrichtung  um  die 
Koordinatenaxen  oder  die  positive  und  negative  Verschiebungsrichtung 
ihnen  parallel  gleichwertig,  so  muß  V2  verschwinden,  und  es 
resultiert 

V=  an(a'2+  b'*)  +  «33c'2+  «44(p'2  +  q'*)  +  a66r".  60") 

Dieser  Ausdruck  gilt  unter  anderem  für  eine  vier-  oder  sechsseitige 
Pyramide,  für  ein  analoges  Prisma,  für  einen  beliebigen  Rotations- 
körper, sämtlich  mit  homogener  Dichte  erfüllt  gedacht 

Sind  alle  drei  Koordinatenaxen  gleichwertig,  so  wird  noch 
spezieller  «33  =  «n,  «66  =  a44. 
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61) 


dF 
dx 

dir 

$y 

r 

V  = 

dF 

dy 

+ 

dU 
dx 

ir  = 

dF 

dx' 

+ 

dV 

dx 

0  = 

dU 
dx 

+ 

dV 

§11.    Allgemeinste  Flüwigkeitsbewegungen  ohne  freie  Oberfläche. 

Wendet  man  die  Resultate  der  in  §  23  des  I.  Teiles  allgemein 
durchgeführten  Zerlegung  von  Vektorkomponenten  auf  die  Geschwin- 
digkeitskomponenten u\  u\  w  an,  so  erhält  man  folgendes  Resultat 
Innerhalb  eines  beliebig  begrenzten  Raumes  k  lassen  sich  stetige 
Geschwindigkeitskomponenten  jederzeit  darstellen  in  der  Form 

dV 

dir 

dx  * 
dU 

wobei 

,  dir 

+  dx 

Diese  Zerlegung  ist.  vorausgesetzt,  daß  man  Anteile  an  F,  i\  J]  JFf 
welche  sich  in  dem  obigen  System  rechts  herausheben,  außer  Be- 
tracht läßt,  eindeutig  bestimmt,  wenn  man  die  Oberflächen- 
bedingung auferlegt,  daß 

dF      —  -  -  -  -- 

61')  d-  =  ?/cos(v,x)  +  »'cos(t>,y)  +  w'cos{vfz)  =  v. 

Aus  dem  Ansatz  (61)  folgt  unter  Benutzung  von  (43"  ) 

61")  A/-=|--  +  -*-  +  ^= 

'  dx        dy        dx  q  dt 

außerdem 

61"')  AU=  -  2/',    Af'=  -  2m,  A//"=-2n'. 

Man  kann  daher. für  F,  U,  F,  //  folgende  Werte  bilden: 

62)  i,./i  +  iL/(I 

worin  FQ  durch  die  Gleichung 

62')  A  F0  =  0 

und  die  Bedingung  (61')  bestimmt  ist; 

ft.,„      r _  ÖB      d_T       y _  dT      dA      u  _dA  dB 
°"  }      L  ~~  dx        dy  '        ~  dx       ~B*  »        ~  dy       dx  ' 
worin 


62") 
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Erstreckt  sich  die  Flüssigkeit  ins  Unendliche,  so  kommt  nach 
S.  191  für  die  unendlich  ferne  Begrenzung  die  Gleichung  (61')  als 
Bedingung  für  F  resp.  F0  in  Wegfall,  und  die  Bestimmung  der 
Funktionen  F.  V,  F,  W  hört  auf,  eindeutig  zu  sein,  ausgenommen 
den  Fall,  daß  dojodt  im  Unendlichen  verschwindet  und  /{dg  I pdt)dk, 
üher  den.  ganzen  Raum,  2^fvhdoh^  üher  etwaige  im  Endlichen 
liegende  geschlossene  Begrenzungsflächen  oh  erstreckt,  endlich  ist. 
Fehlen  die  Grenzflächen  oh,  was  wir  weiter  zunächst  voraussetzen 
wollen,  so  ist  F0  gleich  Null;  ändert  sich  überdies  für  das  einzelne 
Teilchen  die  Dichte  o  mit  der  Zeit  nicht,  ist  etwa  die  Flüssigkeit 
inkompressibel.  so  ist  auch  F  =  0,  und  man  kann  ohne  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  setzen 

d  W      d  V  8  U      8  R"       ,     d  V      8  U  ßQv 

"afl7'F'  v=  d7-Tx  '  ?r=  Jx~  ä7'  63> 

wobei 

U  8B  8F     y  ö  r  8A    8B 

~~  8  *       8  y'       ~~  8  x  "  8  ;  T       ~~  8  y      8  x 

und 


inj       r  4njr  4nJ  r 

ist 

Man  erhält  hier  durch  Kombination  der  letzten  Gleichungen 


63') 


al  aj 


M?i  COS  (fj,  y)  —  »1  COS  (fp  z))  ^ 

1  f  (8  ic.  8  p.\  dk.  c 
4nJ  W-o;;)^1'  U-S-f' 


63") 


worin  vl  die  innere  Normale  auf  bezeichnet,  und,  wenn  das  auf  die 
unendliche  Begrenzung  bezogene  Oberflächenintegral  verschwindet, S8) 

u ^tJ"^'  »  =IJ^.  63-) 

Es  ist  von  Interesse,  daß  eine  der  vorstehenden  analoge  Zer- 
legung auch  bei  Bewegungen  mit  wechselnden  Dichtigkeiten  an- 
wendbar ist,  soweit  jene  stationär  sind. 

Denn  die  Gleichung  (43")  lautet  in  diesem  Falle 

»!-'  +  *»''  +  '».f:_0.  64) 
o  x        d  y        d  t  ' 

man  kann  also  für  Strömungen  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit 
setzen 
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64') 


v         a  y      a  *. 


,     öU  a?B 


,   ösb  au 

1         öi  dy 


und  für  U,  SS,  SB  ähnliche  Ausdrücke  bilden,  wie  sie  in  (63"')  dar- 
gestellt sind.  — 

Die  Formeln  (68)  und  (63"')  gestatten,  die  Geschwindigkeits- 
komponenten an  jeder  Stelle  der  Flüssigkeit  zu  irgend  einer  Zeit 
als  die  Wirkung  der  Wirbel  aufzufassen,  welche  gleichzeitig  in  der- 
selben irgendwo  stattfinden.  Jedes  Volumenelement  8^  giebt  zu 
u'j  v,  w  Anteile  8u,  Öv,  fite,  welche  sich  in  Bezug  auf  Stellen 
in  endlicher  Entfernung  von  Sk^  folgendermaßen  ausdrücken: 


65) 


Sv. 


_dkL 


In 


2n 


öl 

r 

-  m\ 

r 

al 

r 
dx 

-«i 

r 

a  x 

al 

r 

r 

dx 

-l'x 

ay 

Diese  Anteile  kann  man  als  Komponenten  einer  Geschwindig- 
keit 8  s  ansehen,  deren  Richtung  sich  dadurch  bestimmt,  daß  nach 
Vorstehendem 

/[  8  u  +  m  {  8  v  +  n[8  xo  =  0 


65') 


a  r ,  a  r .  a  r  v  , 
ax^  +  a/^  +  ä^^ 


ist;       steht  also  normal  auf  der  Ebene  durch  die  Rotationsaxe  in 
8kx  und  durch  die  Verbindungslinie  r;  die  Seite,  nach  welcher  8  s 
liegt,  folgt  aus  der  Rotationsrichtung  in  Skv 
Die  Größe  von  8  s  tindet  sich  zu 


65") 


&  ä,  Dt  sin/ 


worin  2>j  die  Rotationsgeschwindigkeit  und  /  den  Winkel  zwischen 
der  Rotationsaxe  uud  r  bezeichnet. 

Gleiche  Richtung  und  Größe  mit  8  s  besitzt  die  Kraft,  welche 
nach  dem  sogenannten  BiOT-SAVART'schen  Gesetze  ein  in  x,  y,  z  be- 
findlicher magnetischer  Einheitspol  seitens  eines  in  dkx  parallel  Dx 
fließenden  galvanischen  Stromes  von  mit  l)x  proportionaler  Starke 
erleidet.  — 
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Die  erhaltenen  Resultate  über  die  Grotte  und  die  Richtung  von 
8  s  genügen  in  einfachen  Fällen  —  z.  B.  wenn  ein  einziger  oder 
zwei  parallele  und  coaxiale  kreisförmige  Wirbelfäden  vorhanden 
sind  —  um  über  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  und  demgemäß  der 
Wirbelfaden,  die  nach  S.  271,  falls  nur  konservative  körperliche 
Kräfte  wirken,  mit  jener  fortschwimmen,  eine  Vorstellung  zu  geben. 

Summiert  man  8u\  8v\  die'  über  einen  geschlossenen  Wirbel- 
faden, vom  normalen  Querschnitt  qx ,  so  ist  zu  berücksichtigen,  daß 
längs  desselben  nach  S.  267  qxDx  konstant  ist;  bezeichnet  man  die 
Projektionen  des  Axenelementes  dsl  des  Fadens  durch  dxl,  dyiy 
dz^,  so  erhält  man  für  Punkte,  die  keinem  Teil  des  Wirbelfadens 
unendlich  nahe  liegen, 

(8v)  = 


[8w)  — 


6 

r 

dx 


i 


r 

~d~7 

r 
dy 


dz, 


d.r 


65") 


Vergleicht  man  diese  Resultate  mit  dem  System  (1 79')  des 
vorigen  Teiles,  so  erkennt  man.  daß  die  Geschwindigkeit  {8s)  nach 
Richtung  und  Größe  übereinstimmt  mit  der  Kraft,  welche  eine 
magnetische  Doppeltiäehe  von  dem  konstanten  Moment  +qlI)J2nf] 
welche  durch  den  Wirbelfaden  begrenzt  ist,  auf  einen  Einheitspol 
an  der  Stelle  x,  y,  z  ausübt 

Da  jene  Kraft  ein  Potential  besitzt,  so  hat  auch  die  Ge- 
schwindigkeit (8s)  ein  Geschwindigkeitspotential,  was  begreiflich  ist 
da  die  Stelle,  auf  welche  sich  die  Formeln  beziehen,  außerhalb  des 
Wirbelfadens  liegt  — 


Für  ebene  Flüssigkeitsbewegungen  ka 


nn  man  n 


ach  S.  200,  wenn 


die  XV- Ebene  der  Bewegungsebene  parallel  gelegt  wird,  allgemein 
die  Zerlegung  anwenden: 


aus  der  folgt 


und 


,  _  d  F     d  \V 

U  ~  dx+"by  ? 


dF 


s        ox  oy 


v  W 
'   dx  » 

1 

v  dt 


-  2n. 


60) 

66') 

66") 
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Unterwirft  man  F  noch  längs  der  Grenze  *  des  Flächenstückes, 
für  welches  die  Zerlegung  gelten  soll,  der  Bedingung 

66'")  |£  =  ü'  cos  (*,*)  +  v'  cos  (v,  y)  =  v', 

so  ist  es  dadurch  vollständig  bestimmt;  außerdem  gilt 

67) 

'  dy  dx 

und 

67')  ^-  +  sn;/("'-r9I/Wrfft'  J»-+^/("'-S)/Wrfft- 

Erstreckt  sich  die  Flüssigkeit  über  die  ganze  unendliche  Ebene, 
und  genügt  die  Bewegung  der  Bedingung 

«»)  ^  +  ü  =  °' 

so  kann  man  nach  S.  201  F  konstant  setzen  und  erhält 

68")        J       =  ~  Y^J  &C0B{*v*)-  ü[eos{9vy))l{e)dsl 

Wenn  dag  Randintegral  unendlich  klein  ist,  so  giebt  dies3") 

es-)  r-  -ip./wrf?,, 

eine  Formel,  die  sich  genau  so  deuten  und  verwerten  läßt,  wie  (63"'); 
W  ist  nach  S.  276  mit  der  Strömungsfunktion  S  identisch,  und 
die  Formel  W  —  Const.  bestimmt  daher  die  Stromkurven.  — 

Ist  n  zu  der  betrachteten  Zeit  nur  in  diskreten,  unendlich  kleinen 
Flächen  gh,  die  in  endlichen  Entfernungen  von  einander  liegen,  von 
Null  verschieden,  d.  h.,  ist  nur  in  einzelnen  parallel  der  Z~Axe 
liegenden  Fäden  Wirbelbewegung  vorhanden,  und  setzt  man  für  ein 
jedes  derselben  den  Wert  von 

69)  f"^  =  .V„ 

so  wird 

69')  H>'=-2Nhl{eh), 

wo  nun  eh  die  Entfernung  der  betrachteten  Stelle  von  dem  hten 
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Wirbelfaden  bezeichnet  W  ergiebt  sich  hier  gleich  dem  logarithmi- 
schen Potential  eines  Systemes  von  in  der  X  }  -Ebene  verteilten  Massen- 
punkten iYv  Da  nach  dem  auf  S.  270  Gesagten  bei  ebenen  Be- 
wegungen unter  der  Wirkung  konservativer  Kräfte  n  für  jedes 
Flüssigkeitsteilchen  konstant  ist,  so  ist  auch  Nh  eine  den  Wirbel- 
faden (A)  charakterisierende  Konstante. 

Die  dieser  Strömungsfunktion  W  entsprechenden  Werte  der 
Geschwindigkeiten  u  und  v  an  einer  beliebigen  Stelle  y  sind 
nach  (68  ) 

W'=-^;^A,    L+SNk±Z!L>;  69") 

h  h  h  h 

jeder  Wirbelfaden  giebt  also  einen  Anteil  *h  zur  Gesamtgeschwindig- 
keit, welcher  normal  zu  eh  steht  und  die  Größe  KJeh  hat 

Dieser  Anteil  ist,  wie  oben  gesagt,  unabhängig  davon,  ob  in  x,  y 
sich  etwa  ein  Wirbelfaden  befindet;  ein  solcher  wird  also  ebenso  in 
Bewegung  gesetzt,  wie  ein  wirbelloses  Flüssigkeitsteilchen.  Für  den 
Aten  Faden  gilt  somit 

«4  =  -  SNkhZh,  vk  =  +  Iff,^; 

h>k>  ehk  h(k)  ehk 

oder  anders  geschrieben 

JftK--Jft£A\^^,    Jftti~+JftSItk^i  69-) 

h<k,         *hk  A<*>  ehk 

die  Summen  sind  über  alle  Fäden  mit  Ausnahme  des  Aten  zu  er- 
strecken, da  dieser  sich  selbst  eine  Translationsbewegung  nicht 
erteilt 

Diese  Formeln  haben  eine  gewisse  Ähnlichkeit  mit  denen,  welche 
die  Gesetze  der  ebenen  Bewegung  eines  Punktsystemes  unter  alleiniger 
Wirkung  innerer  Kräfte,  die  proportional  sind  mit  NhNk  und  \jehk) 
aussprechen;  nur  stehen  hier  die  Geschwindigkeiten  der  Massen- 
punkte Nh  an  Stelle  der  Beschleunigungen  dort,  und  die 
inneren  Kräfte  liegen  hier  normal,  dort  parallel  der  Verbindungs- 
linie der  Punkte. 

Infolge  dieser  Analogie  haben  einige  aus  dem  System  (69"')  zu 
ziehende  Folgerungen  Verwandtschaft  mit  den  für  Punktsysteme  der 
genannten  Art  geltenden  Sätzen. 

Es  gilt  ein  Schwerpunktssatz 

2;Nku'k  =  0,    ZJVkv'k  =  0,  70) 

ein  Flächensatz 

ZXk(xkvk-ykuk)  =  2*NkXk,  70) 
ein  Satz  über  das  innere  Potential  des  Punktsystemes 
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70")  2?XhNkUhk  =  C, 

endlich  ein  Satz  über  das  Trägheitsmoment  um  den  Koordinaten- 
anfang 

70"')  2Nkel  =  C", 

die  alle  durch  geeignete  Zusammenfassungen  der  Formeln  (69") 
leicht  erhalten  werden  können ;  C  und  C"  bezeichnen  in  den  letzten 
beiden  Formeln  Konstanten  und  die  Summen  sind  über  alle  ä, 
die  Summen  J£"  über  alle  Kombinationen  von  h  und  h  zu  erstrecken. 

Die  allgemeinen  Sätze  (70)  bis  (70  ")  liefern  jederzeit  Integrale  für 
das  Problem  der  Bewegung  eines  Systemes  von  geradlinigen,  parallelen 
Wirbelfäden  in  einer  unendlichen  Flüssigkeit,  die  aber  nur  in  den 
einfachsten  Fälleu  für  sich  allein  ausreichen,  um  das  Problem  zu 
Ende  zu  führen.  Die  Bewegung  wird  durch  äußere  Kräfte,  welche 
ein  Potential  haben,  nicht  beeinflußt,  sondern  nur  der  herrschende 
Druck;  im  allgemeinen  Falle  ist  auf  die  Formeln  (48)  zurück- 
zugreifen. — 

Sind  Begrenzungen  vorhanden,  so  kann  man  bei  inkompres- 
sibeln  Flüssigkeiten  nichtsdestoweniger  die  Wirbelbewegungen  zu 
einer  beliebigen  Zeit  willkürlich  vorschreiben,  so  weit  dabei  kein 
Widerspruch  mit  der  identischen  Formel 

BJ  dm'  B  n'  n 
dx  +  dy  +  dx  ~  U 

entsteht. 

Wendet  man  dann  für  U,  /*,  //  die  Gleichungen  (63")  an,  so 
erfüllen  die  nach  (63)  hieraus  folgenden  «',  v,  w  die  Grenzbedin- 
gungen nicht;  letztere  lassen  sich  aber,  so  weit  sie  für  die  Oberfläche 
nur  die  Normalgeschwindigkeit  v  vorschreiben,  jederzeit  durch  Zu- 
fügung  einer  Potentialbewegung,  d.  h.  durch  Benutzung  des  allge- 
meinen Ansatzes  (61),  befriedigen,  wo  nun /'außer  der  Hauptgleichung 
A  F  =  0  noch  die  Bedingung  zu  erfüllen  hat 

Ff    -    (/dir    dv\     .    ,  ,  (Fu    Fw\     .  x 

+  (f7-lf)co8M- 

Die  so  erhaltenen  ;/',  v,  tr'  gelten  aber  nur  für  den  Moment, 
für  welchen  die  I,  m,  n  vorgeschrieben  sind;  damit  sie  immer 
gelten,  die  Bewegung  also  stationär  sei,  müssen  körperliche  Kräfte 
spezieller  Art  wirken,  deren  Komponenten  aus  (48')  folgen,  falls  man 
dort  d  u  j  dt,  d  v  j  d  t,  dw  J  dt  gleich  Null  setzt.  Wendet  man  auf 
sie  die  Zerlegung  (187)  des  ersten  Teiles  an.  so  erkennt  man,  daß 


Digitized  by  Google 


§  12.    Impondtrable  Fluida  innerhalb  ponderabler  Körper.  289 


die  Potentialfunktion  </>  von  p  j  (>  =  77  untrennbar  ist,  so  daß  nur 
die  Summe  beider  Ausdrücke  sich  bestimmen  läßt 

Bei  vorgeschriebenen  Kräften  ist  die  Bewegung  im  allgemeinen 
veränderlich  und  bietet  dann  der  analytischen  Behandlung  sehr  große 
Schwierigkeit. 

$  12.    Qrundgleichungen  für  die  Bewegung  imponderabler  Fluida 
innerhalb  ponderabler  Körper.    Strömung  von  Wärme  oder  Elek- 
tricität  in  einem  Leitersystem  und  verwandte  Erscheinungen. 

Wir  wollen  uns  nunmehr  den  Raum,  innerhalb  dessen  die  strö- 
mende Flüssigkeit  sich  befindet,  von  einem  feinen  Netzwerk  von 
regelmäßigem  und  gleichförmigem  Gefüge  erfüllt  denken,  welches 
der  Bewegung  eiuen  Widerstand  entgegensetzt.  Die  auf  die  Massen- 
einheit bezogenen  Komponenten  X0,  J0,  Z0  dieses  Widerstandes 
setzen  wir  an  jeder  Stelle  einerseits  der  Dichte  der  strömenden 
Flüssigkeit  proportional  und  denken  sie  andererseits  von  der  Größe 
und  Richtung  ihrer  Geschwindigkeit  abhängig;  in  erster  Annäherung 
können  wir  sie  dann  als  lineare  Funktionen  der  Geschwindigkeits- 
komponenten «',  v,  ir'  einführen.  Endlich  machen  wir,  wie  in  §  8, 
die  Annahme,  daß  die  inneren  Kräfte  der  Flüssigkeit  vernach- 
lässigt werden  können. 

Dann  erhalten  wir  aus  (43),  indem  wir  für  die  auf  die  Massen- 
einheit bezogenen  körperlichen  Kräfte,  ausschließlich  der  Wider- 
standskomponenten X0,  V0i  Z(t,  die  Bezeichnungen  A',  V,  Z  beibehalten 
und  unter  xhk  ein  System  von  Konstanten  verstehen. 

Ti  +  (>(*"  w  +  *» v  +  *13  Ir  )  ~  Xy  u*  s*  f" 

dazu 

+        +         +  »f  =  0. 

d x        dy  d  x  'dt 

Da  die  innern  Kräfte  der  Flüssigkeit  verschwinden,  kann  in  der 
Grenze  zweier  Körper  (h)  und  (k)  eine  unendliche  Kondensation  und 
demgemäß  eine  Flächendichte  nhk  entstehen,  deren  Anwachsen  gegeben 
ist  durch 

(7,  (uh  cos  (wA,  .r)  +  vh  cos  +  wh  cos  (nfc,  z)) 

.  d*hL 

+  i»k  ("jk  cos  {nL.x)  +  vk  cos  +  wk  cos  {nk,  z))  +  -j±k  =  0 . 

worin  nh  und  n,.  die  inneren  Normalen  auf  den  bezüglichen  Ober- 
flächenelementen bezeichnen. 

Voiot,  Theoretisch«  Physik.  1 9 
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Hierin  wollen  wir  abgekürzt 

QU  =  U,     (J  v  =  u,     o  w  =  tu, 
(i  («'  cos  (n,  x)  4-  »'  cos (»,y)  4-  m?'  cos (n,  *))  =  n 

setzen  und  u,  t),  ro  die  Strömungskomponenten  nennen;  sie  stellen 
die  Menge  Flüssigkeit  dar,  welche  an  der  Stelle  r,  y,  z  in  der  Zeit- 
einheit durch  ein  Flächenelement  dg  normal  zur  X-,  Y-,  if-Axe  resp. 
zur  Richtung  von  n  hindurchtritt,  durch  dies  Element  dividiert.  Es 
ist  also 

[u]  =  [u]  =  [,u]  =  [it]  -  m  M  f-i . 

Endlich  nehmen  wir  an,  daß  —  etwa  wegen  der  sehr  bedeutenden 
Größe  der  Konstanten  xhk  —  die  Beschleunigungen  du /dt,  dv  jdt, 
die '  jdt  neben  den  übrigen  Gliedern  vernachlässigt  werden  können. 
Dies  wird  stets  dann  stattfinden,  wenn  mit  dem  Verschwinden  der 
äußeren  Kräfte  auch  die  Geschwindigkeit  eines  jeden  Flüssigkeits- 
teilchens in  unmerklich  kurzer  Zeit  verschwindet,  also  das  Fluidum 
sich  so  verhält,  als  besäße  es  keine  Trägheit,  als  wäre  es,  wie  man 
sagt,  imponderabel. 
Dann  erhalten  wir 

71)  ]  x21u  +  x2Jü  +  x23ro  =  7, 

*31  «  +  *32  U  +  *33  »  =  Z » 


71') 


dx  +  öy+  dz  +dt  ~~ 

«„  +  »*  +  -d-f  =  o. 


Die  Koeffizienten  xAk,  welche  in  homogenen  Körpern  konstaut,  in 
inhomogenen  stetig  mit  dem  Ort  veränderlich  sind  und  in  den 
Grenzen  springen,  heißen  die  Widerstandskoeffizienten  des  Me- 
diums und  spezialisieren  sich  eventuell  nach  dessen  Symmetrie- 
elementen gemäß  den  früher  hierfür  angegebenen  Regeln  und  nach 
Schema  II  auf  8.  137. 

Die  drei  Gleichungen  (71)  können  wir  nach  u,  u,  tt>  auflösen 
und  also  das  ganze  System  schreiben 


71') 


u  =  AnA'  +  A12  r+Xl9Z, 
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du,  dti  .  ö  tu      d  o  _  » 

n* +  n* +     = 0  • 


71") 


Die  Faktoren  lhk  heißen  die  Leitfähigkeitskoeffizienten  der 
Substanz  und  lassen  sich  ähnlich  behandeln,  wie  die  xhk. 
Bei  isotropen  Körpern  wird 

'•23  ~  '-32  =  ''31  =  '"13    =  '"12  =  ^21  =  ^>      ''11  =  ''22  "  '"33  =  '" 

und  analog 

X23  ~  X32  =  X31  =  X13  =  X12  =  X21  =  ^'     Xll  =  X22  =  X33  =   £  ' 

daraus  folgt,  daß  hier  die  Strömung  der  treibenden  Kruft  stets  par- 
allel verläuft 

Es  mag  hervorgehoben  werden,  daß  die  letzten  Formeln  un- 
geändert  bleiben,  wenn  wir,  etwa  weil  die  Trägheit  der  betrachteten 
Flüssigkeit  gegen  die  sonst  bekannter  unmerklich  ist,  die  bisherige 
mechanische  Definition  der  Masse  und  die  daraus  fließende  der 
Dichtigkeit  aufgeben  und  irgend  eine  andere,  z.  B.,  wie  bei  den  elek- 
trischen Massen,  die  durch  ihre  Fernwirkungen  gegebene,  an  ihrer 
Stelle  einführen.  Nur  die  xhk  und  ).hk  verändern  dabei  ihre  Dimen- 
sionen und  ihre  numerischen  Werte. 

Die  Formeln  (71)  bis  (71")  sind  geeignet  zur  Ableitung  der 
Gesetze,  nach  welchen  die  Strömung  der  als  Fluida  aufgefaßten 
Wärme  und  Elektricität  in  Leitern  stattfindet  u,  ü,  lu  bedeuten 
auch  dann  die  in  der  Zeiteinheit  parallel  den  Koordinatenaxen  durch 
eine  dazu  normale  Flächeneinheit  strömenden  Mengen,  A',  }\  Z  die 
auf  die  Masseneinheit  bezogenen  treibenden  Kräfte,  die  im  Falle  der 
Wärmeströmung  Temperaturdifl'erenzen,  im  Falle  elektrischer  Strö- 
mung meist  elektrostatischen  Ladungen  ihren  Ursprung  verdanken. 

Bei  den  elektrischen  Vorgängen  kann  man  dabei,  wie  in  §  8  des 
ersten  Teiles  schon  benutzt  ist.  zwei  Fluida  mit  entgegengesetzten 
Dichtigkeiten  in  voneinander  unabhängiger  Bewegung  befindlich 
denken. 

Ferner  sind  die  Formeln  in  etwas  speziellerer  Fassung  auf  den 
Vorgang  der  Diffusion  einer  gelösten  Substanz  innerhalb  eines  Lö- 
sungsmittels oder  derjenigen  zweier  mischbarer  Flüssigkeiten  ineinander 
anwendbar  und  bieten  auch  Vorteile  zur  anschaulichen  Deutung  der 
Gesetze  der  magnetischen  und  dielektrischen  Polarisation.  — 

Charakteristische  Eigenschaften  der  allgemeinsten  thermischen 
und  elektrischen  Strömungen  erhält  man  durch  Diskussion  der  For- 
meln (71"),  die  noch  keinerlei  beschränkende  Annahmen  enthalten.4  ) 

19* 
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72) 

wobei 

72') 


Die  durch  sie  dargestellten  Strömungskomponenten  lassen  sich 
in  zwei  Teile  zerlegen  nach  dem  Schema 

u  =  ltj  +  u2 ,    0  =  Uj  +  i>a  >    U»  =  iüj  +  iu2 , 
iij  =  /.t  A'  4-  /.^  i"  -+-  Aa        u2  =  —  r3  Y  +  r2  Z, 

\)x  =  ?:3  x  +  a2  J'  + z ,  u2  =  —  ^  /  +  r3  x, 
wl  =  ;.;a  + ;.;  r+ a3/,  n>2  =  -raA*+^}, 

^23  ~  *1  "~  Tl  »     *32  =  ^1  +  Tl  » 

*si  =  *a  ~~  r2  '  *is  =  *a  +  Ta » 
^12  =  K  ~  r3  >     *ai  =  *3  +  T3  ' 

außerdem  kurz 

).n  —  /n  ,    A22  =  /2 ,    /.38  =  Äs 

gesetzt  ist. 

Die  Komponenten  Mj,  t>r  tOj  geben  zusammengesetzt  eine  Strö- 
mung S3j,  welche  gegen  die  Kraftrichtung  ebenso  liegt,  wie  die  Nor- 
male auf  einer  Tangentenebene  an  dem  Ellipsoid 

72")      1  =  Aj-r»  +  A2y2  +  ;.,*»  +  2)\yz  +  2*',**  +  2*',*^ 

gegen  den  Radiusvektor  nach  der  Berührungsstelle. 

Das  Ellipsoid  (72")  heißt,  weil  seine  Axen  mit  den  Wurzeln  aus 
den  Leitfahigkeitskoeftizienten  lhk  indirekt  proportional  wachsen, 
das  Widerstandsellipsoid. 

Die  Komponenten  ur  to2,  iö2  geben  zusammengesetzt  eine  Strö- 
mung %r  welche  senkrecht  steht  auf  der  Richtung  der  Kraft  Ä*  und 
der  Richtung  des  Vektors  Tf  den  man  erhält,  wenn  man  rv  r2,  r3  als 
Strecken  auf  den  Koordinatenaxen  aufträgt  und  zu  einer  Resultierenden 
zusammensetzt.    Die  Gesamtströmung  S$2  ist  gegeben  durch 

72"*)  =  KTsin{K,T); 

sie  hat,  wenn  K  nach  einem  festen  Punkte  gerichtet  ist,  den  Charakter 
einer  Rotation,  und  man  nennt  demgemäß  die  Konstanten  ta, 
welche  für  ihre  Größe  maßgebend  sind,  die  rotatorischen.  $2  ver- 
schwindet, wenn  die  Bedingungen  ?.hk  =  ).kh  bestehen. 

Dasselbe  Verfahren  kann  man  auf  das  Formelsystem  (71)  an- 
wenden und  erhält  bei  mit  (72*)  korrespondierenden  Bezeichnungen 

a'  =  a1  +  x2,  r=r1  +  r2,  z=zx  +  ziy 

Xx  =  Xj  u  -f  x3  u  -f-  x2    ,    A2  =  —     u  -f  ,t2  \v , 

J \  =  X3  U  +  X2Ö  +  X',  TO  ,      J",  =  -       W  +  7T3  U  , 

=  x2  u  +  xj  0  -f-  x,io .    Z2  =  -  *2  u  +  TT,  b . 


73) 
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wo  der  Zusammenhang  zwischen  93  und  der  Resultierenden  A,  von 
Xv  Yv  Zx  durch  ein  zweites  Ellipsoid 

1  =  xxx*  +  xy  +  *3z2  +  2x\yz  +  2x\zx  +  2x\xy  73') 
bestimmt  wird,  welches  man  das  Ellipsoid  der  Leitfähigkeiten 
nennt.41) 

Die  Axen  der  beiden  Ellipsoide  fallen  im  allgemeinen  nicht 
zusammen,  sondern  nur  in  dem  Falle,  daß  die  rotatorischen  Kon- 
stanten rh  resp.  jrfc  verschwinden.  In  diesem  speziellen  Falle  sind 
die  gleichgelegenen  Axen  für  beide  Ellipsoide  einander  indirekt 
proportional. 

Dem  Ellipsoid  der  Leitungstätigkeiten  kann  man  eine  sehr 
anschauliche  Bedeutung  geben,  wenn  man  aus  den  allgemeinen  For- 
meln (71)  die  Komponente  S  der  wirkenden  Kraft  nach  der  Strö- 
mungsrichtung, aus  den  Formeln  (71")  die  Komponente  f  der  Strö- 
mung nach  der  Richtung  der  Kraft  bildet  Man  erhält,  wenn  durch 
n,  b,  c  die  Richtungscosinus  der  Strömung  93,  durch  a,  A,  c  diejenigen 
der  treibenden  Kraft  Ä'  bezeichnet  werden, 


5=  «(xX  +  xaba  +  *3c*  +  2x\bc  +  2x2ca  +  2x\  ab), 
f  =  A^a2  +  A,£2  +  /.3c2  +  2X\hc  +  2l\ca  +  2A3 


oder  wenn  SR  den  Radiusvektor  im  Ellipsoid  (73')  in  der  Richtung  von 
%  R  denjenigen  im  Ellipsoid  (72")  in  der  Richtung  von  Ä'  bezeichnet 

93  =  S$R2,  A  =  f  A*.  74') 
Die  erstere  Formel  gestattet  unmittelbar  die  Anwendung  auf  einen 
lineären  Leiter,  und  9i2,  das  Quadrat  des  Radiusvektors  im  Leitfähig- 
keitsellipsoid,  erscheint  hier  als  seine  spezifische  Leitungsfähigkeit. 

Bezieht  man  den  Krystall  auf  die  Hauptaxen  A'°,  Y°,  Z°  des 
Widerstandsellipsoides  als  Koordinatenaxen,  so  wird 
*i  =  ^2  =  K  =  0 ,    Afc  =     ,    rH  =  Tfc, 
und  das  System  (71")  ergiebt 

u°  =  +  AJ  X°  -  t3°  J'°  +  r2°  Z°, 

ü°  =  +  r3°  A'°  +  X2°  r°  -  rj  Z\  74") 

to°  =  -  rj  A°  +  rf  )'°  +  /.3°  . 

Dies  System  kann  man  geometrisch  deuten,  indem  man  beide 
Seiten  der  Formeln  mit  einer  unendlich  kleinen  Zahl  e  multipliziert 
und  t  u°,  «  uQ,  «  n>°  als  die  Komponenten  einer  sehr  kleinen  Verrückung 
t%  an  einer  Stelle  mit  den  Koordinaten  A°,  }"°,  Z°  in  einem  nicht- 
starren Körper  betrachtet. 

Die  Verrückung  dieses  Punktes  ist  dann  nach  dem  System  (74") 
bewirkt  durch  eine  gleichförmige  Dilatation  des  Körpers  nach  den 
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drei  Axen  X°,  J'°,  Z°  um  die  Beträge  6/J,  eAJ,  €/J  und  eiue  gleich- 
zeitige Drehung  des  Körpers  um  die  Richtung  des  Vektors  T  und 
um  den  Betrag  e  T. 

Diese  Deutung  zeigt  beiläufig,  daß  der  Vektor  T  nach  Größe 
und  Richtung  unabhängig  vom  Koordinatensystem  und  allein  durch 
die  Natur  des  Krystalles  bestimmt  sein  muß,  auf  den  sich  die  For- 
meln beziehen.  — 

Ist  die  Strömung  eine  ebene,  ist  etwa  tu  =  0,  so  wird  durch 
Elimination  von  Z  aus  (71")  erhalten 

75)  '  l*\ 

ein  System,  an  welches  ähnliche  Betrachtungen  geknüpft  werden 
können,  wie  oben  an  (71"). 

Noch  wichtiger  ist  der  Fall,  daß  die  eine  Kraft komponente 
verschwindet,  und  die  beiden  anderen,  sowie  alle  für  die  Strömung 
gültigen  Grenzbedingungen,  von  der  jener  entsprechenden  Koordinate 
unabhängig  sind,  etwa  #=0  ist  und  A*  und  }'  die  ^-Koordinate 
nicht  enthalten.  Dann  sind  auch  u,  ü,  io  Funktionen  von  r  und  y 
allein,  und  der  Vorgang  kann,  obwohl  die  Strömung  parallel  Z  nicht 
verschwindet,  ganz  in  der  AT- Ebene  verfolgt  werden,  da  die  Grenz- 
bedingungen  die  Komponente  \v  nicht  enthalten.  Man  kann  dann  u 
und  t>  ähnlich  wie  oben  zerlegen  und  setzen 

7y)        |  H  =  AI1x+A12r=/.1X4-/.;)-r3r, 

I   u  =      A  +  A22 )'  =  A2 )'  +  *i  V  +  r,  A", 

auch  eine  Widerstandsellipse 

1  =  V«  +  K  f  +  2):,r!h 

die  Schnittellipse  des  Ellipsoides  (72")  mit  der  AT- Ebene,  einführen, 
auf  deren  Hauptaxen  bezogen  ).h  =  tyn  r:t  =  rj  und  =  0  wird,  und 
das  letzte  Formelsystem  lautet 

n  =  a°a°  -  r;  y°,  ü  =  x;  r°  +  rjA'°. 

Fällt  die  Z-kxe  mit  der  Richtung  des  Vektors  T  auf  S.  292 
zusammen,  so  ist  in  den  wichtigsten  Fällen,  wo  die  rotatorischen 
Glieder  in  der  Natur  vorkommen,  nämlich  bei  gewissen  Gruppen 
des  rhomboedrischen,  des  tetragonalen  und  des  hexagonalen  Krystall- 
systemes,  zugleich  die  A-  und  J'-Axe  gleichwertig,  lu  mit  Z  gleich  Null, 
und  die  Formeln  (75)  und  (75  )  nehmen  die  gleiche  Gestalt  an : 

75")  ii  =  IX  —  t  V.  u  =  /.) "+  rA. 
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Aus  derselben  folgt,  daß,  wenn  man  rj).  =  tg«  setzt  und  den  Winkel 
der  Strömungsrichtung  mit  der  J-Axe  &,  den  der  Kraftrichtung 
mit  der  A'-Axe  f)  nennt  jederzeit 

=  H  +  a 

ist,  also  die  beiden  Richtungen  um  eine  konstante  Größe  gegen- 
einander geneigt  sind.  — 

Im  Vorstehenden  sind  keinerlei  Annahmen  über  das  Gesetz, 
nach  welchem  die  treibenden  Kräfte  wirken,  eingeführt.  Der  wich- 
tigste hierfür  in  Betracht  kommende  Fall  ist  der,  daß  sie  eine 
Potentialfunktion  besitzen.  Bei  der  Wärmeströmung  ist  dieselbe 
eine  Funktion  der  Temperatur  und  in  erster  Näherung  ihr  pro- 
portional, kann  aber,  da  die  ),hk  schon  Proportionalitätsfaktoren  dar- 
stellen, auch  der  Temperatur  an  der  Stelle  x,  y,  z  einfach  gleich 
gesetzt  werden.  Gleiches  gilt  bei  dem  Vorgang  der  Diffusion  in 
Bezug  auf  die  Konzentration  der  Lösung. 

Bei  Existenz  einer  Potentialfunktion  </>  werden  die  ersten  drei 
Gleichungen  (71")  zu 


'•11 

8  0 

+  >.12 

80 

+  *13 

8  0 

—  u  = 

dx 

dy 

dx  ' 

''22 

80 

60 

-  l>  = 

dx 

dy 

+  *13 

dx  > 

80 

+  *32 

60 

+  ^33 

8  0 

—  w  = 

dx 

dy 

dx  ; 

</>  betrachten  wir  innerhalb  der  Körper  mit  stetig  wechselnder  Be- 
schaffenheit als  selber  stetig,  lassen  aber  zu,  daß  beim  Durchgang 
durch  Flächen,  wo  jene  springt,  die  wir  also  passend  als  Grenz- 
flächen ohk  zwischen  zwei  Körpern  (A)  und  (A)  ansehen,  auch  <J>  un- 
stetig wird.    Wir  setzen,  wie  S.  234, 

**  -  *»  - 76') 

und  betrachten  dabei  0>hk  als  gegeben. 

Ein  Sprung  des  Potentiale«  läßt  sich  nach  dem  auf  S.  261  Ge- 
sagten durch  die  Molekularwirkung  der  diesseits  und  jenseits  der 
Grenzfläche  ohk  verschiedenen  Substanz  der  Körper  (A)  und  (A)  er- 
klären; bei  elektrischen  Vorgängen  ist  nach  der  Beobachtung  <Phk 
eine  der  Kombination  der  Körper  (A)  und  (k)  und  der  Temperatur 
der  Grenzfläche  individuelle  Konstante,  deren  elektromotorische 
Kraft. 

Die  beiden  Formeln  (71"  ) 
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76") 


du       dt  dm 

dx  +  dy  +  dt       dt  ~  U' 

,7*  +      +  dlhtk  =  ° 


erfordern,  um  zur  Bestimmung  von  </>  verwertet  zu  werden,  noch 
Festsetzungen  über  die  Funktionen  o  und  <r,  die,  wenn  die  Teilchen 
der  Flüssigkeit,  etwa  nach  Art  der  elektrischen  Fluida,  auf  einander 
Fern  Wirkungen  ausüben,  mit  0  im  Zusammenhang  stehen  müssen. 

Der  einfachste  Zusammenhang  ist  der,  daß  o  mit  0,  und  ahk 
mit  dem  Mittelwert  von  <J>  in  der  Grenze  ohk  proportional,  etwa 

76"')  0  =  1**,  ****  W(**  + 

ist,  worin  p  und  v  sich  mit  dem  Orte  stetig  ändern  können.  Man 
kennt  übrigens  kein  Beispiel  für  von  Null  verschiedenes  ahV  wenn 
die  Körper  (h)  und  (A)  beide  Leiter  sind,  und  kann  daher  an 
Zwischengrenzen  auch  (Thk  —  0  setzen. 

An  den  äußeren  GrenzHächen  des  stromdurchtiossenen  System  es 
können  je  nach  deren  Natur  verschiedene  Bedingungen  bestehen. 

Grenzt  in  ihnen  das  System  an  einen  Nichtleiter,  so  wird  dort 

76"")  "  +  TT  =  °' 

wobei  d  =  v0  ist  Werden  sie  als  EiutrittsHächen  für  die  Strö- 
mung betrachtet,  so  kann  daselbst  <l>  oder  n  selbst  vorgeschrieben 
gedacht  werden,  es  kommen  auch  Fälle  vor,  wo  das  Aggregat 
5*0  +h»  m  welchem  3  eine  Funktion  des  Ortes  bezeichnet,  ge- 
geben ist  Die  erste  und  letzte  Größe  kann,  soweit  die  Bedingung 
der  Stetigkeit  nicht  verletzt  wird,  als  willkürliche  Funktion  von  Ort 
und  Zeit  gewählt  wrerden;  die  Wahl  der  u  ist  durch  eine  aus  (76") 
folgende  Bedingung  beschränkt,  welche  für  einen  Körper  lautet 


f*do=f 


dg 

~dTdk' 


Die  vorstehenden,  aus  der  Vorstellung  einer  gegen  Widerstände 
stattfindenden  Flüssigkeitsbewegung  abgeleiteten  Formeln  können 
umgekehrt  benutzt  werden,  um  physikalische  Vorgänge,  welche  durch 
eine  Funktion  </>  der  Koordinaten  und  der  Zeit  bestimmt  sind,  die 
den  vorstehenden  analoge  Bedingungen  erfüllt,  als  Strömungs- 
vorgänge zu  interpretieren.  — 

Die  Kombination  der  ersten  Formel  (76")  mit  den  Werten  (76) 
und  (76"  )  giebt  der  Hauptgleichung  der  Potentialfunktion  für  einen 
homogenen  Leiter  die  Gestalt 


Digitized  by  Google 


§  12.    Strömung  bei  wirkendem  Potential.  297 


^  dt  dx*  +*Ma/  +  xu  ö**" 

+  (*2S  +  *Sa)  +  (*31  +  *is)  /"  dx  +  +  *2l)  öJö^ > 

wofür  man  nach  (72')  auch  schreiben  kann 

fit    —  Al   ^  +  A2  flu*    +  A3  fl.i 


77) 


dydx         '2dxdx  3dxdy' 

sie  ist  also  von  den  rotatorischen  Gliedern  gänzlich  frei.  Auf  einen 
isotropen  Körper  bezogen  nimmt  die  rechte  Seite  die  Gestalt  X  A  ^  an. 
Bei  Einführung  der  Widerstandsaxen  erhält  man  hieraus 

Die  gleiche  Form  kann  man  bei  Einführung  von  schiefwinkligen 
Koordinatenaxen  £,  %  3  a«f  unendlich  viele  Weise  erhalten41). 
Denn  setzt  man 

x  =  anz  +  al2\)  +  «135, 

*  =  «31?  +  «32ti  +  «3s5> 

so  ergiebt  sich  als  Bedingung  für  die  Beziehung 

,00*0        .oö»0        .o^0  d^0  77„ 

das  System  Formeln 


'l  «21  «31  +  ^  «22 «33  +  h  «23«33  =  °> 


woraus  man  auch  folgern  kann 


nJL.  _|_  Ü*L  4_  "«*  -  1 


fr3i«s, 

+    1°  +   i°  ~  • 


Die  letzteren  Gleichungen  geben  aber  die  Bedingung  dafür  an,  daß 

v*  l)»  jj» 

*1  *3  ^     '»  ^ 


Digitized  by  Google 


298  //.  Teil.    Merhanik  nichtxtarrer  Körper.    III.  Kap. 

ist,  und  damit  auch  dafür,  daß  die  Axen  X,  %  Q  in  dem  sogenannten 
Hauptellipsoid  43) 

"'")  Tf  +  f  +  f;=1 

ein  System  konjugierter  Durchmesser  hilden.    Das  Hauptellipsoid 
wird  in  dem  speziellen  Falle,  daß  die  rotatorischen  Glieder  ver- 
schwinden, mit  dem  Ellipsoid  der  Leitfähigkeiten  identisch.  — 
Macht  man  die  Substitution 44) 

78)       *|T=!v;M\  yy*"«i?ifi;f  *yr=tysj, 

so  bildet  man  dadurch  den  von  dem  homogenen  Leiter  mit  den 
Konstanten  /.£,  /.£  eingenommenen  Raum  k  auf  einen  anderen 
x  ab;  dem  Hauptellipsoid  in  k  entspricht  dabei  in  x  eine  Kugel, 
welche  den  gleichen  Inhalt  besitzt,  falls  speziell 

78')  ;.3  =   >.£  /.3° 

gesetzt  wird.  Zugleich  nimmt  die  Hauptgleichung  (77)  die  Gestalt  an 

78")  (.'•-iÄ„f*, 

wie  sie  für  isotrope  Leiter  gilt. 

Hat  das  Medium,  welches  der  Behandlung  unterworfen  wird, 
speziell  die  Eigenschaft,  daß  für  dasselbe  die  rotatorischen  Kon- 
stanten verschwinden,  so  folgt  aus  den  Werten 

78-)     »  =  ->.;•*/',  »  =  ->•;•*/.  »  =  -d* 

die  innerhalb  des  homogenen  Leiters  durch  ein  beliebiges  Flächen- 
stück o  gehende  Strömung 

J\\do=  -J (/.['  dd~  cos  (»,*)  +  /.£  6~  cos  {n,y)  +  ;.3°  ~*  cos  (n,  z)J  do , 
also 

78"")     J  ii</o  =  —  A  P£d*i, 

worin  [das  Integral  über  das  durch  Abbildung  aus  o  gewonnene 
Flächenstück  ro  zu  erstrecken  ist,  und  v  die  Normale  auf  dem  Flächen- 
element dio.  —).(d<I>jdv)  die  normale  Strömung  durch  dasselbe 
bezeichnet. 

Diese  Betrachtungen  ergeben  das  Resultat,  daß  man  für  die 
Behandlung  der  Strömung  an  Stelle  eines  homogenen  krystalli- 
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ni sehen  Leiters  jederzeit  einen  durch  die  Substitution  (78)  aus 
ihm  transformirten  isotropen  Körper  substituieren  kann.  Dabei 
bleiben  die  Grenzbedingungen,  soweit  sie  die  Werte  </>  vorschreiben, 
stets  ungeändert;  soweit  sie  aber  n  oder  g2  </>  +  u  vorschreiben, 
nur  dann,  wenn  das  Medium  rotatorische  Konstanten  nicht  besitzt. 

Eine  Ausdehnung  dieser  Behandlungsweise  auf  ein  System  kri- 
stallinischer Leiter  ist  deshalb  nicht  möglich,  weil  die  Widerstands- 
axen  für  die  verschiedenen  Teile  im  allgemeinen  verschiedene  Größe 
und  Richtung  haben.  — 

Schließlich  mag  noch  auf  eine  wichtige  geometrische  Eigenschaft 
der  Substitution  (78)  aufmerksam  gemacht  werden.  Da  sie  linear 
ist,  so  führt  sie  Gerade  wieder  in  Gerade,  Ebenen  in  Ebenen  über 
und  beläßt  Abschnitten  von  gleicher  Länge  auf  einer  Geraden  auch 
diese  Eigenschaft.  Hieraus  folgt  sogleich,  daß  konjugierten  Diame- 
tralebenen und  konjugierten  Durchmessern  des  Hauptellipsoides  im 
Räume  h  zueinander  normale  Diametralebenen  und  zueinander  nor- 
male Durchmesser  im  Räume  x  entsprechen,  und  umgekehrt. 

Das  Gleiche  giebt  die  Berechnung  mit  Hilfe  der  auf  S.  297 
aufgestellten  Formelsysterae.  — 

Ist  <P  nur  von  zwei  Koordinaten,  etwa  x  und  y,  abhängig,  so 
tritt  der  S.  294  charakterisierte  Fall  ein,  und  man  kann  den  Vor- 
gang ganz  in  der  AT- Ebene  darstellen.  Dies  gilt  zwar  immer,  wenn 
alle  Verhältnisse  des  Problems  längs  der  Z-Axe  konstant  sind,  also 
z.  B.  für  cylindrische  Körper  bei  längs  der  Axenrichtung  konstanten 
Anfangs-  und  Oberflächenbedingungen,  nicht  aber  auch  stets  bei 
unendlich  dünnen  Platten  parallel  der  XV- Ebene;  sind  diese  z.  B. 
nach  beiden  Seiten  hin  durch  Nichtleiter  begrenzt,  so  wird  die 
if-Komponente  der  Strömung,  also  \v,  verschwinden  müssen,  und  es 
kommen  für  u  und  ö  die  Formeln  (75)  zur  Geltung.  Noch  anders 
gestalten  sich  die  Verhältnisse,  wenn  längs  der  Seitenflächen  etwa 
5a<£+  m  gegeben  ist,  ein  Fall,  auf  den  wir  bei  Gelegenheit  der 
Wärmeleitung  eingehen  wollen,  wo  er  besonderes  Interesse  gewinnt. 

$  13.    Die  Bewegung  imponderabler  Fluida  innerhalb  ponderabler 
Körper;  allgemeine  Sätze  über  den  stationären  Znstand. 

Wir  gehen  nunmehr  zu  spezielleren  Anwendungen  der  im  vo- 
rigen Abschnitt  abgeleiteten  allgemeinen  Grundbedingungen  über 
und  wenden  dieselben  zunächst  auf  den  stationären  Zustand  an. 
wo  der  ganze  Vorgang  von  der  Zeit  unabhängig  ist. 
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Hier  reduzieren  sich  die  Formeln  (76")  auf 

79) 


du  d  \)  dm  n 
dx  +  dy  +  dl  ~""U' 


während  die  Gleichungen  (76)  und  (76^  ungeändert  bleiben,  die 
Bedingungen  an  den  äußeren  Grenzen  des  Systems  aber  die  Gestalt 
annehmen,  daß  entweder  0,  oder  n,  oder  Sa0  +  n  als  Funktion 
des  Ortes  vorgeschrieben  ist 

Man  kann  die  Betrachtung  noch  etwas  verallgemeinern,  indem 
man  in  den  Gleichungen  (79)  die  Null  auf  der  rechten  Seite  je  durch 
eine  gegebene  Funktion  der  Koordinaten  ersetzt,  die  resp.  mit  r  und 
Shk  bezeichnet  werden  mag;  man  erhält  dann 


79-) 


du  ,  d  ü  .  d  w 
dx      dy  ö* 


"h  +  »*  =  f**  • 

Diese  Gleichungen  entsprechen  nach  der  Bedeutung  der  u,  ö,  n> 
und  n  dem  Falle,  daß  jedes  Volumenelement  dk  eine  Quelle  von 
der  Ergiebigkeit  xdh,  jedes  Grenzelement  dohk  eine  solche  von  der 
Ergiebigkeit  Shkdohk  enthält 

Wir  werden  nun  zunächst  beweisen,  daß  die  Gleichungen  (79) 
resp.  (79  )  mit  den  dabei  angegebenen  Neben-  und  Grenzbedingungen 
0  vollständig  bestimmen,  indem  wir  uns  der  S.  181  in  einem  spe- 
zielleren Falle  angewandten  Methode  bedienen  und  zeigen,  daß,  wenn 
zwei  Lösungen  0W  und  02>  mit  gegebenen  r,  fÄk,  0Ak  und  0 
resp.  n,  oder  3a0  +  n  vereinbar  wären,  deren  Differenz  0'  eine 
Konstante,  und  zwar  im  allgemeinen  gleich  Null  sein  müßte.46) 

0'  genügt,  falls  wir  die,  statt  aus  0,  aus  0'  gebildeten  Größen 
gleichfalls  durch  den  Index  '  bezeichnen,  nach  (79)  und  (76)  den 
Gleichungen 


79") 


flu'  .  flü'  .  ö»d'  n 

—        -£  r  -5—  =  U, 

C  x       o  y  ö; 


n;  +  n;  =  0,  0;=0L; 

außerdem  muß  an  den  äußeren  Grenzen  des  körperlichen  Systemes, 
je  nachdem  dort  0,  n,  oder  $2  0  -f  n  vorgeschrieben  ist,  0,  n', 
oder  3 2  0'  +  n*  gleich  Null  werden. 

Wir  bilden  nun  aus  der  ersten  Formel  (79'') 


d  y       0  *  ) 
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wo  das  Integral  je  über  ein  Bereich  auszudehnen  ist,  innerhalb 
dessen  die  Beschaffenheit  des  Mediums  stetig  variiert,  —  wie  man 
kurz  sagen  kann,  über  einen  Körper  —  die  Summe  -2*  über  alle, 
und  erhalten 

Die  Oberflächenintegrale  verschwinden,  soweit  sie  sich  auf 
Zwischengrenzen  beziehen,  nach  den  beiden  letzten  Formeln  (79"); 
soweit  sie  sich  auf  die  äußere  Begrenzung  des  Systems  beziehen, 
überall  da,  wo  </>'  oder  n'  verschwinden,  und  ergeben 

wo 

g2<//  +  H'  =  0 

ist. 

Setzt  mau  noch  abgekürzt  die  quadratische  Form 

+        +  79'") 
\   dx-        dy         öx)  ' 

so  erhält  man 

2fW*do  +  2/Sidk  =  0. 

Ist  {}  eine  definite  Form,  wie  da3  bei  isotropen  Medien  aus 
der  Definition  folgt,  und  wie  wir  auch  bei  anderen  auf  Grund  aller 
Erfahrungen  über  die  Werte  der  Konstanten  Xhk  bei  den  verschie- 
denen physikalischen  Phänomenen  annehmen  dürfen,  so  folgt  aus 
dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit  </>;  =  '/^,  daß  <V  im  ganzen 
Systeme  konstant  sein  muß,  und  diese  Konstante  bestimmt  sich  stets 
zu  Null  mit  Ausnahme  des  einen  Falles,  daß  an  der  ganzen  äußeren 
Grenze  n  vorgeschrieben  ist,  wo  sie  willkürlich  bleibt  In  diesem 
Ausnahmefall  ist  also  noch  eine  weitere  Angabe,  etwa  diejenige 
des  Wertes  von  0  für  einen  Punkt,  nötig,  um  das  Problem  voll- 
ständig zu  bestimmen. 

Sind  Quellen  nicht  vorhanden,  und  ist  an  der  äußeren  Be- 
grenzung überall  n  gleich  Null,  so  ist  die  Lösung  des  Problemes 
allgemein  stets  angebbar,  wenn  die  Potentialsprünge  <J>AJk,  unter 
Berücksichtigung  der  Durchgangsrichtung  durch  die  Zwischen- 
grenzen über  jede  innerhalb  des  Systems  zu  ziehende  geschlossene 
Kurve  summiert,  sich  zu  Null  ergänzen.  Dann  ist  für  jeden  homo- 
genen Teil  </>A  konstant,  wobei  die  relativen  Werte  der  Konstanten 
durch  die  Bedingungen 

(l)h  -  <i>k  =  tt>hk 

bestimmt  sind. 
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Diese  Lösung  entspricht  verschwindenden  u,  ö,  tu,  also  nicht 
einem  Strömungs-,  sondern  einem  Gleichgewichtszustand,  wie  der- 
selbe in  §  8  näher  untersucht  ist 

Da  alle  Bedingungsgleichungen  für  0  in  dieser  Größe  linear 
sind,  so  kann  mau  0  jederzeit  in  eine  Summe  von  Teilen  zerlegen, 
deren  jeder  Oberflächenbedingungen  unterworfen  werden  kann,  welche 
von  den  für  0  gegebenen  abweichen,  etwa  vereinfacht  sind,  wenn 
nur  diese  Bedingungen,  über  alle  Teile  von  0  summiert,  die  direkt 
vorgeschriebenen  liefern.  Jeder  Teil  wird  dann  vollständig  bestimmt 
sein,  wenn  die  für  ihn  geltenden  Bedingungen  den  aus  dem  Vor- 
stehenden ersichtlichen  Charakter  haben. 

Diese  Zerlegungen  haben  einmal  einen  praktischen  Nutzen,  in- 
dem sie  ein  kompliziertes  Problem  auf  eine  Anzahl  einfacherer  re- 
duzieren; sie  besitzen  aber  auch  theoretisches  Interesse,  weil  bei  der 
Zerlegung  der  Einfluß  der  einzelnen,  0  bestimmenden  Umstände 
sich  anschaulich  sondert.  — 

Für  einen  homogenen  krystallinischen  Leiter  ist  nach  dem  am 
Ende  des  vorigen  Paragraphen  Gesagten  und  unter  den  dort  an- 
gegebenen Bedingungen  das  Problem  der  Bestimmung  der  Strömung 
zurückführbar  auf  dasjenige  der  Ableitung  einer  Funktion  0  aus 
der  Hauptgleich u ng 

Mi,/;'/'=-  r 
und  aus  gegebenen  Oberflächenwerten  von 

0,  ö0/di',  %*&-ld<»ldv. 

Diese  Aufgabe,  welche  eine  Erweiterung  des  in  §  10  erörterten 
Problemes  der  stationären  Potentialbewegung  einer  inkompressibeln 
Flüssigkeit  darstellt,  ist  in  §  22  des  I.  Teiles  allgemein  behandelt 

0  erscheint  dort  als  die  Potentialfunktion  von  nach  ge- 
wissen, durch  die  GaEEN'schen  Funktionen  ausgedrückten  Gesetzen 
in  die  Ferne  wirkenden  räumlichen  und  flächenhaften  Massen- 
verteilungen: hier  bestimmt  es  sich  durch  die  von  den  einzelnen 
Punkten  des  Raumes  und  der  Oberfläche  ausgehenden  Strömungen. 
Man  sieht  daraus,  daß  man  dieselben  Formeln  auf  zwei  durchaus 
verschiedene  Weisen  deuten  kann;  ein  Umstand,  der  für  die  Auf- 
fassung gewisser,  später  zu  behandelnder  Erscheinungen  bedeutungs- 
voll geworden  ist. 

Ist  der  homogene  Leiter  unbegrenzt,  und  ist  allein  an  der 
Stelle  af  b,  c  des  Raumes  k,  also  im  Punkte  «,  ß,  y  des  Raumes  x 
im  Abstand  £>  von  jf,  £  eine  Quelle  von  der  Ergiebigkeit  Q  vor- 
handen, so  wird 
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0 


4ni9        4nl  \  (£  -  «)'  +  (7  -  rf.«  +  (;  -  rJ« 
0 


80) 


*  =  -4  ,1  -  „* >  80') 


Die  Flächen  konstanten  Poteutiales  in  k  sind  also  Ellipsoide, 
die  dem  Hauptellipsoid  (77")  ähnlich  und  nomothetisch  sind. 
Für  eine  Anzahl  von  Quellen  gilt  analog 

worin  Qh  die  Ergiebigkeit,  und  oh  die  Entfernung  der  /<  ten  im 
Räume  x  befindlichen  Quelle  von  der  Stelle  |,      £  bezeichnet 

Befinden  sich  die  Quellen  in  einem  endlichen  homogenen 
Körper  ä,  so  kann  man  jederzeit  setzen 

0=      +        V-\  80") 

wo  nun  <l>0  iunerhalb  k  regulär  ist,  der  Bedingung  A^c^^O  ge- 
nügt und  an  der  Oberfläche  die  Wirkung  der  Summe  2  so  kom- 
pensieren muß,  daß  die  dort  geltenden  Bedingungen  erfüllt  sind. 

Ist  nur  eine  Quelle  im  Punkte  a,  b,  c  vorhanden,  und  ist  an 
der  ganzen  Oberfläche  <P  konstant  oder  5a</>  —  Xd<l>jdv  gleich  Null 
vorgeschrieben,  so  gilt  für  </>  der  Reciprocitätssatz  (184  )  auf  S.  180'; 
sind  zwei  Quellen  von  entgegengesetzt  gleicher  Ergiebigkeit  an  den 
Stellen  a,  b,  c  und  a,  b'y  c  vorhanden,  und  ist  längs  der  ganzen 
Oberfläche  ö0/öv  =  O,  so  gilt  der  Reciprocitätssatz  (184"). 

<l>0  kann  in  diesen  Fällen  zur  physikalischen  Deutung  der  Green'- 
schen  Funktionen  Gh  auf  S.  185  dienen  ;  <l>  ist  dabei  wesentlich  iden- 
tisch mit  den  auf  S.  187  aus  ihnen  abgeleiteten  resp.  Funktionen  rh. 

Ist  der  Raum  k  durch  eine  Ebene  e  begrenzt,  so  gilt  Gleiches 
vom  Raum  x  und  einer  Ebene  e,  und  man  kann  bei  gegebenen 
Quellen  leicht  </>  so  bestimmen,  daß  in  der  Grenze  entweder  <l>  oder 
d  <l>i'dv  verschwindet;  man  hat  zu  diesem  Zwecke  nur  in  den  Spiegel- 
punkten der  Quellen  in  Bezug  auf  «  Quellen  mit  der  entgegen- 
gesetzten oder  der  gleichen  Ergiebigkeit  anzubringen.  Hierdurch  sind 
dann  auch  die  GREEN'schen  Funktionen  Gv  G2  resp.  rv  rs  für  den 
Halbraum  gegeben. 

Die  Lage  der,  diesen  Spiegelpunkten  im  Räume  k  entsprechen- 
den kann  man  ohne  Rechnung  finden,  wenn  man  den  oben  ange- 
gebenen Satz  benutzt,  daß  normalen  Durchmessern  einer  Kugel  im 
Räume  x  konjugierte  Durchmesser  des  Hauptellipsoides  im  Räume  k 
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entsprechen.  Die  Verbindungslinie  jeder  Quelle  mit  der  korrespon- 
dierenden ist  sonach  dem  Durchmesser  parallel,  welcher  der  zur 
Grenze  parallelen  Centraiebene  des  Hauptellipsoides  konjugiert  ist; 
die  Abstände  beider  Quellen  von  der  Grenzebene  sind  gleich. 

Durch  das  Verfahren  der  wiederholten  Spiegelung  läßt  sich  die 
Stromverzweigung  in  einer  Reihe  von  endlichen,  nur  von  Ebenen  be- 
grenzten Körpern  behandeln;  doch  haben  diese  Probleme  für  Kri- 
stalle geringeres  praktisches  Interesse,  weil  die  Größe  der  erforder- 
lichen Flächenwinkel  jener  Körper  im  Räume  k  von  den  Leitungs- 
fähigkeitskonstanten  des  Mediums  selbst  abhängen. 

Gleiches  gilt  von  der  Anwendung  des  Spiegelungsverfahrens  in 
Bezug  auf  eine  Kugelfläche  vom  Radius  P  im  Räume  x;  hier  kann 
man  bei  beliebigen  Quellen  auf  der  Kugelfläche  0  zu  Null  machen, 
indem  man  zu  jeder,  im  Abstand  ah  vom  Centrum  befindlichen,  eine 
auf  demselben  Radiusvektor  im  Abstand  ah  =  ln\uu  gelegene  hinzu- 
fügt, deren  Ergiebigkeit  Q'h  bestimmt  ist  durch  die  Beziehung 
Qh  =  Qha'hU>=QhPj«„  oder  QJ  /  ah=  Q?  \  a>. 

Hierdurch  ist  also  auch  die  GitKKK'sche  Funktion  Gl  resp.  rx 
für  die  Vollkugel  gegeben. 

Der  Kugel  im  Räume  x  entspricht  im  Räume  k  ein,  dem 
Hauptellipsoid  ähnliches  Ellipsoid. 

Bei  unkrystallinischen  Medien  haben  diese  Methoden  eine  große 
Wichtigkeit  und  gestatteu  dort  auch  die  Anwendung  auf  gewisse 
Systeme  von  homogenen  Leitern,  die  durch  Ebenen  gegeneinander 
abgegrenzt  sind.46)  — 

Das  Strömungsproblem  kann  nach  dem  auf  S.  294  Gesagten  auf 
zwei  verschiedene  Weisen  zu  einem  ebenen  werden,  entweder  in- 
dem ro  gleich  Null,  oder  indem  tf>  von  z  unabhängig  wird. 

In  beiden  Fällen  kann  man  schließlich  schreiben 

81)        -  u  =  An  j-x  +  Alt  ö]r    -  U  =  A„  dx  +  At%  dy  , 

du   .   Sty  —  f 

dt+dj  =  X>    "* +  = 
Hat  der  betrachtete  Körper  keine  rotatorische  Eigenschaft,  ist 
also  A17=  A21,  so  kann  man  durch  Einführung  eines  Hauptaxen- 
sy stemes  A*°,  Y°  aus  (81)  erhalten 

81«)  -«•-<£.  -»"=^f| 

und  hierauf  die  (78)  analoge  Substitution 

81")  xfZ-$yÄ»,  y\A  =  VljÄi,  A*=A\A\ 

anwenden,  welche  die  gleichen  Folgerungen  gestattet,  wie  jene. 
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Ist  nur  eine  Quelle  von  der  Ergiebigkeit  Q  an  der  Stelle  x= a,  y=b 
vorhanden,  so  erhält  man  den  (80)  entsprechenden  Wert 

dem  für  eine  beliebige  Anzahl  von  Quellen  mit  den  Ergiebigkeiten  Qh 
in  den  Punkten  aÄ,  bh  der  durch  Erweiterung  erhaltene  Ausdruck 

♦--STj^'W.  81"") 
entspricht;  «  resp.  €fc  bezeichnet  die  Entfernung  des  betrachteten 
Punktes  |,  iy  von  der  betreffenden  Quelle  im  Räume  x. 

Bei  beliebiger  Begrenzung  ist  das  auf  S.  303  auseinandergesetzte 
Verfahren  anwendbar  und  gestattet  bezüglich  gewisser  Reciprocitäts- 
sätze,  sowie  bezüglich  der  physikalischen  Interpretation  der  Green' - 
schen  ebenen  Funktionen  G\  analoge  Folgerungen,  als  dort  bezüg- 
lich der  räumlichen  G\  gezogen  sind. 

Die  Methode  der  Spiegelpunkte  gilt  hier  in  der  Ebene,  wenn 
die  Begrenzungen  durch  Gerade  und  Kreisbögen  gegeben  sind,  ähn- 
lich wie  früher  im  Räume  bei  ebenen  und  kugeligen  Grenzen.  — 

Von  besonderem  Interesse  sind  bei  dem  ebenen  Problem  die 
Medien,  für  welche  die  rotatorischen  Glieder  nicht  verschwinden. 
Legt  man  die  Z~Axe  in  die  Richtung  des  Vektors  71,  so  nehmen  in 
den  wichtigsten  ersten  beiden  auf  S.  294  angegebenen  Fällen  die 
Gleichungen  (81)  die  mit  (75")  gleichwertige  Gestalt  an: 

—  u  =  /.  5  —  t  r  - ,   —  u  =  /  H  r  f   •  82) 

ax         dy  oy         d  x  ' 

Die  Hauptgleichung  lautet  hier,  soweit  man  von  räumlichen 

Quellen  absieht, 

A.,*-0;  82') 

die  Komponente  n  der  Strömung  nach  der  Richtung  der  Normalen  n 
auf  einem  Kurvenelement  ds  wird  zu 

+  82") 

o  n  d  s  ' 

falls  man  cos(n,  x)  —  —  cos(s,y),  cos(n,y)  =  -+-  cos(ä.  x)  setzt. 

Ist  das  Bereich  der  XY- Ebene,  in  dem  die  Strömung  statt- 
findet, gar  nicht  oder  aber  durch  Kurven  begrenzt,  längs  deren  </> 
vorgeschriebene  Werte  annimmt  so  kommen  die  rotatorischen  Glie- 
der für  das  Problem  der  Aufsuchung  von  <J>  nicht  in  Betracht: 
anders  natürlich ,  wenn  längs  der  Grenzen  n  oder  g2  </>  -f  n  vor- 
geschrieben ist,  die  selbst  r  enthalten.  Dies  ist  von  Belang,  wenn 
es  sich  um  den  experimentellen  Nachweis  der  Existenz  der  rotato- 
rischen Konstanten  für  ein  Medium,  eventuell  um  ihre  Bestimmung 
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handelt,  und  die  Beobachtung  nur  an  die  Werte  von  0,  nicht  aber 
an  die  Größe  und  Richtung  der  resultierenden  Strömung  an- 
knüpfen kann. 

Die  durch  (82)  dargestellte  Strömung  läßt  sich  jederzeit  als 
eine  Potentialbewegung  auffassen,  deren  Potential  im  allgemeinen 
mehrwertig  ist;  hierin,  und  in  dem  eigentümlichen  Zusammenhang, 
der  zwischen  jener  Strömung  und  der  bei  verschwindender  Rotations- 
konstante r  stattfindenden  besteht,  liegt  das  besondere  Interesse, 
welches  diese  Vorgänge  besitzen. 

Setzt  man  r  =  0,  also 

.60        M  .60 

wo  sich  —  A0  als  Strömungspotential  darstellt,  so  kann  man  nach 
S.  276  für  0  den  reellen  Teil  einer  Funktion  f{x  +  iy)  wählen;  gleich- 
zeitig giebt  dann  der  imaginäre  Teil  eine  Strömungsfunktion  JS", 
deren  Konstantsetzen  die  Gleichung  der  Stromkurven  liefert 

Bei  nicht  verschwindendem  t  bilden  wir  aus  dieser  Funktion 

f(x  +  ty)  =  (0  +  iZ), 

indem  wir  wie  auf  S.  295  r/A  =  tga  setzen, 

ss)  !  r{x  +  iy)  =  (1  -  ft**Wx  +    =  l1  -  «'*«>(*  + 

j   |  -(V  +  2\%a)  +  i[2-  0tg«)  =  <P+i2\ 

worin  0'  und  JS*  neue  Bezeichnungen  sind. 
Wegen 

60  ^  62  60  _  62 
6x       6y  1    dy       "  6x 

gilt  dann 

83)  ~u  =  ;-  cz  '         =  l  dy  '    -n  =  '-Jn> 

sowie 

Demgemäß  stellt  sich  0'  als  das  Potential,  -2"  als  die  Strö- 
mungsfunktion der  rotatorischen  Bewegung  dar,  und  es  gilt 

0^0+^tg«,  ^'=^-0tga, 

83)  |     0_— -gSf|--,    Ä-    1+tgfß  . 

Ergiebt  die  dritte  Formel  0  mehrwertig,  während  seine 
physikalische  Bedeutung  Ein  Wertigkeit  verlangt,  so  ist  die  bez.  Lö- 
sung nur  in  einem  angemessen  begrenzten  Bereich  der  Ebene  an- 
wendbar. 


\ 
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Die  vorstehenden  Resultate  gestatten  ohne  Rechnung  wichtige 
Folgerungen  abzuleiten. 

Ist  0'  =  fli,  -5"  =  ay,  so  verlaufen  die  Stromlinien  parallel 
der  A*-Axe,  und  es  wird 

0  84) 

1  +  tg*  n  1 

<P  ist  also  konstant,  wenn  gleiches  für  x  —  y  tg  a  gilt.  Diese  Be- 
wegung läßt  sich  durch  zwei  Gerade  parallel  zur  A-Axe  begrenzen, 
falls  in  ihnen  das  Medium  an  Nichtleiter  stößt;  ist  die  Breite  des 
so  erhaltenen  Streifens  gleich  b,  so  ist  die  Differenz  4>ia  der 
Potentialwerte  in  gegenüberliegenden  Punkten 

(/>12  =  ah  sin  «cos«;  84') 

ihre  Beobachtung  gestattet  die  Bestimmung  von  a  und  somit  die- 
jenige der  rotatorischen  Konstanten  r. 

Ganz  analog  läßt  sich  die  radiale  Strömung  in  einem  schmalen 
Kreissektor  verwenden,  wenn  letzterer  von  Nichtleitern  begrenzt  ist. 

Für  eine  Quelle  in  der  unendlichen  Ebene  ist  nach  (81"') 

worin  Q  die  Ergiebigkeit  der  Quelle  und  e  ihren  Abstand  von  dem 
betrachteten  Punkt  bezeichnet  Hieraus  folgt  bis  auf  eine  irrelevante 
Konstante 

85') 

falls  &  den  Winkel  zwischen  dem  von  der  Quelle  hinweg  positiv 
gerechneten  e  und  der  A"-Axe  bezeichnet,  und 

-£i(<(')  +  &t*«)'  ^--iii (*-'(•)*«)•  85"> 

Es  sind  in  diesem  Falle  also  die  Kurven  sowohl  konstanter  </>'  als 
konstanter  2*  logarithmische  Spiralen  mit  der  Quelle  als  Pol; 
erstere  schließen  mit  den  Radien vektoren  die  Winkel  (>t  2)  +  a, 
letztere,  die  Stromkurven,  mit  ihnen  die  Winkel  u  ein.  Durch  Ver- 
gleichung  mit  S.  286  erkennt  man,  daß  in  dem  vorliegenden  Fall 
die  Quelle  zugleich  die  Rolle  eines  Wirbelfadens  spielt. 

Ist  parallel  der  A'-Axe  eine  geradlinige  Grenze  vorhanden, 
längs  welcher  n  verschwindet,  so  kann  man  der  dadurch  gelieferten 
Bedingung  genügen,  indem  man 

01  =  -  svi  [(' {e)  +  '  {e')  ]  +  {&-  &']  tg  "] '  I 
^=-^i[(^  +  ^)-''/W-/(0)tg«]  ) 

20« 


85"') 
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setzt,  worin  e  die  Entfernung  des  in  Bezug  auf  die  Grenzgerade  ge- 
nommenen Spiegelpunktes  der  Quelle  und  &'  den  Winkel  von  e  gegen 
die  >Y-Axe  bezeichnet 

Diese  Formeln  ergeben  um  den  Spiegelpunkt  eine  entgegen- 
gesetzte Rotation,  wie  um  den  Quellpunkt;  der  ihnen  entsprechende 
Ausdruck  für  <1>  ist  iu  der  stromdurchflossenen  Halbebene  ein- 
wertig. 

Das  Spiegelungsverfahren  ist  bei  der  Grenzbedinguug  n  =  0 
mitunter  auch  anzuwenden,  wenn  mehrere  geradlinige  Grenzen  vor- 
handen sind,  und  läßt  sich  mit  einer  der  S.  304  erwähnten  Ab- 
änderung analoger  auch  auf  kreisförmige  Grenzen  übertragen. 

§  14.  Die  Bewegung  imponderabler  Fluida  innerhalb  ponderabler 
Körper;  allgemeine  Sätze  über  den  veränderlichen  Zustand.  Diffusion. 

Wenden  wir  uns  nunmehr  zur  Behandlung  des  veränderlichen 
Zustande«,  so  sollen  auch  hier  zunächst  die  Bedingungen  untersucht 
werden,  welche  neben  den  Formeln  (76")  das  Strömungsproblem 
vollständig  bestimmen47).  Wir  fugen  zu  den  oben  benutzten,  daß 
an  den  Zwischengrenzen  (Ph  —  <l>k=  <l>hk  und  an  den  äußeren  Grenzen 
des  Systemes  entweder  </>  oder  n  oder  52  &  +  n  vorgeschrieben  ist, 
noch  die  weitere,  daß  zu  irgend  einem  Zeitpunkt,  von  welchem  aus 
wir  t  rechnen  wollen,  <l>  für  das  ganze  System  gegeben  ist. 

Wären  zwei  Lösungen  <I\  und  <l>t  mit  diesen  Bedingungen 
vereinbar,  so  müßte  ihre  Differenz  <1\  —  </>2  =  tf>'  den  beiden 
Gleichungen  (76")  analoge  befriedigen,  es  müßte  an  den  Zwischen- 
grenzen <I?  stetig  sein,  an  der  äußerem  Begrenzung  des  Systemes  0' 
oder  n'  oder  3*  <V  -f  n'  verschwinden,  desgleichen  zur  Zeit  /  —  0  im 
ganzen  System  W  selbst. 

Hieraus  folgt  aber,  wie  sich  zeigen  läßt,  daß  0'  in  dem  ganzen 
System  verschwinden  muß.  Denn  bezeichnet  man  wieder  alle  statt 
aus  0  aus  0'  gebildeten  Funktionen  durch  den  Index  so  folgt 
aus  der  ersten  Formel  (76"),  die  wir  nach  (76'")  schreiben 

'  bx      Oy       ai       ^  dt 

wo  die  2fdk  sich  auf  das  ganze  System  erstreckt  und  die  Inte- 
gration nach  der  Zeit  von  t  —  0  bis  zu  einem  beliebigen  t  =  tx  ge- 
nommen wird;  hieraus  erhält  man  aber  leicht 
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-  zr  ff  vxCdtdo 

Das  Oberflächenintegral  verschwindet  an  den  äußeren  Grenzen, 
soweit  daselbst  0  oder  n  vorgeschrieben  ist,  und  giebt,  soweit  gleiches 
für  3*0  + n  gilt, _  +  2 dodt.  Wo  die  Bedingung  (76"") 
gilt,  also  n  +  *'d0/d*  =  O  ist,  wird  aus  dem  OberHächenintegral 

Für  die  Zwischengrenzen  folgt  durch  Zusammenfassung  der  auf 
dasselbe  Flächenelement  dohk  bezüglichen  Teile,  falls  man  das 
gelegentlich  der  Gleichung  (76"')  über  ahk  Gesagte  benutzt,  daß  sieh 
die  bezüglichen  Terme  sämtlich  hinwegheben.  Führt  man  noch  die 
durch  (79  ")  definierte  Abkürzung  ß  ein  und  berücksichtigt,  daß  0 
für  t  =  0  überall  verschwindet,  so  erhält  man  aus  (86')  schließlich 


2 ff  Wdodt  +  jsff  Vdkdt 
+  i-s/ f(ä>'2),,  do  +  i^f         dk  =  0, 


86") 


und  dies  ergiebt,  daß,  wenn  &  eine  definite  quadratische  Form  und 
\i  und  v  positiv  ist,  0'  zu  jeder  Zeit  innerhalb  des  ganzen  Systemes 
gleich  Null  sein  muß.  Damit  ist  auch  erwiesen,  daß  0  durch  die 
oben  zusammengestellten  Bedingungen  vollständig  bestimmt  ist.  — 

Wie  früher  für  den  stationären,  so  bietet  auch  hier  für  den  ver- 
änderlichen Zustand  die  Zerlegung  der  Potentialfunktion  0  und  dem- 
gemäß diejenige  der  in  ihr  lineären  Bedingungsgleichungeu  praktische 
und  theoretische  Vorteile. 

Wir  wollen  von  diesem  Hilfsmittel  eine  Anwendung  auf  den 
Fall  machen,  daß  die  Bedingungen  für  die  äußere  Grenzfläche  des 
körperlichen  Systemes  die  Zeit  nicht  explicit  enthalten,  also  0 
resp.  n  oder  3a  0  +  n  als  Funktionen  des  Ortes  allein  gegeben  sind, 
worein  verschwindendes  a  einbegriffen  sein  mag.  Dann  bestimmen 
dieselben  mit  den  Gleichungen  (79)  und  den  Bedingungen  (76)  und 
(76')  zusammen  eine  Funktion  01,  welche  den  mit  den  Bedingungen 
vereinbaren  stationären  Zustand  charakterisiert.  Ist  dabei  an  der 
ganzen  Oberfläche  n  vorgeschrieben,  so  muß  fwdo  =  0  sein. 

Setzen  wir  nun 

0=0<>+0i,  87) 
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so  muß  0°  die  unter  Rücksiebt  auf  (76)  gebildete  Hauptgleichung 

flu«  .   flu»    ,  ,      d  4>°  n 

8 1  )   h   .  -  -f  -   h  u  -a  .  =  0 

dx        dy        dx       n  dt 

erfüllen,  in  den  Zwischengrenzen 

87")  iUt  =  0k°    und    ni  +  n£  =  0 

und  an  den  äußeren  Grenzen  des  Systeines,  je  nach  den  dort  für  0 
vorgeschriebenen  Bedingungen,  0°,  n°  oder  g2  0°  -f  n°  gleich  Null 
ergeben.  Ist  zur  Zeit  t  =  0  der  Wert  Ton  0  gleich  /'  (x,  y,  z)  vor- 
geschrieben, der  natürlich  den  Bedingungen  0fc  —  0t  =  0A*  genügen 
muß,  so  gilt  ebenda  für  0° 

0°=  0*. 

Multipliziert  man  die  Gleichung  (87')  mit  0°r/A  und  integriert 
über  das  ganze  körperliche  System,  so  erhält  man  unter  Benutzung 
der  Bezeichnung  (79"') 

\  yf  Zfu((l>°)*dk  =  Sf  <V°  n~° d o  -  Sf  ß°  d k . 

Das  OberHächenintegral  verschwindet,  soweit  es  sich  auf  Zwischen- 
grenzen bezieht,  und  giebt  an  den  äußeren  Grenzen  den_  von  Null 
verschiedenen  Wert  -  2 do  nur,  soweit  0»  +  n°  =  0 
vorgeschrieben  ist.    Man  erhält  sonach*8) 


87"')     \      2f  p  ( 0  °)2  d  k  =  -  2f  52  ( 00)2  do-2/n°dk. 

Diese  Formel  zeigt,  daß  der  Mittelwert  von  (0a)2  in  dem  ganzen 
System  dauernd  abnimmt;  diese  Abnahme  muß  indessen  mit  der  Zeit 
immer  langsamer  werden,  da  2 f  ju(0°)2 dk  jedenfalls  nicht  kleiner 
als  Null  werden  kann,  und  sie  verschwindet  ganz,  wenn  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  (87"')  verschwindet  Im  allgemeinen  ist  hierzu 
erforderlich,  daß  auch  0°  im  ganzen  System  verschwindet,  nur  in 
dem  speziellen  Falle,  daß  längs  dessen  gesamter  Außeugrenze  n 
vorgeschrieben,  also  n°  =  0  ist,  geschieht  dies  schon,  wenn  0°  inner- 
halb des  Systemes  konstant  ist. 

Hieraus  ist  zu  folgern,  daß  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
mit  wachsender  Zeit  endlich  ein  stationärer  Zustand  eintritt,  der 
im  allgemeinen  gar  nicht,  in  dem  speziellen  Falle,  daß  an  der 
ganzen  äußeren  Fläche  it  gegeben  ist,  aber  nur  in  einer  additiven 
Konstante  von  dem  Anfangswert  0  =  /'  abhängt. 

Diese  Konstante  C,  die,  wie  S.  301  gesagt,  bei  dieser  letzteren 
Form  der  Oberflächenbedingung  durch  alleinige  Betrachtung  des 
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definitiven  Zustandes  ohne  eine  spezielle  auf  sie  bezügliche  Angabe 
nicht  bestimmbar  ist,  findet  sich  bei  Rücksicht  auf  die  Anfangswerte, 
aus  welcheu  jener  Zustand  sich  entwickelt  hat,  uud  auf  die  Be- 
dingung J£  f  \\  do  =  0  folgendermaßen. 

Aus  (86)  erhält  man  durch  Integration  über  das  körperliche 
System 

I * JV *«*  -  -        +  4y  +       =  +        =  «• 

somit  also 

2ffi<l>dk  =  Const., 

oder  da  zur  Zeit  *  =  0  gilt  0  =  F,  zur  Zeit  des  stationären  Zu- 
standes 0  =  C,  auch 

c=  ZfuFdk  . 
Zfudk  ' 

C  ist  somit  das  in  einem  gewissen  Sinne  berechnete  arithmetische 
Mittel  aus  den  Anfangswerten  von  0.  — 

Über  die  Art  der  zeitlichen  Veränderung  von  0°  erhält  man 
für  Medien  ohne  rotatorische  Qualität  eine  merkwürdige  Formel, 
indem  man  durch  Integration  über  dÜ0/dt  bildet 

woraus  gemäß  der  Hauptgleichung  und  den  Grenzbedingungen  von 
S.  301  für  0°  folgt 

~Ij        Wdk  +  zj  52(0Vrf<>]  =  -22fti  (-ffldk .  88) 

Setzt  man  hier  den  Wert  der  Klammer  links  aus  (87"')  ein,  so 
erhält  man 

oder,  was  hiermit  identisch  ist, 

~ ffi  ( 0°)'  d-^®°-  d  k  =  0 ,  88') 

eine  Formel,  die  gar  nichts  auf  die  örtliche  Veränderlichkeit  von  0° 
bezügliches  mehr  enthält. 

Beim  Eintritt  des  stationären  Zustandes  ist  0°  im  ganzen 
System  konstant  und  zwar,  wenn  längs  der  ganzen  Oberfläche  n  von 


Digitized  by  Got)gle 


312  //.  Teil.    Mechanik  nichtstarrer  Körper.    III.  Kap. 


der  Zeit  unabhängig  ist,  im  allgemeinen  von  Null  verschieden;  hier 
wird  dann  noch  einfacher 

88")  ^»«pM-O.- 

Zum  Zwecke  der  Ableitung  allgemeiner  Sätze  über  den  ver- 
änderlichen Zustand  in  einem  homogenen  krystallinischen  Körper 
kann  mau  die  erste  Gleichung  (7G")  durch  Einfuhrung  der  schon 
oben  benutzten  Substitution  (78)  auf  die  Form 

89)  *Ai,ctf-M-|r-0 

reduzieren.   Führt  man  eine  Funktion  X  ein,  welche  der  Gleichung 

genügt,  so  erhält  man  für  0  und  X  eine  dem  GaEEN'schen  Satze 
ähnliche  Gleichung,  indem  man  die  erste  Gleichung  mit  Xdxdt,  die 
zweite  mit  <l>dxdt  multipliziert  und  die  Differenz  über  einen  Raum  x 
im  £  H.  Z-  System ,  innerhalb  dessen  <J>,  X  und  ihre  ersten  Derivierten 
sich  regulär  verhalten,  sowie  über  die  Zeit  von  t  =  0  bis  zu  dem 
betrachteten  Moment,  der  t  =»  ^  gesetzt  werden  mag,  integriert  Der 
Raum  x  entspricht  dabei  einem  Raum  ä  in  dem  eigentlichen  Körper, 
wie  er  durch  die  Substitution  (78)  sich  aus  x  ergiebt49). 
Man  erhält 


89") 


-  /i  f  dx{<PX)tl  +      dx(<l>X)0  =  0. 


Hierin  bezeichnet  aj  die  Oberfläche  von  x,  und  v  die  nach  innen 
positiv  gerechnete  Normale  auf  dro. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  X  werde  zu  dem  Zeitpunkt  t  =  ^ 
an  einer  Stelle  a,  ß,  y  des  Raumes  x  unendlich  und  gleichzeitig  im 
übrigen  Räume  x  gleich  Null,  so  muß  man  in  den  auf  die  Zeit  t  —  ^ 
bezüglichen  Teilen  der  vorstehenden  Integrale  den  Punkt  a,  ß,  y 
durch  eine  kleine  Oberfläche  a/,  sagen  wir  durch  eine  Kugel  vom 
Radius  q,  ausschließen  und  das  Raumintegral  nur  auf  den  in  Bezug 
auf  sie  äußeren  Teil  x  —  x'  von  x  ausdehnen,  das  Oberflächen- 
integral aber  auch  auf  die  Oberfläche  ai  von  x\  Das  erste  Raum- 
integral über  x  —  x  verschwindet  dabei  nach  der  Annahme ;  das 
fragliche  Oberflächenintegral,  welches  zu  dem  in  (89")  vorhandenen 
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hinzutritt,  lautet,  da  nur  die  unmittelbar  tx  benachbarten  Elemente 
des  Zeitintegrales  einen  Wert  geben, 

/--^/^•(x  90) 

1,-r 

worin  x  eine  sehr  kleine  Zeit  bezeichnet 

Nun  wollen  wir  spezieller  annehmen,  daß  X  in  der  Nähe  von 
t  —  t^  sich  verhält,  wie  die  der  Gleichung  (89*)  genügende  Funktion 

XmaOrnr  90') 

Vi* 

worin  r  =  tx  -  t,  =  (£  -  a)J  +  (r;  -  ß)*  +  {£  -  y?  und  £  eine  Kon- 
stante ist 

Es  ist  dann 

und  man  kann  *  schreiben 

Läßt  man  hierin  q  und  r  zugleich  unendlich  klein  werden  und 
zwar  so,  daß  (*2/t  an  der  unteren  Grenze  verschwindet,  an  der 
oberen  aber  unendlich  wird,  so  läßt  sich  das  Integral  berechnen. 

Setzt  man  nämlich 

so  wird 

0 

und  es  verschwindet  wegen  <w'  =  4ng3  das  erste  Glied  der  Klammer 
mit  verschwindendem  g,  das  zweite  giebt,  da  </>  stetig  ist, 

Verfugt  man  noch  über  die  willkürliche  Konstante  so,  daß 

c=ji/EF'  9<r) 

so  folgt  schließlich 

J--H'Kßl  90") 

und  die  Gleichung  (89")  nimmt  die  Gestalt  an 
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91)  /»*„,,-- 


drückt  also  den  Wert  von  0  zur  Zeit  tx  an  einer  beliebigen  Stelle 
von  x  mit  Hilfe  der  Funktion  X  durch  die  Randwerte  von  0  und 
d<l>jdv  zu  jeder  Zeit  zwischen  0  und  tx  und  den  Anfangswert  0O 
von  </>  im  ganzen  Innern  von  x  aus. 

X  ist  indessen  durch  die  bisherigen  Festsetzungen  noch  nicht 
vollständig  bestimmt 

Legt  man  ihm  die  Bedingung  auf,  daß  es  an  der  Oberfläche 
von  x  verschwindet,  so  fällt  d<l>jdv  aus  der  letzten  Gleichung  heraus, 
und  <PaßY  bestimmt  sich  allein  durch  0  und  0O$  legt  man  ihm  die 
Bedingung  dXjdv  =  Const  auf,  so  wird  <Papr  bis  auf  eine  additive 
Konstante  durch  d<l>jdv  und  0O  ausgedrückt;  setzt  man  endlich 
52X  —  XdXjdv  =  0,  worin  g  auf  der  Oberfläche  variieren  kann,  so 
wird  <l>aßr  durch  das  Aggregat  ft20  —  Idtyjdv  und  0O  gegeben. 

Daß  durch  diese  Festsetzungen  X  jedesmal  völlig  bestimmt  ist, 
folgt  aus  den  Betrachtungen  auf  S.  309,  in  denen  nur  die  Zeit  t  =  ^ 
an  Stelle  von  t  =  0  zu  setzen  ist. 

In  der  That,  vertauscht  man  in  der  Hilfsfunktion  X  das  Argu- 
ment t  mit  tx—t  und  bezeichnet  das  Resultat  als  Funktion  von  t 
durch  </>',  so  erfüllt  4>'  nach  (89')  die  Gleichung 


und  verhält  sich  in  ß,  y  zur  Zeit  t  =  0  nach  (90')  und  (90")  wie 
die  Funktion 


ist  aber  im  übrigen  mit  seinen  ersten  Derivierten  endlich  und  stetig. 

Diese  Funktion  </>'  hat  dann  eine  einfache  Bedeutung. 

Sei  über  die  Oberflächen  werte  von  0  resp.  d&jdp  so  verfügt, 
daß  das  Oberflächenintegral  verschwindet,  und  sei  0O  überall  gleich 
Null  mit  Ausnahme  eines  Volumenelementes  x  an  der  Stelle  {,  i),  £. 
wo  es  gleich  Eins  ist,  so  wird  aus  (91) 


also  ist  0'  identisch  mit  dem  Potentialwert  0,  welcher  unter  diesen 
Bedingungen  zur  Zeit  ^  in  <*,  ß,  y  eintritt,  dividiert  durch  x. 

Setzt  man  in  (89")  für  X  den  früheren  Wert  und  zugleich 
für  0  die  Funktion  0  mit  dem  Pol  in      ß,  y  statt  in  a,  ß,  y  ein, 


91') 


AA0-^'  =  O 


91") 


0a/Jr  =  x'(X),  =  o  =  *'(<*>')<=<,; 
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was  durch  0"  bezeichnet  werden  mag,  so  muß  für  die  Zeit  t  =  tx 
der  Punkt  ec,  ß}  yy  für  t  =  0  der  Punkt  a',  ß',  y  ausgeschlossen 
werden.  Die  Raumintegrale,  welche  über  den  äußeren  Kaum  zu 
erstrecken  sind,  verschwinden  beide;  von  den  Oberflächenintegralen 
bleiben,  wenn,  wie  vorher,  die  auf  die  äußeren  Begrenzungen  bezüg- 
lichen durch  die  Verfügungen  über  X  und  0'  zu  Null  gemacht 
werden,  nur  die  über  die  Hilfsflächen  erstreckten  und  liefern 

Da  nun  aber  X(/)  =  0,(*1  —t)  ist,  so  giebt  dies  auch 

«Cur*  =  "W<.  91") 

und  damit  den  Satz: 

Wird  an  der  ganzen  Oberfläche  co  entweder  0,  oder  d^Ujdv 
oder  5*0  —  ?.d<I>/dv  dauernd  gleich  Null  erhalten  und  wird  0  zur 
Zeit  *  =  0  einmal  in  a,  ß,  y,  das  andere  Mal  in  ß',  y  in  gleicher 
Weise  unendlich,  im  übrigen  Null,  so  hat  0  zur  Zeit  t  =  tY  das  erste 
Mal  in      ß',  y',  das  zweite  Mal  in  a,  ß,  y  den  gleichen  WTert.  — 

Ist  der  Raum  k  unbegrenzt,  so  genügt  man  allen  für  0'  ge- 
stellten Bedingungen,  indem  man  X  =  x  setzt50);  hierdurch  erhält 
man  dann  aus  (91) 

worin  p2  =  ({  -  af  +  (n  -  ß?  +  K  -  f)2  ist. 

Es  trägt  also  jedes  Raumelement  dx  einen  mit  dem  Anfangs- 
wert 0O  proportionalen  Teil  zu  dem  in  a,  ß,  y  zur  Zeit  ^  statt- 
findenden Wert  0  bei,  gemäß  der  räumlichen  und  zeitlichen  Ent- 
fernung in  der  Weise  geschwächt,  wie  es  der  Faktor  von  0o</x 
im  obigen  Ausdruck  angiebt. 

Ist  0O  nur  in  einem  Raumelement  von  Null  verschieden,  und 
zwar  0o</x  =  (f0J  so  erhält  man  für  alle  endlichen  Werte  g 


Hieraus  folgt,  daß  zu  einer  Zeit 


2"=  7r  92") 


0  einen  Maximalwert  erreicht  von  dem  Betrage 

Dieser  Maximalwert  nimmt  also  indirekt  der  dritten  Potenz  der 
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Entfernung  ab,  und  die  Zeit,  welche  bis  zu  seinem  Eintritt  verläuft, 
ist  mit  dem  Quadrat  der  Entfernung  proportional;  die  Fortpflanzung 
geschieht  also  nicht  gleichförmig. 

Ist  <P0  längs  Gerader  parallel  zur  Z-Axe  konstant  vorgeschrieben, 
so  giebt  Formel  (92) 


worin  «2  =  (f  —  «)*  -+-  (t/  —  ß)*  ist;  gilt  gleiches  für  Ebenen  parallel 
zur  £H-  Ebene,  so  erhält  man 


Diese  Formeln  lassen  sich  ähnlich,  wie  (92),  auf  die  Fälle 
spezialisieren,  daß  0O  entweder  nur  längs  einer  Geraden,  oder  nur 
längs  einer  Ebene  von  Null  verschieden  ist,  und  ergeben  ähnliche, 
aber  abweichende  Gesetze  für  die  Fortpflanzung  von  <l>0.  — 

Ist  der  Raum  k  irgendwie  begrenzt,  so  kann  man  X  =  #  +  X0 
setzen,  wo  X0  der  Gleichung  (89')  genügt,  sich  in  k  regulär  ver- 
hält und  dazu  dient,  um  die  Wirkung  von  x  in  der  Grenze  so  zu 
kompensieren,  daß  die  dort  geltenden  Bedingungen  erfüllt  werden. 

Für  eine  Ebene  kann  man  die  Bedingung,  daß  X  oder  dXjdv 
längs  derselben  verschwindet,  dadurch  erfüllen,  daß  man  X0  resp. 
gleich  —  x  oder  setzt,  wo  x  diejenige  Funktion  bezeichnet, 
welche  aus  /  wird,  wenn  man  darin  die  Stelle  u,  ß,  y  mit  ihrem 
Spiegelpunkt      ß,  y  in  Bezug  auf  die  Grenzebene  vertauscht. 

Um  die  Wirkung  allein  der  in  der  Grenzebene  vorgeschriebenen 
Werte  von  &  oder  00/  dv  zur  Geltung  kommen  zu  lassen,  kann 
man  den  Anfangswert  </>0  überall  gleich  Null  setzen  und  erhält  so, 
da  x  m  der  Grenze  gleich  Xi  dx'/dv  ebenda  gleich  —dx/dv  wird, 
die  beiden  Formeln 


Ist  im  Räume  x  die  Grenze  die  EH-  Ebene  und  ist  längs  der- 
selben <I>  oder  d<l>/dv  örtlich  konstant,  obwohl  zeitlich  variabel,  so 
ergiebt  dies  wegen 


94) 
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und 


n  \» 


die  Resultate 


«1 


94") 


welche  angesehen  werden  können  als  die  Fundamentalgesetze  für 
die  Fortpflanzung  ebener  Wellen  des  imponderabeln 
Fluidums61). 

Ist  z.  B.  0  als  periodische  Funktion  der  Zeit  mit  der  Periode  T 
gegeben,  so  pflanzen  sich,  wie  die  Ausrechnung  des  letzten  Inte- 
grales lehrt,  in  großer  Entfernung  y  die  Maxima  und  Minima  mit 
der  Geschwindigkeit  ^Ankj^T  parallel  der  Z~Axe  fort,  während 
ihre  Größen  in  geometrischer  Progression  abnehmen.  — 

Von  den  speziellen  Vorgängen,  auf  welche  die  in  diesem  Para- 
graphen angestellten  allgemeinen  Überlegungen  Anwendung  gestatten, 
werden  die  wichtigsten  in  späteren  Abschnitten  Besprechung  finden. 
In  näherer  Verbindung  mit  den  in  diesem  Teil  behandelten  Be- 
wegungen ponderabler  Massen  steht  von  ihnen  nur  die  Diffusion 
einer  gelösten  Substanz  in  einem  Lösungsmittel,  falls  man  die  bei 
der  Lösung  stattfindende  Volumenänderung  vernachlässigen  darf. 
Damit  ist  verwandt  die  Diffusion  zweier  Flüssigkeiten,  die  sich  in 
allen  Verhältnissen  und  ohne  Kontraktion  mischen62). 

Hier  liegen  die  Verhältnisse  insofern  besonders  einfach,  als  bei 
einer  Flüssigkeit  alle  Richtungen  unterschiedslos,  und  die  Formeln 
(76)  daher  mit  den  einfacheren 

.  6  0  .6  4'  ,  d<Z> 

zu  vertauschen  sind. 

Die  Potentialfunktion,  welche  die  Diffusion  bewirkt,  wird,  wenn 
man  von  der  Schwere  absehen  kann,  nur  von  der  Konzentration  der 
Lösung  oder  auch  der  Dichte  der  gelösten  Substanz  innerhalb  der 
Lösung  abhängen  und  kann  nach  der  Beobachtung,  welche  die  aus 
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dieser  Annahme  gezogenen  Folgerungen  befriedigend  bestätigt,  der 
Dichte  proportional,  oder  bei  geeigneter  Definition  des  Faktors  X 
ihr  gleich  gesetzt  werden. 
Man  erhält  so 

05)      .  —  »  — i«,  »  — 1«,»  — 

und  aus  (86)  wegen  p  =  1 
95')  *A 

Ä  ist  der  Diffusionskoeffizient,  über  dessen  kinetische  Deutung  S.  74 
gesprochen  ist;  hängt  q'  nur  von  der  if- Koordinate  ab,  so  ergiebt 
{95')  die  dort  erhaltene  spezielle  Form 

An  festen  Wänden  ist  do'  /dn  =  0,  dagegen  an  Stücken  der  lös- 
baren Substanz  g  =  (/,  d.  h.  gleich  der  Dichte  in  konzentrierter 
Lösung.  Flächen  letzterer  Art  sind  also  als  Eintrittsflächen  zu 
betrachten,  und  zwar  streng  genommen  als  mit  der  Zeit  veränder- 
liche, da  die  Herstellung  der  vom  Oberflächenelement  do  während  dt 
abströmenden  Menge  rfm=  —  yndodt  die  Auflösung  einer  Schicht 
von  der  Dicke  dn  erfordert,  gegeben  durch  dm=  —  Q0dndo,  worin 
q0  die  Dichte  der  festen  Substanz  bezeichnet  Es  gilt  sonach  für 
die  Verschiebung  der  Grenzfläche 

95")  1 

indessen  kompliziert  ihre  Berücksichtigung  das  Problem  überaus,  da 
sie  neben  der  Bewegung  der  gelösten  Substanz  auch  noch  eine 
solche  des  Lösungsmittels  veranlaßt;  man  trifft  deshalb  in  Praxis 
Vorkehrungen,  dieselbe  bei  Beobachtungen  zum  Zweck  der  Bestim- 
mung von  l  zu  vermeiden. 


§15.    Bewegungen  tropfbarer  Flüssigkeiten  mit  freier  Oberfläche. 

Die  Strömung  von  Elektricität  und  Wärme  erstreckt  sich  in 
einem  unendlichen  Leiter  jederzeit,  wenn  auch  eventuell  mit  un- 
endlich abnehmender  Intensität,  nach  allen  Seiten  bis  ins  Unend- 
liche; dagegen  sind  in  wirklichen  Flüssigkeiten,  welche  bis  ins  Un- 
endliche reichen,  Bewegungen  möglich,  die  sich  auf  endliche  Bezirke 
beschränken  und  durch  eine  Unstetigkeitsfläche  gegen  den  äußeren 
ruhenden  Teil  abgegrenzt  werden,  so  lange  nur  die  Grundeigeuschaft 
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der  idealen  Flüssigkeiten,  keine  tangentialen  Druckkomponenten  zu- 
zulassen, vorhanden  ist. 

Längs  solcher  Flächen  muß  dann  also 

u  cos (n, x)  -f  v  cos +  w  cos (n,  z)  =  0 

und 

p  96) 

d.  h.  gleich  derjenigen  Funktion  der  Koordinaten  sein,  welche  den 
Druck  in  dem  ruhenden  Teile  der  Flüssigkeit  nach  den  in  §  4 
dieses  Teiles  entwickelten  Gesetzen  angiebt  Wirken  keine  Kräfte, 
so  giebt  die  zweite  Bedingung  p  =  Const  Dasselbe  gilt  angenähert, 
wenn  die  Unstetigkeitsfläche  die  Grenze  zwischen  einer  bewegten 
tropfbaren  Flüssigkeit  und  einem  ruhenden  Gas,  also  eine  freie  Ober- 
fläche im  weiteren  Sinne  des  Wortes  ist 

Bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  kann  der  Druck  in  der  Unstetigkeits- 
fläche auch  verschwinden,  ohne  daß  der  Vorgang  unmöglich  wird, 
und  dann  kann  man  ohne  Änderung  der  Bewegung  die  ruhende 
äußere  Flüssigkeit  vollständig  beseitigen  und  dadurch  die  Grenze 
im  strengen  Sinne  zu  einer  freien  Oberfläche  machen. 

In  diesem  Falle  ist  auch  die  Voraussetzung,  daß  die  Unstetig- 
keitsfläche ruht,  nicht  mehr  nötig,  jede  Fläche  p  =  0  wird  eine  freie 
Oberfläche  darstellen  können,  wenn  nur  die  Bedingung 

*/  =  *P  +  +  v -fP  +  ü'f*  =  0  960 
d  t      d  t         d  x         d  y         dz  ' 

erfüllt  ist 

Um  die  neue  Bedingungsgleichung  p  =  f{x,y,z)  oder  p  =  Const 
auch  durch  die  Geschwindigkeiten  auszudrücken,  müßte  aus  den 
Hauptgleichungen  (43)  erst  ein  Wert  für  p  durch  einmalige  Inte- 
gration gewonnen  werden.  Dies  ist  aber  weder  auf  Grund  der 
Gleichungen  (43)  direkt,  noch  auch  mit  Hilfe  der  allgemeinen  Sub- 
stitution (61)  möglich.  Man  gelangt  dazu  aber*8)  mit  Hilfe  jener 
zweiten  Zerlegung  von  u,  v,  w',  die  S.  193  angegeben  ist,  und  gemäß 
welcher  man  setzen  kann 

,     dF  .   „dG       ,     dF,„dG       ,     8  F  ,   UB  G  QTk 
M=äx+7/ö^    v=Tj  +  UTi>    w=Ti+UTi'  9?) 

Hieraus  folgt  sogleich  für  die  Wirbelkomponenten 

dRdG  ÖGdH 


^       dy  dz      dy  dz1 

2m' =— f—  -  —  — 
dz  dx       dz  dx  ' 

2j|.  ^dHdJ?_8GdJI 
dx  dy       dx  dy' 


97-) 
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und  dies  giebt 
97") 


rdO  ,.dG  ..dG  n 
TdH  ,     ,dll  ,    ,dH  n 


d.  h.  die  Wirbellinien  sind  die  Schnittkurven  der  Oberflächen  G  =  Const 
und  H  =  Const 

Durch  eine  einfache  Rechnung  findet  man  weiter 

dH dG     dG  d H 
dt  dx      dt  dx 


dtS  d_( 
dt  ~~  dx[ 


d  (dF  ,  „dG) 
bi+HTt\ 


dt  ~  dx\dt  +      dt)**  dx  ~*~  dt  dx      dt  dx 

u.  s.  f.  und  die  Gleichungen  (43)  nehmen,  falls  man  ein  Kräfte- 
potential 0  voraussetzt  und 

0  +  77+^  +  1^+77^  =  pj 


97"') 

abkürzt,  die  Gestalt  an 

dHdG 
dt  dx 

dHdG 


98) 


dt 


dG  dH 
dt  dx 

dG  dB 


dt  dy  dt  dy 
dHdG  dGdH 


dt 

d& 
dx  ' 

dy  ' 
BSl' 


dt  dx       dt  dz  dx  ' 

Nun  bewegen  sich  aber  nach  S.  271  die  Flüssigkeitsteilchen  bei 
Einwirkung  konservativer  körperlicher  Kräfte  mit  den  Wirbellinien, 
und  hieraus  folgt,  daß  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 

981  dS__dQ_ 
yö)  dt  -  dt  ~ö 

und  ß'  =  T, 

d.  h.  gleich  einer  Funktion  von  t  allein  sein  muß.  Diese  Gleichung 
liefert  allgemein  das  Gewünschte,  denn  sie  ergiebt 

_  77  =  0  +  \n  +  -£+H*d°t  -  T, 


98") 

oder  auch,  da  nach  (98') 


// 


8  0 

dt 


u(  ,BG  .    ,dG  .  ,dG 


dy 


d  x , 


und  dies  nach  (97) 
ist,  auch 


j-o       >  d  F       ,  d  F        i  d  F 
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-  77=  r|»  - +  dt  -  T.  98") 

Für  die  stationäre  Bewegung  einer  inkompressibeln  Flüssigkeit 
folgt  aus  (98") 

p  =  o(C-<l>-±r*),  98"") 

worin  C  eine  Konstante  bezeichnet;  dies  giebt,  wenn  äußere  Kräfte 
nicht  wirken  und  an  irgend  einer  Stelle  der  Flüssigkeit  p  =  />„. 
/"  =:  V0  vorgeschrieben  ist, 

also  die  kleinsten  Drucke  an  den  Stellen  größter  Geschwindigkeit. 

Verbinden  wir  mit  diesen  Formeln  die  auf  S.  266  gemachte 
Bemerkung,  daß  innerhalb  tropfbarer  Flüssigkeiten  der  Zusammen- 
hang zerreißt,  wenn  der  Druck  einen  gewissen  negativen  Grenzwert 
erreicht,  so  können  wir  schließen,  daß  stets  diskontinuierliche  Be- 
wegungen einsetzen  werden,  wenn  die  Geschwindigkeit  eine  gewisse 
Größe  überschreitet 

Ein  hierher  gehöriger  besonders  einfacher  Fall  ist  derjenige 
einer  ebenen  stationären  Potentialbewegung,  welche  durch  eine  feste 
Wand  begrenzt  wird,  die  irgendwo  eine  einspringende  scharfe 
Kante  besitzt  An  ihr  würden,  wenn  man  das  Geschwindigkeits- 
potential nach  den  früher  gegebenen  Regeln  berechnet,  die  Poteutial- 
tiächen  unendlich  nahe  zusammenrücken;  es  würde  also  die  Ge- 
schwindigkeit unendlich  groß  werden  und  der  Druck  unter  jede 
negative  Grenze  herabsinken,  d.  h.,  die  so  gefundene  Bewegung  würde 
unmöglich  sein. 

In  Wirklichkeit  verlassen  daher  die  bisher  längs  der  Wand 
verlaufenden  Stromlinien  an  jener  Kante  in  zunächst  tangentialer 
Richtung  die  Wand  und  erfüllen  weiterhin  eine  Fläche,  längs  deren 
die  Bewegung  diskontinuierlich  ist  Der  zwischen  ihr  und  der  Wand 
liegende  Raum  kann  im  einfachsten  Fall  mit  ruhender  Flüssig- 
keit angefüllt  sein,  er  kann  auch  unabhängige  Strömungen  ent- 
halten; jedenfalls  aber  müssen  in  der  DiskontinuitätsHäche  die  Be- 
dingungen (44)  und  (44')  erfüllt  sein. 

Auch  bei  der  Strömung  gasförmiger  Flüssigkeiten  würde  eine 
ähnliche  Anordnung  eiue  DiskontinuitätsHäche  hervorrufen;  denn  an 
der  Kante  würde  eine  unendlich  kleine  Dichte  und  demgemäß  eine 
faktische  Trennung  des  Gases  von  der  Wund  eintreten.  Dagegen 
würde  sie  bei  einem  impouderabeln  Fluidum  keinerlei  Singularitäten 
bewirken.  - 

Beschränken  wir  uns  weiterhin  auf  Grenzen,  in  denen  p  —  Const. 

Voiot,  TheoroÜ>cho  Physik.  21 
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ist,  so  gilt  dort  nach  (98"),  da  man  die  Konstante  mit  T  vereinigen 
kann,  ganz  allgemein 

99)  0+^  +  ^+£^=r, 

oder 

99')  &-±n+-ft  =  T: 

bei  einer  Potentialbewegung  wird  spezieller,  wegen  G  =  0, 


99")  0  +        +  t, 

bei  reiner  Wirbelbewegung,  wo  dFjdt  =  0  ist,  gilt  nach  (99') 

7'  = 

Im  Falle  des  stationären  Zustandes  folgt  aus  (98 ")  allgemein 

99")  <P  +  iF"a  =  Const. 

Die  Kontinuitätsgleichung  (43")  lautet  bei  Einführung  der  obigen 
Substitution  und  unter  der  Annahme,  daß  jedes  Flüssigkeitsteilchen 
seine  Dichte  unverändert  beibehält, 

100,     A,+  ^c  +  (^J|  +  JJ-J  +  JfJf)_0! 

sie  giebt  mit  den  zwei  Gleichungen  (98),  die  ausführlich  lauten: 

ÖH  ,(BF  dH     BF  BH     d  F  B_H 
d  i  +  [b  x  ö  x  +  By  By  +  dx  dx 


100) 


+  nl6HBG      BHBQ  +  BIIBG\ 
\c  x  ox      a y  öy      o  x  ü  x  j 

Id  FdCf  dFdO  d_G\ 
+  [dx  dx-  dydy^dxdx) 


d(i  .  (BFBG  .  dFdO  ,  BF  dG 


die  drei  Hauptgleichungen  des  Problems,  denen  zu  genügen  indessen 
große  Schwierigkeit  bietet.  Demgemäß  sind  Probleme,  welche 
Wirbelbewegungen  mit  freier  Oberfläche  betreffen,  streng  überhaupt 
noch  nicht  behandelt,  und  auch  bei  Potentialbewegungen,  ftlr  welche 
die  letzten  beiden  Gleichungen  identisch  erfüllt  sind,  ist  nur  die 
Durchführung  gewisser  ebener  Probleme  gelungen,  noch  dazu  be- 
schränkt auf  stationäre  Strömungen. 

Hier  giebt  nach  S.  27«  der  reelle  Teil  einer  beliebigen  Funktion 
von  x  +  «y,  z.  B.  F+  iS  =  f{x  +  iy),  eine  partikuläre  Lösung  für 
und  die  Grenzbedingungen  lassen  sich,  falls  äußere  Kräfte  fehlen, 
dahin  formulieren,  daß  zugleich  mit  S  auch  /"  konstant  sein  muß. 
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Diese  Umstände  haben  gestattet,  eine  Reihe  von  ebenen  Bewegungen 
zu  finden,  die,  von  Unendlich  nach  Unendlich  verlaufend,  teils  von 
freien  Randkurven,  teils  von  festen  Wänden  begrenzt  sind  und  als 
ebene  Flüssigkeitsstrahl  in  bezeichnet  werden  können.54)  In  dem 
Falle,  daß  mehrere  solcher  Flüssigkeitsstrahlen  zusammenstoßen, 
können  dann  die  festen  Wände  ganz  in  Wegfall  kommen.66) 

Weicht  die  freie  Oberfläche  der  bewegten  Flüssigkeit,  deren 
Gleichung  nach  (99"')  durch 

0 + \n = c 

gegeben  ist,  nur  wenig  von  einer  Potentialfläche 

0  =  C 

ab,  welche  dieselbe  Flüssigkeit  im  Zustand  der  Ruhe  zu  begrenzen 
vermöchte,  so  kann  man  die  Aufgabe,  eine  ihr  entsprechende  statio- 
näre Potentialbewegung  zu  finden,  durch  successive  Annäherung 
lösen.66) 

Hierzu  kann  man  zuerst  die  Fläche  0  =  6'  als  feste  Wand 
betrachten  und  ein  ihr  entsprechendes  Geschwindigkeitspotential  h\ 
nach  früheren  Methoden  aufsuchen,  aus  demselben  /'  in  erster  An- 
näherung =  k\  berechnen  und  die  Oberfläche 

0  +  fr;  =  c 

bestimmen.  Diese  korrigierte  Oberfläche  wird  für  ein  neues  Problem 
als  feste  Wand  behandelt,  eine  zweite  Annäherung  Ft  für  F  aufge- 
sucht und  mit  dieser  eine  zweite  korrigierte  Grenzfläche  von  der 
Gleichung 

0  +  j  / =  C 

bestimmt  u.  s.  f. 

Es  gelingt  auf  diesem  Wege  leicht,  Bewegungen  spezieller  Art 
innerhalb  einer  unendlichen  oder  geeignet  begrenzten  schweren  Flüs- 
sigkeit mit  freier  Oberfläche  zu  finden.  — 

Beschränkt  man  sich  von  vornherein  auf  so  kleine  Geschwin- 
digkeiten, daß  man  überall  die  in  ihnen  quadratischen  Glieder  neben 
den  linearen  vernachlässigen  kann,  so  gelingt  es  auch,  Fälle  niefit 
stationärer  Bewegung  mit  freien  Oberflächen  aufzufinden,  die  m;m 
allgemein  als  Wellen  bezeichnen  kann.57) 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  gilt  zunächst  der  S.  272 
bewiesene  Satz,  daß  körperliche  Kräfte,  die  eine  Potentialfunktion 
haben,  stets  eine  Potentialbewegung  veranlassen:  es  ist  also  im 
obigen  Ansatz  (97)  Ii  =  0  zu  setzen,  das  Geschwindigkeitspotential  /' 

21* 


Digitized  by  Google 


324 


//.  Teil.    Mechanik  nichtstarrer  Körper.   III.  Kap. 


aber  als  eine  Größe  erster  Ordnung  zu  betrachten,  welche  bei  Vor- 
aussetzung einer  inkompressibeln  Flüssigkeit  die  Gleichung  erfüllt 
101)  A^=  0. 

Ferner  nehmen  hier  die  Bedingungen 

p  —  Const    und    dp  \  dt  =  0 

relativ  einfache  Gestalten  an.  Denn  aus  (98")  folgt,  falls  man  die 
willkürliche  Funktion  T  der  Zeit  in  /'  hineinzieht, 

also  als  erste  Grenzbedingung 

101')  0  +  Yi  =  Const  5 

dies  giebt  direkt  die  Gleichung  der  freien  Oberfläche.  Die  zweite 
Bedingung  aber  lautet,  wenn  0  die  Zeit  nicht  explicite  enthält, 
wegen  dx  j  dt  =  d  F '/  dx,  

WF  dF  6 0  d_F  d  <t>  b  F  T<P  () 
ö/»  +  dx  dx  +  dy  dy  +  dx   dx  ~V 

und  muß  gelten  für  Punkte,  welche  der  vorigen  Gleichung  genügen. 
Da  aber  alle  Glieder  der  letzteren  Formel  bereits  erster  Ordnung 
sind,  muß  sie  bei  Vernachlässigung  der  Glieder  zweiter  Ordnung  für 
Punkte  erfüllt  sein,  welche  </>  =  Const  machen ;  das  sind  die  Punkte 
einer  freien  Oberfläche,  welche  die  Flüssigkeit  im  Gleichgewichts- 
zustande zu  begrenzen  vermag. 

Die  letzte  Formel  kann  man,  wenn  man  mit  v  die  Normale 
auf  der  Oberfläche  </>  =  Const  bezeichnet  auch  einfacher  schreiben : 


loi")  j£ '  +  o . 

'  d  t*         o  f     d  v 

Ist  die  wirkende  äußere  Kraft  die  Schwere,  und  ist  die  Z-Xxe 
vertikal  nach  unten  gelegt,  so  wird  <p  =  —gz,  die  letzte  Gleichung 
wird  also  für  ein  bestimmtes  z,  etwa  für  z  =  0  gelten  und  lauten 

dazu  kommt  für  die,  die  Flüssigkeit  sonst  noch  begrenzenden  festen 
Wände 

101"")  ö/  =0. 

d  n 

Im  Falle  periodischer  Bewegungen  ist  F=  H sin a(t  4-  t0)  zu 
setzen,  worin  u  und  t0  Konstanten  bezeichnen,  deren  erste  mit  der 
Periode  r  der  Bewegung  durch  die  Beziehung  ux  —  2*  zusanunen- 
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hängt,  während  R  eine  Funktion  der  Koordinaten  allein  ist,  für  die 
folgende  Beziehungen  gelten 

A  R  =  0  für  alle  Punkte, 
"**  +  ^  =  0  für  z  =  0.  J  102) 

j-  =  0  an  begrenzenden  festen  Wänden. 

Diese  Bedingungen  haben  die  größte  Ähnlichkeit  mit  denen, 
durch  welche  S.  181  u.  f.  eine  Funktion  /'der  Koordinaten  bestimmt 
worden  ist.    Doch  sind  zwei  Unterschiede  zu  beachten. 

Erstens  ist  a  hier  nicht  durch  das  Problem  direkt  gegebeu, 
sondern  ist  selbst  erst  aus  den  Bedingungen  (102)  zu  bestimmen. 

Zweitens  ist  in  der  zweiten  Formel  (102)  das  Vorzeichen,  welches 
die  beiden  Glieder  verbindet,  das  entgegengesetzte  von  demjenigen 
in  der  Grenzbedingung  F2  V  —  d  V\  dn  =  0,  welche  in  der  allge- 
meinen, auf  S.  181  behandelten  enthalten  ist.  Hieraus  folgt,  daß 
auch  bei  gegebenem  a  das  System  (102)  die  Aufgabe  nicht  eindeutig 
bestimmt 

Ein  wichtiger  spezieller,  aber  immerhin  noch  ziemlich  allge- 
meiner Fall  ist  der,  daß  die  Begrenzung  der  Flüssigkeit  nach  unten, 
d.  h.  für  z  =  hy  durch  eine  horizontale  Ebene,  nach  den  Seiten 
durch  einen  vertikalen  Cylinder  gebildet  wird.  Hier  erhält  man 
eine  Lösung  durch  den  Ansatz 

Jt  =  ZU, 

in  dem  Z  nur  z,  U  nur  x  und  y  enthält.  Die  Gleichungen  (102) 
nehmen  dabei  die  Form  an 


l  <PZ 
Z  d 


1  1     A  TT 

<■  U  n*y  ' 


cf-Z  +  g™  =0  für  z  =  0, 

*Z=0  für  z  =  h, 

d  v 


102') 


d  U 

ö  -  =  0  längs  des  Cy linders. 

Aus  der  ersten  Formel  folgt,  daß  sowohl  der  rechts-,  als  der 
linksstehende  Ausdruck  konstant  sein  muß;  wählt  man  diese  Kon- 
stante positiv  gleich  *2,  so  erhält  man 

£f  =  *2£  V  =  —  x2  f  \  102"; 
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Z  bestimmt  sich  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  A  zu 
102"')  Z=  A{e»<h-*>  +  «-*»»-*■), 

während  als  Beziehung  zwischen  a  und  x  folgt 
102"")  xg{e*h  -  <?-*'•)  =  «Vfc  +  *-"*). 

Die  Bedingungen  für  U  nehmen  eine  Gestalt  an,  die  uns  bei  der 
Behandlung  der  Schwingungen  innerhalb  einer  elastischen  Flüssig- 
keit beschäftigen  wird,  wo  überhaupt  die  allgemeinen  Eigenschaften 
der  Wellenbewegungen  ausführlich  zur  Sprache  kommen  werden. 

Fehlt  die  seitliche  Begrenzung  der  Flüssigkeit  durch  den  Cylin- 
der,  so  bleibt  x  willkürlich,  im  anderen  Falle  werden  durch  die 
Grenzbedingung  dU/dn  =  0  unendlich  viele  diskrete  Werte  als  mit 
dem  Problem  vereinbar  bestimmt;  jedem  x  entspricht  nach  (102"") 
eine  Bewegung  mit  anderer  Periode. 

Eine  interessante  partikuläre  Lösung  erhält  man,  wenn  man  die 
Gleichung  (101")  statt  nur  für  z  =  0,  für  alle  z  gültig  annimmt.59) 
Man  kann  sie  dann  auch  nach  z  differentiieren  und  unter  Benutzung 
von  A  F  —  0  aus  ihr  bilden 

f-'  +  ^A^'-O, 

eine  Gleichung,  die  neben  A  F  =  0  für  alle  Punkte  gelten  kann, 
weil  die  eine  nicht  t,  die  andere  nicht  z  enthält.  Als  Grenz- 
bedingung  für  z  =  0  bleibt  die  Formel  (101"')  bestehen;  hinzu 
kommt,  wenn  die  Flüssigkeit  unendlich  tief  ist,  noch  die,  daß 
F  —  0  sein  muß  für  z  —  oo.  — 

Bei  diesen  Betrachtungen  ist  von  der  durch  kapillare  Wirkung 
erzeugten  Oberflächenspannung  abgesehen.  Berücksichtigt  man  die- 
selbe, so  ist  p  nicht  konstant,  sondern  nach  (22')  um  eine  Kon- 
stante von  dem  Kapillardruck  p0  verschieden  zu  setzen ;  daher  lautet 
die  erste  Grenzbedingung  (101'),  falls  7?,  und  7?2  die  Hauptkrümmungs- 
radien der  Oberfläche  bezeichnen,  unter  Berücksichtigung  von  (31') 

,03,  0-+_£  +  .J(£  +  £)_O».t 

In  dem  Falle,  daß  die  einzige  äußere  Kraft  die  Schwere,  also 
(l)  =  —  (jz  ist,  weicht  die  freie  Oberfläche  unendlich  wenig  von  einer 
horizontalen  Ebene  ab,  es  ist  also 

103')  Po  ■  +  -§£); 

dies  giebt,  wenn  man  die  Gleichung  (103)  nach  t  differentiiert  und 
berücksichtigt,  daß 
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1     und    A^=0  ist, 


dt  Bx 


BF  ,    6*F       S  B*F      n  inQ'N 
—  9~*  h   .      H  .  .  =  0,  103) 

die  Fundamentalgleichung  für  die  Behandlung  der  Kapillar  wellen 69), 
die  eine  der  obigen  analoge  Behandlung  gestattet. 

8  18.    Andere  Formen  der  hydrodynamischen  Orundgleiohungen. 

Von  den  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  (14)  für  nichtstarre 
Körper  gelangt  man  durch  Einführung  der  Fundamentaleigenschaft 
der  idealen  Flüssigkeiten 

und  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  wirkenden  körperlichen  Kräfte 
der  Masse  proportional  sind,  zunächst  zu 

d*x        v     Bp       d*y         v     6p       d* ;        „     Bp  1r41x 
*  dt*      r        Bx    *  dt*      v        öyJ    v  dt*     K        6z  ' 

Die  in  §  9  benutzte  Betrachtungsweise  behandelt  weiterhin  die 
Geschwindigkeitskomponenten  dxjdt  =  u\  dyjdx  —  v\  dz/dt  =  w' 
als  Funktionen  der  Koordinaten  und  der  Zeit,  untersucht  also,  was 
an  beliebigen  Stellen  zu  wechselnden  Zeiten  stattfindet,  ohne  Rück- 
sicht darauf,  welche  Teilchen  der  Flüssigkeit  dabei  ins  Spiel  kommen. 

Umgekehrt  kann  man  die  Betrachtung  auf  die  wechselnden  Zu- 
stände richten,  welche  ein  und  dasselbe  Flüssigkeitsteilchen  mit  der 
Zeit  annimmt  Bezeichnen  a,  b7  c  irgend  weiche  Parameter,  welche 
ein  bestimmtes  Fltissigkeitsteilcheu  definieren,  so  werden  seine  Ko- 
ordinaten zu  beliebiger  Zeit  x,  y,  z,  seine  Dichte  (>  und  der  ihm  zu- 
gehörige Druck  p  Funktionen  von  a,  b,  c  und  t  sein. 

Multipliziert  man  nun  die  Gleichungen  (104)  mit  dx/da,  dyjd  a, 
dz/da  oder  dx/db,  dyjdb,  dzjdb  oder  dxjdc,  dyjdc  dzjdc 
und  addiert,  so  ergiebt  sich  das  System 

1  Bp  ,(d*x      Y\6x      jd*y      ,A  By      jd*  t  /\6t_f) 
Ida  +  U's  ~     )  Ba  +  [dt*  "  1  )6a+  [dt*  ~      6a  "  U  ' 

welches  in  dem  Falle,  daß  ein  Kräftepotential  4>  existiert  und  die 
Dichte  p  nur  vom  Druck  p  abhängt,  wenn  man  wieder 

^  =  dn  104") 


104) 
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setzt,  die  Form  annimmt 


104"') 


da 

+ 

iPx  dx 
dt*  da 

+ 

d*y  dy 
dt*  da 

+ 

d*x  d  x 
dt'  da  ~ 

o, 

d  (LT  +  0) 
db 

+ 

d*x  dx 
d  t'  d  b 

+ 

d*y  dy 
d  t'  dh 

+ 

<Px  d  x 

d  t'  dTb  ~~ 

o, 

0(/jT+  0) 

l  de 

d*x  dx 
dt*  de 

+ 

d*y  dy 

dt'  de 

+ 

<Px  dx 
dJ'  d~c"~ 

0. 

Diese  Gleichungen  rühren,  wie  die  früheren  Gmndgleichungen  (43), 
von  Euler60)  her,  werden  aber  gewöhnlich  nach  Lagbange61)  ge- 
nannt, der  sie  unabhängig  von  Euleb  gefunden  hat 

Die  Kontinuitätsbedingung,  welche  aussagt,  daß  die  Masse  eines 
beliebig  abgegrenzten  Bereiches  von  Flüssigkeitsteilchen  während  der 
Bewegung  sich  nicht  ändert,  läßt  sich  allgemein  schreiben 


105) 


d(Qdk)  _  0 
dt~  ~  u> 


worin  dk  ein  Volumenelement  der  Flüssigkeit  bezeichnet 
führung  von  a,  b,  e  läßt  sich  schreiben 


Ein- 


105') 


dk 


d  x  dy  dx 
d  a  d  a  da 

dx  dy  dx 
dbWbdb 

|  d  x  d  y  d  x 
;  d  c  d  c  de 


da  dbdc  =  0  da  db  de ; 


die  Konstanz  von  odk  kommt  sonach  auf  die  Gleichung 

105")  o0  =  Const(0, 

oder,  wenn  p  konstant  ist,  auf 

105"')  0  =  Const(O 

heraus.    Der  Fall  0  =  0  ist  hierbei  ausgeschlossen. 

Die  Begrenzung  der  Flüssigkeit  enthält  nach  S.  218  immer  die- 
selben Teilchen;  denkt  man  also  ihre  Gleichung  in  x,  y,  z  und  t  aus- 
gedrückt, so  muß  bei  Einführung  der  Werte  von  x,  y,  z  in  a,  b,  c 
und  /  letzteres  aus  der  Formel  für  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
herausfallen,  und  diese  sich  in  eine  Gleichung  zwischen  a,  b  und  c  ver- 
wandeln. Daher  ist  es  vorteilhaft,  über  die  Grüßen  a,  b,  c  so  zu 
verfügen,  daß  das  Konstantsetzen  einer  von  ihnen  die  Gleichung 
der  Begrenzung  giebt 

Neben  dieser  Bedingung  ist  in  der  Grenze  zwischen  zwei  Flüssig- 
keiten h  und  k  noch  die  weitere  zu  erfüllen,  daß  dort  pk  —  ph=phk 
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sein  muß;  gleiches  gilt  für  etwaige  Unstetigkeitsflächen  und  für  freie 
Oberflächen. 

Die  vorstehenden  Formeln,  welche  anscheinend  in  allen  den 
Fällen  Vorteile  bieten,  wo  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  veränder- 
lich ist,  sind  erst  in  sehr  wenig  Fällen  integriert  worden,  von  denen 
der  interessanteste  Wellen  von  endlicher  Höhe  an  der  Oberfläche 
einer  schweren  Flüssigkeit  liefert62).  Auch  für  die  Gewinnung  all- 
gemeiner Sätze,  wie  sie  S.  268  bis  271  abgeleitet  sind,  bieten  sie 
gegenüber  den  dort  benutzten  Formeln  (43)  besondere  Vorteile  nicht  — 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (104'")  mit  dt  und  integriert 
sie  zwischen  Grenzen  t=0  und  t  =  tv  so  erhält  man  nach  geeigneter 
Umformung  des  zweiten  Gliedes  durch  teilweise  Integration, 
wenn  man 

t 

J{T7+  <l>-\V*)dt=  &  106) 


setzt: 


o 


dSl'       dx  dx     dy  dy     d  x  d  x  ,.. 

«S-+  Tt  Sä  +  Tt  Sä  +  Tt  BS      °-  10b> 


Verfugt  man  über  a,  b,  c  spezieller  so,  daß  sie  den  Anfangswerten 
von  .r,  y,  z  gleich  werden,  und  nennt  die  korrespondierenden  Anfangs- 
werte der  Geschwindigkeitskomponenten  resp.  u{},  v'^  w'0,  so  erhält 
man  für  die  untere  Grenze 
dx  dy  dx         ,       dx      t      dx      n     dx      n  - 

und  für  die  Gleichungen  (106')  daher  die  Form: 


106") 


Zu  diesen  Formeln,  welche  wie  die  Euler  sehen  (43)  vom  zweiten 
Grade  und  der  ersten  Ordnung  sind,  kommen  die  Gleichungen  (104") 
und  (105")  hinzu,  um  das  Problem  vollständig  zu  bestimmen;  sie 
sind  von  H.  Webek63)  gegeben,  aber  zu  speziellen  Folgerungen 
noch  nicht  benutzt  worden. 


dSl' 
da 

+ 

dx  d  x 
dt  da 

+ 

dy  dy 

dt  da 

+ 

dt  dx 
dt  da' 

BSV 
db 

+ 

dx  d  x 
dt  db 

+ 

dy  dy 
dt  db 

dx  dx 

Ii  dbJ 

< = 

dfi' 

de 

dx  d  x 
dt  de 

+ 

dy  dy 
dt  de 

+ 

dt  dt 
dt  67' 
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§  17.    Das  Oesetz  der  elastischen  Kräfte. 

Ein  Körper  heißt  elastisch,  wenn  in  ihm  eine  von  einem  be- 
liebigen Anfangszustand  ausgehende  Deformation  Spannungen  erregt, 
welche  diese  Deformation  rückgängig  zu  machen  streben;  er  heißt 
vollkommen  elastisch,  wenn  bei  konstanter  Temperatur  der 
Spannungszustand  allein  von  dem  augenblicklichen  Deformations- 
zustand abhängt  und  die  Spannungen  nur  mit  den  Deformationen 
verschwinden. 

Bedeuten,  wie  in  §  1,  «,  t>,  w  die  Komponenten  der  die  De- 
formation bewirkenden  Verschiebung  eines  Punktes  mit  den  Anfangs- 
koordinaten x,  y,  *,  so  ist  nach  S.  213  der  Deformationszustaud 
eines  geeignet  um  den  Punkt  x,  y,  z  abgegrenzten  Bereiches  B  voU- 
kommen  bestimmt  durch  die  sechs  Deformationsgrößen 


107) 


d  u  ör  che 

X*-Bx>    y»-dy>  Z<~dx> 
dr      die  die      du  du  dr 


Von  diesen  stellen,  wie  S.  216  gesagt,  die  drei  ersten  die  linearen 
Dilatationen,  die  drei  letzten  die  Winkeländerungen  für  drei  zu  den 
Axen  A",  Yf  Z  parallele  Richtungen  innerhalb  des  Bereiches  B  dar. 

Bezeichnen  wir,  wie  in  §  2,  die  Komponenten  der  gegen  ein 
Flächenelement  mit  der  inneren  Normale  n  wirkenden  Druckkraft 
P  mit  X  ,  Y .  Z  ,  so  ist  nach  S.  225,  bei  Ausschluß  von  auf  die 
kleinsten  Teile  wirkenden  Drehungsmomenten,  der  Spannungszustand 
des  Bereiches  B  vollständig  bestimmt  durch  die  sechs  Druek- 
koniponenten 

107  )  a;,  r9,  z:,  j;,  zx,  a;, 

welche  gegen  Flächenelemente  normal  zu  den  Koordinatenaxen 
wirken. 
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Soll  also  der  Spannungszustand  des  Körpers  nur  von  dem  augen- 
blicklichen Deformationszustand  abhängen,  so  müssen  die  sechs 
Druckkomponenten  (107')  an  jeder  Stelle  im  allgemeinsten  Falle 
Funktionen  der  sechs  Deformationsgröben  (107)  im  ganzen  Körper  sein. 

Die  denkbar  einfachste  Annahme  ist  nun  offenbar,  daß  der 
Spannungszustand  innerhalb  B  von  der  Deformation  allein  des 
Bereiches  B  abhängt,  und  weiter,  daß  die  Beziehungen  zwischen 
den  Druckkomponenten  und  den  Deformationsgrößen  lineäre  sind. 

Demgemäß  machen  wir  als  erste  Annäherung  den  Ansatz 

-  Yy  =  cn**  +  C2t!/y  +  enx,  +  cuys  +  eu  zx  +  ci6xy,^  107") 


Die  Koeffizienten  chk  heißen  die  Elasticitätskonstanten  der 
Substanz;  in  nicht  homogenen  Körpern  betrachten  wir  sie  als  stetige 
Funktionen  der  Koordinaten. 

Löst  man  die  vorstehenden  Gleichungen  nach  den  xx  .  .  .  auf, 
so  erhält  man 

-  y,  =  *,i  a;  +  *22  j;  +  *„  4  +     +  *«•  z*  +   A; >  lor ) 
.••»•• ••••••••••«••••• 

worin  die  Koeffizienten  sltk,  weil  sie  die  hauptsächlichsten  der  beobacht- 
baren elastischen  Veränderungen  messen,  die  Elasticitätsmoduln 
genannt  werden. 

Diese  Formeln  gelten,  wie  vorausgeschickt,  nur  dann,  wenn  die 
Temperatur  bei  der  Deformation  sich  nicht  ändert.  Die  Drucke 
JV.,  .  .  .  Xy  sind  dabei  die  durch  die  Deformationen  xx,  .  .  .  .ry 
erregten,  aber  nicht  immer  die  gesamten  vorhandenen; 
bei  Gasen  z.  B.  ist  notwendig  vor  der  Deformation  bereits  ein  von 
Null  verschiedener  Anfangswert  Xx°  =  V°  =  Z.°  =  p°  vorhanden,  zu 
dem  sich  die  obigen  Größen  addieren. 

Die  Anzahl  der  Konstanten  und  Moduln  reduziert  sich  ganz 
allgemein,  wenn  man  die  Annahme  einführt,  daß  auch  auf  die 
elastischen  Körper  die  Energiegleichung  anwendbar  ist. 

Nach  den  auf  S.  228  und  229  abgeleiteten  Formeln  wird  der 
Zuwachs  der  Energie  eines  elastischen  Körpers  in  der  Zeiteinheit 
gegeben  durch  den  Ausdruck 


+      öt  +      dt  +    v  dt  )\  '  1 


108) 
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Damit  der  Ausdruck  rechts  ein  Differential  einer  nur  vom 
augenblicklichen  Zustand  abhängigen  Funktion,  eben  der  Energie, 
nach  der  Zeit  sei,  ist  erforderlich,  daß  die  Druckkomponenten 
Differentialquotienten  einer  Funktion  der  sechs  Deformationsgrößen, 
nämlich  des  elastischen  Potentiales  (p  der  Volumeneinheit, 
nach  ihren  Argumenten  sind,  also  die  Formeln  gelten 


108') 


Ad<p      y  dtp     y  dq> 

dz.'     y         dyy     *  dz,9 


Z  =  - 


d<p 

"  ■ 

Bxr 


8<p 


woraus  folgt,  daß  sein  muß 


108") 


dY. 


y  _ 


BZ. 


BZ, 
dxz 


dXz  dXx 


dYt     BYt  _  BX* 

d*x       Byt '  ' 


dx,       Byy     Bxx       Bxs     Byy  Bxx 

Setzt  man  in  (108)  die  Werte  (107"')  der  Deformationsgrößen 
und  die  Werte  (107")  der  Druckkomponenten  ein,  so  kann  man  den 
Zuwachs  der  Energie  in  der  Zeiteinheit  auch  schreiben 


109) 


^  9-  dt  ^  *  dt  ^   >j  dt  ) 


dZz 
dt 


vergleicht  man  dies  mit  der  Formel  (108),  so  erkennt  man,  daß, 
falls  ff>  den  Wert  von  (p  bezeichnet,  wenn  darin  die  Deformations- 
größe n  nach  (107'")  durch  die  Druckkompouenten  ausgedrückt  sind,  auch 


109') 


dff' 
dX£ 
=  _  dif' 

dr2' 

sein  muß,  woraus  dann  folgt 
dx. 


=  dtf'' 
Vit"  dYy 


zt  =  ~ 


dZx 


d*: 

=  dy 
"  dXy 


109") 


dyy 

dZz 


dY 


dx.  dxx 
dXz  ~  dz/ 


Bz. 


dyu 


dY,  BX, 


dy: 
dXx 


dxx 


Diese  je  fünfzehn  Gleichungen  (108")  und  (109")  ergeben,  mit 
den  obigen  Ansätzen  (107")  und  (107"')  verbunden,  je  fünfzehn  Be- 
ziehungen von  der  Form 


und  reduzieren  so  die  Anzahl  der  unabhängigen  Elasticitätskonstanten 
und  -moduln  im  allgemeinsten  Falle  je  von  3«  auf  21. 
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Für  das  Potential  tp  der  Voluiueneinheit  erhält  man  zugleich 
die  allgemeine  Beziehung 

-  2<p  =  Xxxx  +  Yyyy  +        +  }>s  +  JgT,r,  +  Ix,       1 10') 

für  die  Energie  «  der  Volumeneinheit,  falls  y  die  lebendige  Kraft 
derselben  bezeichnet, 

«  =  i^  +  9>.  110") 

Weitere  Reduktionen  treten  ein,  wenn  der  elastische  Körper 
ein  homogener  Krystall  ist,  welcher  Symmetrien  besitzt,  und  ein 
spezielles,  das  Hauptaxensystem,  eingeführt  wird.  Hier  kommen 
die  auf  S.  217  und  S.  225  angegebenen  Eigenschaften  der  Defor- 
mationsgrößen und  der  Druckkomponenten  zur  Geltung,  daß  resp. 

*.»       r/v».  *./yä.  vv* 

und 

rf,  *„  r.yf,  z,y2,  j^yf 

sich  bei  Einführung  anderer  Koordinatensysteme  transformieren,  wie 
die  Aggregate  von  Vektorkomponenten 

x»  r»,       rzys;  ^A'V2,  X1Y2. 

Daraus  folgt  dann,  daß  man  die  aus  (107")  gebildeten  Formeln 


ni) 


ohne  weiteres  nach  dem  Schema  IV  auf  S.  143  für  die  verschiedenen 
Krystallgruppen  spezialisieren  kann;  es  steht  nur  beispielweise  cn 
an  Stelle  von  cn,  cu\2  an  Stelle  von  cu,  2c44  an  Stelle  von  c44. 
Analoges  gilt  für  die  aus  (107"')  gebildeten  Formeln 


-xx  =  s 


2       12  V2    v      12*       2  2  2  y 


111') 


in  denen  beispielsweise  *n  an  Stelle  von  cn.  *M  }  2  an  Stelle  von 
an  Stelle  von  c44  steht. 
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Wir  werden  im  folgenden  fast  alle  auf  Krystalle  bezüglichen 
Untersuchungen  an  die  allgemeinsten  Formelsysteme  (107")  resp.  (107 "') 
anknüpfen,  also  die  speziellen  Gestalten,  welche  jene  annehmen 
können,  nicht  benutzen. 

Doch  ist  die  eine  Bemerkung  mehrfach  von  Interesse,  daß,  wenn 
die  Z-Koordinatenaxe  eine  zweizählige  Symmetrieaxe  ist,  von  den 
Konstanten  chk  und  von  den  Moduln  shk  die  mit  den  Indices 

111")  (14),  (24),  (34),  (64)  und  (15),  (25),  (35),  (65) 

verschwinden,  und  daß,  wenn  die  Zähligkeit  der  Axe  höher  ist,  als 
zwei,  außer  anderen  Relationen  jederzeit  die  gelten,  daß 

C44  =  C66>   c«  =  0> 


Häufig  macht  es  das  spezielle  Problem  wünschenswert,  neben 
dem  Hauptkoordinatensystem  X,  1',  Z  noch  ein  anderes  Üf,  H1  Z  ein- 
zuführen; dann  handelt  es  sich  um  die  Transformation  des  elasti- 
schen Potentiales  in  die  neuen  Koordinaten.  Seien  die  Koeffizienten 
der  Transformation  durch  das  Schema 

f     1  £ 


112) 

y 


z 


«i    Ä  Yi 

«*  A  r2 
«*  Ä  n 

gegeben,  und  seien  die  Deformationsgrößen  xx, . . .  xy  kurz  mit  pv . .  ./>6, 
die  analogen  £f, . . .  f  v  mit  ^  . . .  *0  bezeichnet,  dann  ist  das  elastische 
Potential  in  der  ursprünglichen  Form  (f  gegeben  durch 

2y  =  ZZchkPhPk, 
in  der  transformierten  durch 

T  /  mn    m  n' 

wobei  alle  Summen  2  von  1  bis  6  zu  erstrecken  sind. 
Ist  dabei 

in 

worin  Shm  und  </kn  die  nach  der  Regel  auf  S.  333  sogleich  angeb- 
biiren  Transformationskoeffizienten  für  die  Deformationsgrößen  be- 
zeichnen, so  findet  sich 

h    k  m  n 

—  -^'Tm T« ~  —  c;, k '\ m <\ n  ' 

i».    »<  h  k 
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woraus  der  Wert  der  abgeleiteten  Elasticitätskonstante  ywn  sich  er- 
giebt  zu 

dem  entspricht  umgekehrt 

chk  =  --/«/u^n- 

m  n 

Ganz  ebenso  läßt  sich  die  Transformation  der  Moduln  ausführen. 
Man  hat,  falls  Xx,...Xy  kurz  durch  P,,...Pe,  analog  rx,...5"y 
durch  i7j,...776  bezeichnet  wird, 

n    k  m  n 

dabei  gilt,  wie  nach  S.  333  leicht  zu  erkennen, 

m  k 

und  hieraus  folgt 

h    k  m  n 


also 

ff»«  =  "\X,A,,>  e^nso  *kk=22*mndhmdk9.  -  112") 

Die  Elasticitätsnioduln  *Ak  lassen  sich  anschaulich  deuten,  wenn 
man  die  Gleichungen  (14)  und  (14'")  für  das  Gleichgewicht  nicht- 
starrer  Körper  benutzt,  wo  sie  lauten: 

„     dX      dA'„  dX 


x  +  ä;  =  r  +  j;  =  z  +  ^n  =  o.  n  3') 

Man  kann  aus  ihnen  nämlich  schließen,  daß  für  ein  rechteckiges 
Prisraa,  dessen  Flächen  den  Koordinatenebenen  parallel  sind,  und 
das  keinen  körperlichen  Kräften,  sondern  nur  Oberllächendrucken 
von  für  jede  Fläche  konstanter  Größe  und  Richtung  ausgesetzt  ist, 
die  inneren  Spannungen  Xx, . . .  Xy  sämtlich  konstant  sind  und  sich 
nach  den  Gleichungen  (113')  durch  die  OberHächendrucke  bestimmen. 
Man  kann  über  diese  jederzeit  so  verfügen,  daß  von  allen  sechs 
Spannungen  Xx, . . .  A"  nur  je  eine  von  Null  verschieden  ist,  und  daher 
in  den  Gleichungen  (107"')  für  die  Deformationen  je  nur  ein  Glied 
übrig  bleibt. 

So  liefert  ein  normaler  Zug  ±  auf  die  Einheit  der  beiden 
Prismen  Mächen,  welche  normal  zur  A'-Axe  stehen,  ausgeübt,  Xx  =  —  A 
und  demgemäß 
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113„  x     n  >  V»     i.  >    .  . 

I       !/s  =  SUA>     ZX  =  S15A>      *j,  =  *16^ 

woraus  also  sogleich  die  slh  sicli  als  die  Moduln  der  lineären  Dila- 
tationen und  der  Winkeländerungen  bei  dem  Zug  parallel  der  A-Axe 
ergeben.    Gleicher  Weise  deuten  sich  die  s2h  und  s3h. 

Für  die  Interpretation  der  übrigen  muß  man  auf  je  zwei 
Flächenpaare  tangentiale  Kräfte  wirken  lassen,  so  auf  die,  deren 
äußere  Normale  die  ±  Z-Axe  ist,  eine  Kraft  F  pro  Flächeneinheit 
parallel  der  Y-Axe  und  umgekehrt.  Dann  ist  Yt  =  Z  =  —  F 
und  es  wird 

1 1 3"1  I      =     ^   y»  "  *42  ^   *'  *  A*3  ' ' 

daher  stellen  sich  die  als  die  Moduln  der  Axendilatationen  und 
Axenwinkeländerungeu  bei  tangentialen  Drucken  F  heraus. 

Dabei  ist  erkennbar,  daß  die  Moduln  der  Axeuwinkeländerungen 
bei  normalen  Drucken  und  die  Moduln  der  Axendilatationen  bei 
tangentialen  Drucken  in  engster  Beziehung  stehen. 

Wirken  parallel  der  A-,  Y-  und  Z-Axe  gleichzeitig  gleiche 
Drucke  von  der  auf  die  Flächeneinheit  bezogeneu  Größe  p,  so  wird 
die  räumliche  Dilatation 

1 13"")     &  =  {Tx  +  yy  +  z:)  =  +  *%%  +      +  2(*23  +  ,al  + 

Da  &  eine  Invariante  ist,  so  muß  gleiches  von  dem  Aggregat  der 
Moduln  shk  rechts  gelten;  dasselbe  giebt  den  Modul  der  räumlichen 
Kompression  bei  allseitig  gleichem  Druck  an  und  behält,  ebenso  wie 
die  ganze  Formel  (113""),  ihre  Bedeutung,  wie  weiter  unten  gezeigt 
werden  wird,  auch  bei  beliebiger  Form  des  dem  allseitigen  Druck  p 
ausgesetzten  Körpers. 

Die  Elasticitätskonstanten  gestatten  im  Anschluß  an  die  Formeln 
(107")  gleichfalls  eine  Deutung,  nämlich  durch  die  Gesamtheit  der 
äußeren  Drucke,  welche  erforderlich  sind,  um  eine  einzige  Axen- 
dilatation  oder  Axenwinkeländerung  hervorzubringen;  aber  diese 
Interpretation  ist  minder  anschaulich,  als  die  für  die  Moduln  nach 
obigem  mögliche.  — 

Die  Dimensionen  der  Elasticitätskonstanten  sind  gegeben  durch 

114)  [chk]  =  ml-U-2, 

die  der  Moduln  durch 

114)  [,„]-«-!/* 

Beide  werden  seltener  im  (cm,  gr,  sec)  System  angegeben, 
sondern,  da  sie  meist  durch  Beobachtungen  gefunden  werden,  bei 
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denen  Gewichte  die  wirkenden  Kräfte  repräsentieren,  in  einem 
eignen  System,  in  welchem  das  Kilogramm  die  Krafteinheit,  das 
Millimeter  die  Längeneinheit  ist  Es  geht  dann  der  Zahlwert  c,f 
resp.  sv  in  physikalischen  Einheiten  aus  dem  cT  resp.  *r  in  diesen 
technischen  hervor  gemäß  der  Beziehung 

c„  =  98,1. 10« c„    *„  =  -  114") 

Wenn  nun  auch,  wie  oben  gesagt,  die  folgenden  Entwickelungen 
bezüglich  der  Krystallgruppen  meist  durchaus  allgemein  gehalten, 
also  keine  speziellen  vereinfachenden  Annahmen  über  ihre  Symmetrie- 
verhältnisse eingeführt  werden  sollen,  so  erscheint  doch  mitunter 
die  Anwendung  oder  Beschränkung  der  Betrachtungen  auf  isotrope 
Körper  erwünscht 

""Für  diese  nehmen  die  Formeln  (107")  und  (107"')  nach  dem 
Schema  auf  S.  144  die  spezielle  Gestalt  an: 

-X_ 


und 


-  Y  = 

y 


-y*  = 

—  X-  = 


115) 


—  X 


115) 


cx*  +  c\yy  +  c\zz  =  cixx  +  ci  ^» 
cix*  +  cyy  +  c\  2t  =  c*yy  +  ci ,7 » 

--Y.aai(c-ciK"asici*«» 

-  rx  =  i(c-ci)-ry  =  i^j-y; 
.va;  +  *j  }'y  +  *t/f  =  *2  a;  +  *j  g, 

*1  Ax  +  *1  Jy  +  =  *tZ*  +  *1  Ö> 

-S-2(,-,1)j;  =  2,2i;, 

2(*-*1)/I=2,2/x, 
yx  =  2(*-*1)Xy=2*aAy. 

Hierin  ist  kurz  A^  +  l*y  +  Zz  =  0  gesetzt. 

Diese  Formeln  zeigen,  daß  bei  isotropen  Medien  die  tangen- 
tialen Druckkomponenten  }\,  Zx,  X  mit  den  Winkeländerungeu 
ytJ  zz,  z9  gleichzeitig  verschwinden;  bei  ihnen  fallen  also  auch  nach 
S.  215  und  S.  220  die  Hauptdruckaxen  Ar°,  }"°,  Z°  und* die  Haupt- 
dilatationsaxen  A0?  J0,  Z0  zusammen,  was  bei  krystallinischen  Medien 
im  allgemeinen  keineswegs  stattfindet 

Aus  den  Systemen  (1 15)  und  (115')  folgt  sogleich  der  Wert  des 
elastischen  Potentiales  y  der  Volumeneinheit 


Voiot,  Theorotische  Physik. 


22 


Digitized  by  Google 


33* 


IL  Teil.    Mechanik  nichtstarrer  Körper.   IV.  Kap. 


oder  kürzer 

115")  2ff  =  Cl#a + 

ähnlich  bei  Einführung  der  Druckkomponenten 

29  =  Sl  a»  +  *2  (a;*  +  r/  +  4«  +  2(i7  +  ^  +  a;*)), 

oder  kurz 

115")  2y/=*10*  +  *Jö\ 

Diese  Resultate  stehen  in  Übereinstimmung  mit  der  Forderung, 
daß  ff  vom  Koordinatensystem  unabhängig  sein  muß;  denn  &  resp.  (-> 
ist  die  erste,  \{ft2  —  &')  resp.  |('*>2  —  '•>')  die  zweite  der  in  den 
Formeln  (5')  resp.  (15")  angegebenen  Invarianten. 

Für  ideale  Flüssigkeiten  ist  nach  S.  233 

ho)  K  =  Zx=Xy  =  o,  xx=ry  =  zz  =  P, 

also 

116)  c  =  cv  p  =  -  ci'/;   2«/-  =  =  +  c^; 

für  Gase  wird  noch  spezieller  wegen  der  Gültigkeit  des  BoYLE'schen 
Gesetzes,  welches  aussagt,  daß  bei  konstanter  Temperatur  das  Pro- 
dukt aus  Druck  und  Volumen  konstant  ist,  die  einzige  Konstante 

116")  c  =  />°, 

d.  h.  gleich  dem  Anfangsdruck,  unter  dem  das  Gas  vor  der  Defor- 
mation stand. 

Die  vorstehenden  Entwickelungen  gelten,  wie  ausdrücklich  her- 
vorgehoben, nur,  wenn  die  Deformation  ohne  Temperaturänderung 
vor  sich  geht,  ein  Fall,  der  bei  Problemen  des  Gleichgewichtes  meist 
nahe  realisiert  ist,  weil  hier  die  infolge  der  Deformationen  immer 
auftretenden  Temperaturdifferenzen  Zeit  haben,  sich  auszugleichen. 

Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  kompliziert  das  Problem  sich  erheb- 
lich und  ist  überhaupt  nicht  ohne  Rücksicht  auf  Wärmeleitung  und 
Strahlung  zu  behandeln;  wir  werden  uns  im  nächsten  Teile  damit 
beschäftigen. 

Nur  in  einem  speziellen  Falle  ist  von  jenen  Wirkungen  abzu- 
sehen, nämlich  dann,  wenn  die  Deformationen  so  schnell,  etwa 
periodisch,  wechseln,  daß  ein  Temperaturausgleich  von  irgend  welchem 
Belang  nicht  eintreten  kann.  Dann  gelten,  wie  die  späteren  Ent- 
wiekelungen zeigen  werden,  Formeln  von  genau  derselben  Gestalt, 
wie  (107")  und  (107  ").  aber  mit  anderen  Werten  der  Konstanten  und 
Modulen.  Man  nennt  im  Gegensatz  zu  den  früheren  iso thermi- 
schen dieselben  adiabatische. 
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Der  Unterschied  beider  Arten  von  Konstanten,  der  im  nächsten 
Teil  theoretisch  bestimmt  werden  wird,  ist  bei  festen  und  tropfbar- 
tiüssigen  Körpern  kaum  merklich,  hingegen  bei  Gasen  sehr  beträcht- 
lich; wir  werden  ihn  demgemäß  hier  auch  nur  bei  letzteren  aus- 
drücklich berücksichtigen.  — 

Der  Ansatz  (107")  für  die  Komponenten  der  inneren  oder 
elastischen  Drucke  ist,  wie  gesagt,  nur  als  eine  erste  Annäherung 
zu  betrachten,  die  allerdings  in  den  bei  weitem  meisten  und  wich- 
tigsten Fällen  die  Beobachtungen  mit  genügender  Genauigkeit 
darstellt.  Indessen  ist  in  einzelnen  Fällen  eine  weitere  Annäherung 
dadurch  gefordert,  daß  die  Erfahrung  Abweichungen  von  der  _Pro- 
portionalität  zwischen  den  Drucken  und  den  Deform ationsgrößen 
erwiesen  hat;  um  ihnen  Rechnung  zu  tragen,  hat  man  den  Ansatz 
(107")  durch  Glieder,  welche  Potenzen  und  Produkte  der  Defor- 
mationsgrößen enthalten,  zu  erweitern.  Die  ganze  Betrachtung 
kompliziert  sich  hierdurch  bedeutend  und  die  strenge  Durchführung 
spezieller  Probleme  stößt  auf  nahezu  unüberwindliche  Schwierig- 
keiten. 

Relativ  einfach  gestaltet  sich  die  Erweiterung  der  Theorie  in 
dem  angedeuteten  Sinne  bei  isotropen  Körpern61),  weiir~wie  auf 
Seite  215  bewiesen  ist,  nur  drei  voneinander  unabhängige  Inva- 
rianten der  Deformationsgrößen  existieren,  nämlich  außer  den  oben 
schon  benutzten  &  und  &'  noch 

Will  man  also  das  elastische  Potential  isotroper  Körper  (115") 
durch  Glieder  höheren  Grades  erweitern,  so  können  dieselben  nur 
ganze  Funktionen  von  &,  fr\  sein. 

Beschränkt  man  sich  auf  Glieder  dritten  Grades  und  bezeichnet 
mit  c\,  c2,  c3  drei  Ergänzungskonstanten,  so  wird  <jr  gegeben 
sein  durch 

2cf  =  ^  &2  +  ct  ,r  +  c\  #3  +  c:2  #  »v  +  <*;  .r\       1 1 7  ) 

Auch  die  Gestalt,  welche  das  elastische  Potential  y  in  der  an- 
gegebenen Erweiterung  bei  Einführung  der  Druckkomponenten  an- 
nimmt, läßt  sich  leicht  angeben,  weil,  wie  8.  22t>  bewiesen, 

or  =  x  r  z  +  2V  z  x  -  x  i  -  -  r  z}  -  z  xj    in  ) 

x     y     :    '  t    x     y  x     z  y    z  *     V  ' 

für  sie  die  einzige  Invariante  dritten  Grades  ist.  Man  kann  daher 
schreiben 

2  ff  = w  +  s2(-r  +      +  »3o&  +  1 1 V) 

2o» 
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wo  sich  die  Ergänzungsmoduln  j3',  *3'  leicht  durch  Annähe- 
rung aus  den  Elasticitätskonstanten  berechnen  lassen. 

Diese  Erweiterung  betrifft  die  eine  der  Seite  329  gemachten 
Annahmen,  nämlich  den  lineären  Zusammenhang  zwischen  Druck- 
komponenten und  Deformationsgrößen;  aber  auch  bezüglich  der 
anderen  wäre  denkbar,  daß  die  Erfahrung  eiue  Korrektion  verlangte, 
dahingehend,  daß  nicht  nur  der  Deformationszustand  in  der  nächsten 
Umgebung  B  eines  Punktes  die  dort  stattfindenden  Spannungen  be- 
stimmte, sondern  ein  größeres  Bereich  in  Betracht  zu  ziehen  wäre. 
Dies  würde  darauf  hinauskommen,  daß  in  den  Gleichungen  (3)  noch 
höhere,  wie  die  in  £,  £  lineären  Glieder  als  für  die  Deformation 
maßgebend  zu  betrachten  wären. 

Eine  Ausdehnung  der  Theorie  nach  dieser  Richtung  hin  ist 
allgemein  noch  nicht  vorgenommen  worden. 

§  18.    Eindeutigkeit  des  elastischen  Problems. 

Mit  den  vorstehend  abgeleiteten  Formeln  für  die  elastischen 
Drucke  sind,  um  das  Problem  des  Gleichgewichtes  oder  der  Be- 
wegung eines  Systemes  elastischer  Körper  zu  umfassen,  die  allge- 
meinen Gleichungen  (14)  und  (14"')  für  die  Abhängigkeit  dieser 
Drucke  von  körperlichen  und  Oberfiächenkräften  und  die  allgemeinen 
Bedingungen  (9")  resp.  (9  ")  für  die  Verrückungeu  in  der  Grenze 
zweier  nichtstarrer  Körper  zu  verbinden. 

Das  System  der  Hauptgleichungen  (14),  welches  für  jeden 
inneren  Punkt  des  körperlichen  Systems  gilt,  nimmt,  wenn  man 
wegen  der  Kleinheit  der  Verrückungen  in  den  ausfuhrlichen  Werten 
von  d2u/dt2,  d2vjdt2,  d2wjdt2  die  Glieder  zweiter  Ordnung  ver- 
nachlässigt, die  Gestalt  an 


dXx 
dx 

exv 

dy 

äX. 

118) 

r 

dx 

dy 

dx  ' 

d*w 

dZx 
dx 

*** 
dy 

dZt 

dx  ' 

in  ihm  bezeichnen  die  X\  Y1,  ff  die  auf  die  Volumeneinheit  be- 
zogenen Komponenten  der  wirkenden  körperlichen  Kräfte,  die.  falls 
letztere  mit  den  Massen  proportional  sind,  wie  S.  221  gezeigt,  mit 
()X,  oYj  oZ  vertauscht  werden  können. 

Die  Bedingungen  für  die  äußere  Begrenzung  des  Systems 
lauten  verschieden  je  nach  den  dort  obwaltenden  Umständen. 
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Eine  erste  Klasse  von  Oberflächenelementen  bilden  diejenigen, 
längs  deren  alle  Verrückungskomponenten  (etwa  gleich  Null)  vorge- 
schrieben sind;  hier  setzen  wir 

"  =  ">>  »  =  »o)  ™  =  ™0,  118') 
indem  wir  mit  w0,  vo,  tco  gegebene  stetige  Funktionen  des  Ortes  und 
der  Zeit  bezeichnen. 

Andere  Oberflächenelemente  mögen  nach  Richtung  und  Größe 
gegebene  Drucke  erleiden;  hier  gilt  also 

Xn  +  A  =  Yn  4-  i  =  Zu  +  Z  =  0,  118") 

worin  X,  T,  Z  als  Funktionen  des  Ortes  und  der  Zeit  gegebene  Größen 
bezeichnen.  Ist  die  gesamte  äußere  Begrenzung  des  Systemes  von 
«lieser  Art,  so  müssen  im  Falle  des  Gleichgewichts  die  gewöhnlichen 
sechs  Gleichgewichtsbedingungen  durch  die  A",  Y\  Z'  und  .V,  Y,  Z 
zusammen  erfüllt  werden. 

Weiter  kann,  wie  beim  Andrücken  eines  starren  Körpers  an 
einen  elastischen,  nur  die  normale  Komponente  der  Verschiebung 

u  cos  (n,  x)  ■+-  v  cos  (n,  y)  -f  w  cos  (n,  z)  —  no  1 18"  ) 

gegeben  sein;  gleichzeitig  sind  dann,  wenn  äußere  Reibung  fehlt, 
die  tangentialen  Komponenten  der  Druckkraft  gleich  Null,  d.  h.?  es  gilt 

Xn  .Yn  :  Zn  =  cos  (n,  x) :  cos  («,  y) :  cos  (n,  z).  1 1 8"") 

Erstreckt  sich  das  System  ins  Unendliche,  so  kann  es  dort  mitunter 
absolut  festgehalten,  also  «,  u,  w  von  beliebiger  Ordnung  unendlich 
klein  angenommen  werden;  in  anderen  Fällen  ist  das  Verhalten  der 
Verrückungen  im  Unendlichen  aus  demjenigen  im  Endlichen  zu 
erschließen. 

Weiter  betrachten  wir  die  Flächen,  welche  zwei  elastische 
Körper  gegeneinander  scheiden,  sehen  aber  dabei  von  den  auf 
S.  222  eingeführten  Grenzdrucken  mit  den  Komponenten  A',ik,  Yhk,  Zhk 
von  vornherein  ab. 

Hängen  die  Körper  in  der  Grenze  fest  zusammen,  so  ist 

-     =  vh  ~  vk  =  wh-wk  =  0  | 

(*A  +  (*A  -      +  (K\  =  izl  +  (C)t  =  0;  I 

berühren  sie  dagegen  einander  nur,  und  zwar  ohne  Reibung,  so  ist 
{üh  -  ük)  cos  (»,  x)  +  (wA  -  vk)  cos  (n,  y)  +       -  wk)  eos  («,  z)  =  0, 


(        +  (XX)  cos(»,  jt)  +  ((i  w)A  +  (i'J»)  cos(#i,y) 
+  ((^  +  (^A.)cos(W,r)  =  (), 


119') 
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und  zugleich  auch 

1 1 9")  (XX :  ( :  [ZH)k  =  (Xn\  :  ( l'Jb  :  (ZJ,  =  cos(n, ,) :  cos^y) :  cos(n,  z\ 

Wandelt  es  sich  um  ein  Bewegungsproblem,  so  muß  noch  für  irgend 
eine  Zeit,  z.  B.  für  t  =  0,  der  Anfangszustand  des  Systems  gegeben 
sein,  etwa 

120)  u  =  wu,   v  •=  r0,  w  =  tr0, 

worin  die  m0,  m,',,  ...  stetige  Funktionen  der  Koordinaten  bezeichnen. 
Alle  vorstehenden  Gleichungen  können  ebenso  wie  auf  ein  absolut 
festes,  auch  auf  ein  parallel  mit  sich  gleichförmig  bewegtes  Koor- 
dinatensystem bezogen  werden. 

Um  die  Eindeutigkeit  zunächst  des  Gleichgewichtsproblems 
zu  untersuchen,  nehmen  wir  an,  es  seien  zwei  Systeme  von  Ver- 
rückungen mit  den  vorstehenden  Gleichungen  bei  gleichen  Werten  der 
vorgeschriebenen  Funktionen  vereinbar,  und  setzen  deren  Differenzen 
gleich  u\  v\  w\  die  Differenzen  der  ihnen  entsprechenden  Drucke 
analog  gleich  X±,  ...  A'J.  Dann  gelten  für  u,  v,  ?r'  in  jedem  inneren 
Punkte  die  Formeln 

dx-    d  xi  ex: 

ö/        dy        ci  ' 


121) 


ör  er;  er: 

dx  dy  ox 

dz:  ez'  öz: 

6.r  öt 


ferner  an  den  verschiedenen  Arten  von  Oberflächenelementen  resp. 

121')  k'=  i7  =  ir  =  (), 

oder 

i2i")  a,;=  ];;  =  /,;  =  o, 

oder 

l  n  cos  (w.  r)  +  v  cos  (■/«.  y)  +  tr  cos  (w,  r)  =  0 

121")  und 

1  X'n  :Y'n  :Zn~  cos  (/}.  .?•) :  cos  (/#,  //) :  cos  (//.  r) ; 

endlich  an  den  verschiedenen  Zwischengrenzen  dieselben  Bedingungen 
(119)  bis  (119").  denen  die  w,  v,  w  selbst  genügen  müssen. 

Multipliziert  man  die  drei  Gleichungen  (121)  resp.  mit  iSdk. 
vdky  wdh,  addiert  sie,  integriert  das  Resultat  über  jeden  Körper, 
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d.  h.  über  jeden  Teil  des  elastischen  Systems,  innerhalb  dessen  das 
elastische  Verhalten  stetig  ist,  und  summiert  danach  über  alle,  so 
ergiebt  sich  nach  Ausfuhrung  einer  teilweisen  Integration 

0  —  2 J  do^[Xx cos (u, x)  +  Xy  cos (n,y)  +  X±  cos («,  z))  u 
+  (  Yx  cos  (»f  x)  +  i cos  (n,y)  +  I «  cos  (7?,  r))  i?' 
+  (Zx  cos  (w,  x)  +  Z'y  cos  («,?/)  +  ZI  cos  (w,  z))  m?'J 

oder  nach  (12)  und  (110") 

0  ^'/rfo^^-t-  "i>r-f  £  «0  +  2$2<pdk,  122) 

wo  gp'  das  elastische  Potential  der  Volumeneinheit  bezeichnet,  ge- 
bildet von  dem  Verrückungssystem  u,  v\  w\ 

Die  Obertlächenintegrale  verschwinden  einzeln  an  den  äußeren 
Grenzen  und  zerstören  sich  gegenseitig  in  den  Zwischengrenzen,  es 
bleibt  daher  nur 

0  -  -S/  2<f'dk.  122) 

ist  nun  nach  S.  333  eine  quadratische  Form  der  sechs  Argu- 
mente xxi...  xy;  ist  diese  definit,  was  wir  auf  Grund  aller  bisherigen 
Beobachtungen  über  die  Werte  der  Elasticitätskonstauten  annehmen 
dürfen,  so  kann  das  Integral  nur  verschwinden,  wenn  überall  in 
dem  ganzen  System 

**  =  2/y  =  z%-  =     =  ri  =  xy  =  0 
ist    Dies  ergiebt  für  u,  v,  u?  durch  Integration  die  Werte 

u  =  a  +  ffz  —  hy, 

v  =  b  +  hx-fz,  122") 
wy  =  c  +  fy  —  gx, 

welche  nach  den  Grenzbedingungen  mit  denselben  Konstanten 
a,  b,  c,  ff  g,  h  für  alle  Teile  des  elastischen  Systems  gelten  und  nach 
den  Formeln  (118)  des  I.  Teiles  die  Werte  der  Verrückungskompo- 
nenten  bei  einer  beliebigen  Parallelverschiebung  und  Drehung  des 
Systems  im  ganzen  angeben. 

m,  v,  w  sind  demnach  durch  die  aufgestellten  Bedingungen  bis 
auf  Glieder  von  der  Form  (122")  bestimmt;  die  gemachten  Annahmen 
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z  -_  .  .  ■   .lz—z-     —  —  -r----^=    ■  ,  ■  '    .  -  ■■  —  - 

ergeben  also  stets  die  Deformation  des  Systemes,  bestimmen 
aber  im  allgemeinen  nicht  zugleich  seine  Lage. 

Auch  letztere  ist  vollständig  gegeben,  falls  die  Gleichungen  (121') 
oder  (121"')  genügen,  um  die  sechs  Konstanten  a,  b,  c,  f,  ff,  h  als  der 
Null  gleich  zu  bestimmen;  oder  anders  ausgedrückt,  falls  jene  Be- 
dingungen, in  denen  man  u\  v\  t/?'  als  die  Verrückungskomponenten 
auffaßt,  dem  elastischen  System  eine  Bewegung  ohne  Deformation 
unmöglich  machen.  Dies  findet  z.  B.  statt,  wenn  in  dem  ursprüng- 
lichen Problem  «,  t>,  w  für  drei  oder  mehr  nicht  in  einer  Geraden 
liegende  Punkte  gegeben  waren,  u\  v\  wf  sich  also  für  dieselben  zu 
Null  bestimmen. 

Reichen  diese  Bedingungen  zur  Befestigung  des  Körpers  nicht 
aus,  so  kann  man  deren  willkürliche  zufügen,  welche  aber  natürlich 
nur  die  Lage,  nicht  die  Deformation  des  elastischen  Systems  beein- 
flussen dürfen.  Fehlen  Bedingungen  von  der  Art  (118')  oder  (118") 
gänzlich,  so  ist  auch  die  Lage  des  Systemes  gänzlich  unbestimmt; 
sie  wird  in  diesem  Falle  ohne  Beeinflussung  der  Deformation  am  ein- 
fachsten dadurch  bestimmt,  daß  man  für  ein  einzelnes  Volumen- 
element die  Lage  im  deformierten  Zustand,  d.  h.  also  die  Verschie- 
bung und  die  Drehung  aus  der  ursprünglichen  Position  heraus, 
vollständig  vorschreibt,  nämlich  die  Werthe  von 

(Btc     dv\     (du      dtc\     Idv  Bu\ 
">  ü>        [dy  "dx)'    [dx  ~  dx)  »    [ei  "  Öyj 

angiebt 

Die'  im  vorstehenden  durchgeführte  Betrachtung  liefert  eine 
notwendige  Ergänzung  zu  der  auf  S.  335  u.  f.  gegebenen  Deutung  der 
Elasticitätsmoduln,  denn  sie  erweist  unsere  Berechtigung,  bei  fehlen- 
den körperlichen  Kräften  die  Drucke  Xxt  .  .  .  X  innerhalb  eines  mit 
seinen  Flächen  den  Koordinatenebenen  parallelen  Prismas  koustant 
zu  setzen,  wenn  dessen  Flächen  konstante  äußere  Drucke  erfahren. 
In  der  That  sind  die  Deforraationsgrößen  und  demgemäß  die  Kom- 
ponenten Xx,  .  .  .  X  durch  die  aufgestellten  Bedingungen  (113)  und 
(113'),  wie  wir  gezeigt  haben,  eindeutig  bestimmt. 

Auch  die  allgemeine  Bedeutung  des  in  (113"")  angegebenen 
Modul  der  kubischen  Kompression  ist  dadurch  bewiesen;  denn  all- 
seitig gleicher  normaler  Druck  p  gegen  einen  beliebig  gestalteten 
Körper  hat  für  sein  ganzes  Inuere  die  Beziehung 

X  =  Y  =  Z  =  p 

zur  Folge.  — 

Für  das  Bewegungsproblem  treten  an  Stelle  der  Haupt- 
gleichungen (121)  die  folgenden 
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ax;    ex;  bjz 


123) 


außerdem  ordnen  sich  den  Nebenbedingungen  noch  die  aus  der 
Festsetzung  des  Anfangszustaudes  fließenden  zu,  daß  für  t  =  0 

»•=0W=0,  £  =      =  £  =  123') 

sein  muß.  Die  Gleichungen  (121')  bis  (121"')  bleiben  ungeändert 
bestehen,  selbst  wenn  in  (118')  und  (118")  die  uot  vot  w9  und  X,  1)  Z 
als  Funktionen  der  Zeit  gegeben  sind. 

Multipliziert  man  dann  die  Gleichungen  (123)  resp.  mit 
{du1  jdt)dhdt,  (dv/dt)dkdt,  [dw1  / dt)dkdt,  integriert  und  summiert, 
wie  oben,  über  das  ganze  elastische  System  und  integriert  schließlich 
noch  über  die  Zeit  von  t  =  0  bis  t,  so  erhält  man  durch  ähnliche 
Behandlung  wie  oben 


0  = 


und  hieraus  folgt,  wenn  y  eine  definite  quadratische  Form  ist,  daß 
u,  v\  w1  von  t  unabhängig  und  von  der  Gestalt  (122")  sein  müssen. 
Die  Bedingungen  (123')  bestimmen  aber  sämtliche  Konstanten  dieses 
Ansatzes  und  damit  v\  w'  selbst  dauernd  und  überall  zu  Null.  Dies 
liegt  daran,  daß  mit  gegebenem  Anfangszustande  jene  Festsetzungen, 
die  beim  Gleichgewichtsproblem  mitunter  erst  zugefügt  werden 
mußten,  um  das  Problem  zu  bestimmen,  jederzeit  implicite  ge- 
geben sind. 

Die  Voraussetzung  der  Gültigkeit  dieser  Untersuchung  ist  die 
Kleinheit  der  Verrückungen  gegen  ein  absolut  festes  oder  aber 
gleichförmig  parallel  mit  sich  bewegtes  Koordinatensystem.  Auf 
endliche  Verschiebungen,  wie  sie  in  der  Praxis  bei  sehr  dünnen 
Stäben  oder  Platten  vorkommen,  sind  die  Resultate  nicht  anwendbar.68) 

■ 

§  19.    Elastische  Flüssigkeiten.    Ebene  und  Kugelwellen  im 

unendlichen  Räume. 

Die  Erscheinungen  der  Elasticität  sind  bei  festen  und  bei 
flüssigen  Körpern  in  so  vielfältiger  Weise  verschieden,  daß  es  sich 
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empfiehlt,  für  die  Behandlung  eine  Sonderung  derselben  gemäß  der 
Natur  der  betrachteten  Medien  eintreten  zu  lassen. 

Wir  wenden  uns  zunächst  zu  denjenigen  Körpern,  in  denen  die 
elastischen  Vorgänge  die  einfachste  Gestalt  annehmen,  zu  den 
elastischen  Flüssigkeiten.  Unter  ihnen  nehmen  wiederum  die 
Gase  deshalb  eine  ausgezeichnete  Stellung  ein,  weil  ihnen  gegenüber 
die  festen  elastischen  Körper,  z.  B.  die  Gefäßwände,  in  großer 
Annäherung  als  starr  angesehen  werden  können;  dies  hat  nämlich 
zur  Folge,  daß  man  deren  eventuelle  Beteiligung  an  den  elastischen 
Erscheinungen  innerhalb  eines  mit  ihnen  in  Berührung  stehenden 
Gases  ganz  ignorieren  kann,  was  eine  bedeutende  Vereinfachung  der 
Aufgabe  bewirkt.  Bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  ist  dies  im  allge- 
meinen nicht  zulässig,  da  deren  elastische  Widerstandskräfte  nur 
unbedeutend  geringer  sind,  als  diejenigen  fester  Körper. 

Die  Hauptgleichungen  für  eine  homogene  elastische  Flüssigkeit 
lauten  nach  (14)  und  (116) 

124)    Pi?»X+ej_,    e-dii  =  }+c-,    p. ___/+,_; 

au  den  äußeren  Begrenzungen  kann  der  Druck  oder  die  Normal- 
komponente der  Verschiebung  vorgeschrieben  sein,  an  den  Zwischen- 
grenzen ist,  wenn  man  von  Grenzdrucken  phk  absieht  und  die  Rich- 
tung der  Normalen  mit  v  bezeichnet: 

1 24')  | (M*  "     008  ^'     +  ^  ~  ^  008  ^  ^  +  ^  ~     °0S  ^  2)  =  °' 
I  Ph  =  /V 

Gleichgewicht  ist  wegen  der  Bedingungen 

124")  X'=-4*,    r  Z'=  -c6* 

nur  möglich  unter  der  Wirkung  von  konservativen  Kräften,  und 
zwar  gilt  für  deren  Potential  einfach 
124'")  <//=c#  +  c', 

wo  c  eine  belanglose  Konstante  bezeichnet. 

Fehlen  äußere  Kräfte,  so  ist  die  räumliche  Dilatation  konstaut 
und  durch  den  sie  bewirkenden  Obertlächendruck  />•  gegeben  nach 
der  Formel 

p  =  —  Cl't. 

Diese  Beziehung  zeigt,  daß  man  die  einzige  Elasticitätskon- 
stante  c  einer  Flüssigkeit  durch  die  Beobachtung  der  einer  gegebenen 
Druckzunahme  p  entsprechenden  Kompression  —  (r  bestimmen  kann. 


Digitized  by  Google 


§  19.    Elastische  Flüssigkeiten.  347 


Geschieht  die  Kompression  so,  daß  eine  Temperatursteigerung  aus- 
geschlossen ist,  so  liefert  die  Methode  die  S.  338  definierte  iso- 
thermische  Konstante  c.;  bei  Gasen  hat  c.  speziell  den  Wert  dos 
Anfangsdruckes  p°.  — 

Für  den  Fall  der  Bewegung  kann  man  von  der  Wirkung 
körperlicher  Kräfte,  soweit  sie  die  Zeit  nicht  enthalten,  abseilen,  da 
deren  Wirkung  sich  einfach  über  die  der  Bewegung  lagert;  man 
kann  also  ausgehen  von  den  Hauptgleichungen 

d*u        d»        d*r        di>        d'ic        dt  10-, 
*  BP         öx  ■    *  dP         dy      v  dP  ox 

Diese  Formeln  ergeben 

e^r-cA*,  125') 

d*  Idw  dv\  n  d*  (du  dw\  ()  d*  (dr  du]  n  19r-x 
BP\dy  ~  dxi  "U'  dP\d^~  ox)  -        ^»U*~~c>W        '    1J0  } 

woraus  folgt,  daß  die  räumliche  Dilatation  sich  mit  Zeit  und  Ort 
ändert,  während  die  Rotation  an  jeder  Stelle  in  der  einmal  erregten, 
natürlich  unendlich  kleinen  Intensität  ungeändert  fortbesteht. 

Dies  zeigt,  daß,  wenn  die  Verrückungen  u,  v.  ir  Anteile  be- 
sitzen, welche  eine  Rotation  geben,  diese  keine  eigentlich  elastischen 
Erscheinungen  bewirken,  wie  sie  denn  nach  (116)  und  (116)  auch 
keine  elastischen  Kräfte  erregen;  wir  können  sie  daher  weiterhin 
immer  von  der  Betrachtung  ausschließen. 

Setzen  wir  demgemäß 

dir       dr       du       dtc       dr  du 
dy     '  bx  '    öx       öx'    bx     '  du  ' 

so  bestimmen  wir  hierdurch  die  Verrückungskomponenten  als  die 
partiellen  Differentialquotienteu  einer  und  derselben  Funktion  /'  der 
Koordinaten  und  der  Zeit,  des  Deformationspoteutiales,  so 
daß  gilt 

w  =  BS  126^ 
dx  öy  ox 

und 

#=A^.  126) 
Eine  durch  Formeln  von  der  Gestalt  von  (126)  gegebene  De- 
formation wollen  wir  weiterhin  eine  Potentialdeformation  nennen; 
bei  Flüssigkeiten  kann  sie  als  die  allgemeinste  Form  einer  Defor- 
mation gelten.  Sie  hat  das  Eigentümliche,  daß  in  jedem  Moment 
eine  Schar  von  Flächen  /'  =  Const.  existiert,  senkrecht  zu  welchen 
an  jeder  Stelle  die  Verrückung  •$',  d.  h.  die  Verbindungslinie  der 
momentanen  mit  der  ursprünglichen  Lage  des  dort  befindlichen 
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Massenteilchens  steht;  außerdem  ist  der  normale  Abstand  benach- 
barter und  gleichen  Zuwachsen  der  Konstanten  entsprechender 
Flächen  an  jeder  Stelle  der  Größe  der  Verrückung  S  indirekt 
proportional. 

Hieraus  folgt  indessen  keineswegs,  daß  die  Bewegung  der  ein- 
zelnen Punkte  der  Flüssigkeit  eine  geradlinige  ist,  denn  sonst 
müßte  aus  dem  Verhältnis  u:v:w  die  Zeit  ganz  herausfallen,  was 
im  allgemeinen  nicht  stattfindet 

Aus  den  drei  Gleichungen  (125)  können  wir  nunmehr  schließen 

126")  fv-«A', 

wobei  eine  belanglose  additive  Funktion  der  Zeit  allein  in  F  hinein- 
gezogen ist 

Die  Bedingungen  für  eine  starre,  beliebig  bewegte  Wand  redu- 
zieren sich  darauf,  daß  dFjdn  als  beliebige,  aber  stetige  Funktion 
des  Ortes  und  der  Zeit  vorgeschrieben  ist;  für  eine  Oberfläche,  längs 
deren  der  Druck  p  gegeben  ist,  muß  wegen  p  =  —  cAF=  —  yd*Fjdti 
das  Potential  F  die  Form 

126"')  F^F'+r't-yffpidt)* 

haben,  worin  F*  und  F"  Funktionen  der  Koordinaten  allein  be- 
zeichnen, über  die  man  mitunter,  z.  B.,  wenn  ein  gleichförmiges 
Wachsen  oder  Abnehmen  von  F  mit  der  Zeit  durch  die  übrigen 
Bedingungen  des  Problemes  ausgeschlossen  ist,  einfach  verfügen  kann. 

Aus  gegebenen  Anfangsverrückungen  w,  v,  w  und  Geschwindig- 
keiten u'j  v,  %o  kann  man  nach  den  in  §  23  des  I.  Teiles  gegebenen 
Regeln  die  zur  Zeit  t  =  0  stattfindenden  Werte  F0  von  F  und  Fx  von 
dFjdt  berechnen. 

Wenn  es  sich  nur  um  die  Bestimmung  der  räumlichen  Dilatation 
fr  handelt,  nicht  auch  um  die  der  Verrückungen  u,  v,  w,  und  wenn 
an  den  Grenzen  &  und  zur  Zeit  *  =  0  &  und  dfr/dt  vorgeschrieben 
ist,  kann  man  auch  von  der  Gleichung  (125')  ausgehen;  im  allge- 
meinen ist  es  stets  praktischer,  direkt  das  Deformationspotential  F 
aufzusuchen. 

Von  den  Gestalten,  in  denen  dieses  sich  findet,  und  welche  je 
nach  der  Gestalt  des  von  Flüssigkeit  erfüllten  Raumes  und  den  an 
den  Grenzen  und  zur  Zeit  t  =  0  geltenden  Bedingungen  verschieden 
sind,  haben  zwei  eine  besondere  Wichtigkeit,  die  durch  die  Art  der 
Abhängigkeit  von  der  Zeit  charakterisiert  sind. 

Eine  erste  spezielle  Bewegungsform  ist  gegeben  durch  ein 
Potential  von  der  Form 
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F=R{x,y,z)T{t).  127) 
Wegen  der  hieraus  folgenden  Beziehungen 

«-rw|f,  .-rwg,  «-rW|?         127 ; 

werden  dabei  die  größten  Elongationen ,  wie  die  Ruhelagen 
u  =  v  =  w  =  0,  im  ganzen  Räume  gleichzeitig  erreicht;  derartige 
Bewegungen  nennt  man  stehende  Schwingungen. 

Ferner  finden  die  Bewegungen  überall  geradlinig  statt,  und  ihre 
Richtungen  stehen  überall  normal  zu  der  Schar  fester  Flächen 
R  =  Const,  welche  man  die  Wellenflächen  der  stehenden 
Schwingungen  nennen  kann.  Wo  R  ein  Maximum  oder  ein  Mini- 
mum besitzt,  ist  die  Verrückung  dauernd  gleich  Null,  befindet  sich 
also,  wie  man  sagt,  ein  Schwingungsknoten;  wo  /S.R  gleich  Null 
ist,  verschwindet  dauernd  die  räumliche  Dilatation  &,  befindet  sich, 
wie  man  sagt,  ein  Schwingungsbauch. 

Setzt  man  den  Wert  (127)  in  die  Hauptgleichung  (126")  für  /' 
ein,  so  erhält  man 

l  d*T  _  c  A  R 
T  dt*  ~   QH  1 

woraus  folgt,  daß  jedes  Glied  dieser  Gleichung  einer  Konstanten 
gleich  sein  muß. 

Der  wichtigste  Fall  ist  der,  daß  diese  Konstante  negativ,  sagen 
wir  gleich  —  u*  ist,  weil  er  wegen 

££  +  «»7=0  127) 

auf  periodische  Schwingungen  führt;  die  Periode  r  hängt  dabei 
mit  a  durch  die  Beziehung  a=2nfr  zusammen,  und  die  allgemeine 
Lösung  für  T  lautet,  da  eine  multiplikative  Konstante  in  R  gezogen 
werden  kann, 

T  =  sin  {cct  +  ß). 

Für  R  gilt  gleichzeitig  im  Innern  der  Flüssigkeit  die  Formel 

cA/?  +  o«'//  =  0;  127") 

an  der  Oberfläche  ist  dRjdn  oder  R  vorgeschrieben,  je  nachdem 
dort  die  Verrückung  oder  der  Druck  als  periodische  Funktion  der 
Zeit  gegeben  ist 

Die  Werte  von  a  resp.  r  werden  dabei  durch  die  Xebenbedingungen 
des  Problems  bestimmt,  bleiben  also  willkürlich,  wenn  solche  nicht 
existieren;  im  ersteren  Fall  findet  sich  je  nach  Umständen  für  sie 
bald  nur  ein  einziger  Wert,  bald  eine  unendliche  Anzahl  diskreter 
Werte,  z.  B.  Wurzeln  transcendenter  Gleichungen,  und  beides  sagt 
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aus,  daß  unter  den  gestellten  Bedingungen  stehende  periodische 
Schwingungen  nur  von  bestimmten  Schwingungsdauern  möglich  sind. 

Bei  dem  einer  stehenden  periodischen  Schwingung  entsprechen- 
den Deforniationspotential 

1 27"")  F  =  It{x,yy  z)  sin  {at  +  ß) 

heißt  dann 

falls  n  die  Normale  auf  der  Fläche  R  =  Const.  bezeichnet,  die  Am- 
plitude, und  das  Argument  des  Sinus  die  Phase  der  Schwingung. 
Der  zweite  spezielle  Bewegungstypus  ist  durch  das  Potential 

128)  F=P{z,y.z)Q{t-f{x,y,z)) 

gegeben. 

Hier  findet  eine  Ubereinstimmung  der  Bewegungen  in  verschie- 
denen Teilen  des  Raumes  in  der  Hinsicht  statt,  daß  der  Faktor  Q 
in  verschiedenen  Oberflächen  von  der  Gleichung 

welche  man  die  Wellenflächen  der  fortschreitenden  Schwin- 
gungen nennt,  zu  den  Zeiten  /  =  Ch  den  gleichen  Wert  annimmt 
Jeder  Wert  von  Q  schreitet  also  von  Wellenfläche  zu  Wellenfläche 
fort,  und  daher  heißen  die  durch  (128)  gegebenen  Bewegungen 
fortschreitende  Sch  wingungen. 
Bringt  man  /"  auf  die  Form 

wo  |  =  Const.  und  ij  —  Const.  die  Gleichungen  einer  normalen 
Trajektorie  aller  Oberflächen  f '  =  Ch  darstellen,  und  s  die  auf  ihr 
von  einer  beliebigen  dieser  Flächen  aus  abgegrenzte  Länge  bezeichnet, 
so  heißt  v  —  nicht  zu  verwechseln  mit  der  Verrückung  »  —  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  längs  jener  Trajektorie. 

Die  Funktion  F  verhält  sich  wegen  des  Faktors  P  komplizierter 
als  Q,  ihr  absoluter  Wert  ändert  sich  von  einer  Oberfläche  f  zur 
anderen;  ihre  wesentliche  Eigenschaft  stimmt  aber  mit  der  von  Q 
überein. 

Ein  Wert 

128')  F=F  (.r. y,  z)  Q(t+  f\.r, y,  z)) 

stellt  eine  Bewegung  dar,  die  sieh  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit, 
in  den  gleichen  Wellen,  aber  in  der  entgegengesetzten  Richtung  fort- 
pflanzt, wie  die  durch  (128)  gegebene. 
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Die  aus  (128)  folgenden  Ausdrücke  für  w,  u,  w  werden  ziemlich 
kompliziert;  bezeichnet  man  mit  Q'  den  Difterentialquotienten  von  Q 
nach  t  oder  nach  dem  ganzen  Argument,  so  erhillt  man 


128") 


die  Werte  lassen  sich  in  zwei  Teile  zerlegen,  welche  je  eine  gerad- 
linige Bewegung  normal  zu  einer  Fläche  Q  —  Const.  resp.  /'  =  Const, 
oder,  anders  ausgedrückt,  normal  zu  einer  Fläche  konstanter  Ampli- 
tude und  einer  Fläche  konstanter  Phase  von  F  darstellen.  Enthält 
Q  die  Koordinaten  nur  in  der  Kombination  /',  so  sind  beide  Teile 
parallel. 

Der  wichtigste  Fall  ist  wieder  der  einer  periodischen  Be- 
wegung.   Setzt  man  Q  =  sin  a(t  —  f)r  also 

/T=  Psin  <*(*-/-),  128") 

so  erhält  man 

«  =      sin  ««-/•)-  aP  \[ cos  <<{t-f),  1 28  ") 


Bringt  man  (128  ")  auf  die  Form 

/'  =  Pcosafsm  at  —  Psin  afcosat 

und  vergleicht  dies  Resultat  mit  der  Formel  (127""),  so  erkennt 
man,  daß  eine  fortschreitende  periodische  Schwingung  als  die  Super- 
position  zweier  stehender,  mit  gleicher  Periode,  aber  verschiedener 
Phase  und  Amplitude  betrachtet  werden  kann. 
Andererseits  zeigt  die  Beziehung 

P  (sin  u  {t  —  f)  +  sin  a  (t  -f  f))  =  2Pco$af sin  a  t, 

daß  eine  stehende  periodische  Schwingung  sich  jederzeit  aufTassen 
läßt  als  die  Superposition  zweier  durch  dieselben  Wellentlächen  mit 
der  gleichen  Geschwindigkeit  in  entgegengesetzter  Richtung  fort- 
schreitender Schwingungen  gleicher  Periode.  — 

Unser  Ohr  hat  die  Fähigkeit,  periodische  Schwingungen  der 
umgebenden  Atmosphäre  als  Töne  aufzufassen,  und  zwar  solche,  für 
welche  das  Deformationspotential  durch  eine  einzige  trigonometrische 
Funktion  der  Zeit  gegeben  ist,  als  einfache,  solche,  für  welche  es 
durch  eine  Summe  derartiger  Glieder  dargestellt  ist,  im  allgemeinen 
als  zusammengesetzte  Töne.  Die  empfundene  Tonhöhe  hängt 
von  der  Größe  der  Periode  r  oder  von  der  sogenannten  Schwin- 
gungszahl £  =  1/t  ab,  die  empfundene  Intensität  wahrscheinlich 
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von  der  mittleren  Energie  der  stattfindenden  Luftbewegung  in  der 
Nähe  des  Ohres. 

Die  augenblickliche  Energie  e  der  Volumeneinheit  ist  nach 
(110")  und  (116') 

129)  «  =  *((>  V*  +  c(r\ 

Daraus  folgt  die  mittlere  Energie  t„  gemäß  der  Formel 

t+x 

129')  s^fjion  +  c&^dt, 

t 

worin  /  eine  beliebige  Zeit  und  r  die  Dauer  einer  Periode  der 
Schwingung  bezeichnet. 

Sind  die  Schwingungen  stehende,  so  ist  nach  (127) 

129")  n  =  (-^)26Ä,    &  -  fAÄ; 

entsprechen  sie  einem  einfachen  Ton  mit  der  Periode  r,  so  ist 
nach  (127") 

also 

oder  wegen  (127"')  und,  weil  c/(>  =  v2  ist,  auch 

129'-)  e,  =  \ea>(eJi  +  . 

Hieraus  folgt,  daß  in  Schwingungsknoten  gilt 

in  Schwingungsbäuchen 

Für  fortschreitende  Schwingungen  eines  einfachen  Tones 
erhält  man  ähnlich  allgemeine  Relationeu,  wenn  man  sie,  wie  S.  351 
gezeigt,  als  Superposition  von  zwei  stehenden  Schwingungen  ansieht. 
Es  folgt  dann  nach  leichter  Rechnung 

,™        I       =  1  ((>«  W  cos  af)  +  0{P  sin  «/*)] 
"     ]        I       +  <A20P  cos  afl  +  A2(P  sin  «/■)]). 

Ist  die  Bewegung  eine  Superposition  verschiedener  einfacher 
Töne,  so  ist  die  Energie  gleich  der  Summe  der  Energien,  welche 
jeder  einzelne  Ton   für  sich   besitzen  würde;   denn  die  bei  der 
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Berechnung  von  tfl  auftretenden  Glieder,  die  sich  auf  zwei  Töne 
beziehen,  verschwinden  bei  der  Integration  über  die  gemeinsame 
Periode.  — 

Von  besonderer  Einfachheit  und  von  großer  Wichtigkeit  ist 
der  Fall,  daß  die  Bedingungen  des  Problems  derart  sind,  daß  /' 
nur  von  einer  Koordinate  abhängt,  sagen  wir  von 

.v  =  Ix  -+-  my  +  71  z, 

worin  /,  m,  n  die  Richtungscosiuus  der  Wellennormaleu  s  gegen 
die  Koordinatenaxen  bezeichnen.   Dann  wird  die  Hauptgleichung  zu 

und  ihre  allgemeine  Lösung  besitzt  die  Form88) 

F  =  f'l(s  +  vt)  +  f2(s-vt).  130") 

worin 

r2  =  c-  1 30") 

ist. 

Ist  die  elastische  Flüssigkeit  unbegrenzt,  und  ist  für  /  =  0 
so  erhält  man  durch  eine  einfache  Rechnung  den  allgemeinen  Wert 

t'  =  i  (*i  (*  +    +  K  (,  -  w))  +  2l  J7;  w  rfff,  130") 

der  sich  auch  schreiben  läßt 

/  =  l[!ijl'^da  +fwd"]  l3o""> 

*  —  l>t  *  —  vt 

und  aussagt,  daß  sich  nach  der  Seite  von  +  *  der  halbe  Wert 
eines  Deformationspotentiales 

nach  der  Seite  von  —s  der  halbe  Wert  eines  Potentiale» 


mit  der  Geschwindigkeit  v  in  ebenen  Wellen  fortpflanzt. 

Wenn  die  unendliche  Flüssigkeit  durch  eine  Ebene  5  =  0  be- 
grenzt ist,  die  als  Ganzes  in  gegebener  Bewegung  erhalten  wird, 
d.  h.,  längs  deren  die  Verrückungen  als  Funktionen  der  Zeit  allein 

Voigt,  Theoretische  Physik.  23 
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vorgeschrieben  sind,  so  pflanzen  sich  nach  dem  S.  347  Gesagten 
die  tangentialen  Komponenten  nicht  fort  und  die  Grenzbedingung 
lautet  für  s  =  0 

Beginnt  diese  Bewegung  zur  Zeit  /  =  0,  und  ist  im  ganzen  von 
der  Flüssigkeit  erfüllt  gedachten  Halbraume  s  >  0  sowohl  F0f  als 
Fx  gleich  Null,  so  erhält  man  durch  eine  einfache  Rechnung 


131) 

woraus  folgt 
131') 


t  —  t  V 


1 


F  =  -v  jS\<j)da    für  t  > 
/'=<)  für  f-s  *  , 

—  V 

6  F-  =  S-  (t  --)  fiir  *  >  i , 
S.F  =  0  für  /      s-  . 

os  —  1' 


Ist  beispielsweise  S'(t)  =  Asin  at,  so  wird  für  * >  0  und  f  >  */ 1> 

Die  erzeugte  Bewegung  ist  also  eine  mit  der  Geschwindigkeit  u 
fortschreitende  Schwingung.  Führt  man  die  Periode  r  ein  und 
bezeichnet  das  Produkt  vt,  die  Wellenlänge,  durch     so  giebt  dies 

131")  jr--£.co.2*(',--;). 

Ist  dagegen  und  zur  Zeit  f  =  0  nicht  gleich  Null,  son- 
dern je  gleich  einer  gegebenen  Funktion  von  s,  und  ist  die  Ebene 
s  =  0  festgehalten,  dF  ös  dort  also  gleich  Null,  so  kann  man  für 
den  positiven  Halbraum  die  Formel  (130'")  anwenden,  wenn  man 
nur  die  Funktionen  und  Fl  in  dem  negativen  Halbraume  so 
definiert,  daß  sie  für  s  =  —  sy  denselben  Wert  annehmen,  wie  er 
für  s  =  -f      vorgeschrieben  ist  — 

Wenn  auch,  der  Übereinstimmung  mit  dem  allgemeinen  Fall 
wegen,  oben  die  Untersuchung  ebener  Wellen  an  das  Deformations- 
potential angeknüpft  ist,  so  empfiehlt  es  sich  doch  bei  dem  vor- 
liegenden speziellen  Fall  mehr,  von  der  Betrachtung  der  resultieren- 
den Verdickung 

OS 
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auszugehen,  welche  normal  zur  Wellenebene,  also  longitudinal, 
stattfindet,  und  für  welche  nach  (125)  dieselbe  Hauptgleichung 

Vc,*=Cv»>  132) 

gültig  ist,  wie  für  Die  bisherigen  Resultate  sind  auf  S  direkt 
übertragbar.  So  schreibt  sich  die  Formel  (130")  für  die  Wirkung 
einer  Anfangsverrüekung  S0  und  einer  Anfangsgeschwindigkeit  .V, 

t  +  vi 

*  =  i  (A  (*  +  «'0  +  >%  (*  -  «'0)  +  l;  f  *i  {«)  * 32') 


*  -  l'f 


für  die  Fortpflanzung  der  normalen  Verschiebung  der  Ebene  s  —  O 
gilt  nach  (131') 

S=S'tt-  *  )      für  />  *  ,  | 

1  -  132") 

S  =  0  für  /  ^  -  ; 

für  die  normale  Reflexion  an  der  festen  Wand  s  =  0  hat  man  den 
Anfangszustand  in  den  negativen  Halbraum  so  fortzusetzen,  daß 
entgegengesetzten  Argumenten  *  auch  entgegengesetzte  Funktions- 
werte S0  und  Sl  entsprechen,  und  dann  die  Formel  (132  )  zu  benutzeu. 

Außerdem  bietet  die  Einführung  von  S  aber  besondere  Vorteile, 
wenn  es  sich  um  die  Wirkung  einer  Begrenzung  handelt,  an  welcher 
der  Druck,  und  daher  wegen  p  =  —  cfr  =  —  cdüjds  auch  öS  lös 
als  Funktion  der  Zeit  vorgeschrieben,  oder  aber  dauernd  gleich 
Null  ist,  wie  letzteres  an  der  freien  Oberfläche  einer  tropfbaren 
Flüssigkeit  stattfindet. 

Ist  zunächst  im  positiven  Halbraume  Sn  =  .$',  =  0,  und  ist  für 
s  =  0  und  t  >  0  vorgeschrieben  öS  lös  =  S'\t),  so  wird 

t  -  1  V 

,S'=  -  v  fS"{n)df7      für  />  -  .  1 

;;  v  132"-) 

S  =  0  für        9  .  J 

Ist  dagegen  für  den  positiven  Halbraum  S0  und  ^  als  Funktion 
von  s  vorgeschrieben  und  öS  ös  =  i)  für  s  =  0,  so  hat  man  S0  und 
Sl  in  den  negativen  Halbraum  einfach  spiegelbildlich  fortzusetzen 
und  die  Grundformel  (132')  anzuwenden. 

Die  Superpositiou  der  beiden  Resultate,  die  sich  auf  in  der 
Grenzebene  gegebenes  S,  sowie  derjenigen,  die  sich  auf  ebenda  ge- 
gebenes öSös  beziehen,  gestattet  dann  gleichzeitig  vorgeschriebenes 

2:r 
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S0  und  .S',  einerseits,  gegebenes  £'  resp.  .S"  andererseits  zu  berück- 
siclitigen. 

Dabei  tritt  hervor,  daß  die  Reflexion  normal  auffallender 
ebener  Wellen  an  einer  Ebene  in  derselbeu  Weise  stattfindet,  ob 
£  daselbst  beliebig  wechselnd  gegeben  ist,  oder  dauernd  verschwindet; 
ebenso  ergiebt  beliebig  wechselnd  vorgeschriebenes  dSjds  dieselbe 
Reflexion,  wie  dauernd  verschwindendes.  Im  ersten  Falle  werden 
die  auffallenden  Verrückungen  mit  umgekehrtem,  im  letzteren 
mit  gleichem  Zeichen  reflektiert. 

Man  kann  leicht  die  Betrachtung  auf  den  Fall  erweitern,  daß 
an  zwei  parallelen  Ebenen  s  —  0  und  s  =  L  entweder  S  oder  öS  lös 
auf  Null  erhalten  wird,  indem  mau  den  zwischen  ihnen  gegebenen 
Anfangszustand  durch  wiederholte  geeignete  Spiegelung  an  den  beiden 
Grenzebenen  in  den  äußeren  Raum  fortsetzt.  — 

Größeres  Interesse,  als  diese  Probleme  fortschreitender 
Schwingungen,  besitzen  diejenigen,  welche  sich  auf  stehende  Schwin- 
gungen zwischen  den  Ebenen  *  =  0  und  s  =  L  beziehen. 

Die  speziellen  nach  dem  Typus  (127"")  gebildeten  Werte 

I  Sx  =  A  sin  "*  sin  u  {/  +  /„), 

133)  |  resp. 

!  .Sn  =  A  cos  ~  siu  a  (t  -f  /u), 

worin 

uL  =  nhv.    h  =»  1,2,3,..., 

entsprechen  den  Fällen,  daß  S  resp.  öS  lös  für  ä  =  0  und  *=  /, 
verschwinden;  die  Schwingungsdauern  r  und  die  Wellenlängen  /. 
folgen  dabei  dem  Gesetz 

r  =  2Z/Ät>,    ).  =  2L  h. 

Dagegen  entspricht 

133')  $m  =  //  sin  "*  sin  a(t+  t(t). 

worin 

u  L  —  2I'  *  1  it  v.  h  —  0,  1.  2. ... 

ist,  dem  Falle,  daß  S  für  5  =  0  und  öSjösiür  s  =  L  verschwindet: 
zugleich  gilt 

r  =  4  7>  /(2A  +  \)  v,    ).  =  4L  /(2Ä  +  1). 

Die  Schwingungszahlen  £  =  1  r  schreiten  in  den  ersten  beiden  Fällen 
wie  die  natürlichen,  in  dem  dritten  wie  die  ungeraden  Zahlen  fort. 

Sehwingungsknoten  entsprechen  den  Stellen,  wo  £,  Schwingungs- 
} jauche  denen,  wo  öS  ös  verschwindet;  die  Entfernung  beuaclibarter 
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beträgt  /  2,  und  ihre  Messung  liefert  wegen  X  =  tv  ein  wichtiges 
Mittel  zur  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  v. 

Diese  Verhältnisse  liegen  angenähert  bei  den  Pfeifen  vor,  d.  h. 
bei  eylindrischen,  mit  Luft  erfüllten  Röhren,  welche  an  den  Enden 
entweder  durch  feste  Böden  geschlossen  sind  oder  sich  in  den  Luft- 
raum öffnen;  wenn  der  Querschnitt  der  Pfeife  klein  ist,  kann  am 
offenen  Ende  eine  merkliche  Verdichtung  oder  Verdünnung  nicht  ein- 
treten, ist  also  näherungsweise  die  Bedingung  fr  =  0,  d.  h.  dSJds  =  () 
erfüllt.  Eine  strenge  Analyse  muß  allerdings  die  von  dem  Rohr  aus 
im  umgebenden  Lufträume  fortgepflanzten  Schwingungen  mit  in  Be- 
tracht ziehen67);  auch  der  Einfluß  der  Reibung  und  des  Wärmeaus- 
tausches mit  den  Seitenwänden  giebt  zu  Abweichungen  von  den 
obigen  Formeln  Veranlassung.6*)  — 

Ist  S  =  0  für  s  =  0,  und  ist  S=  A  sin  ut  für  *  =  L,  so  erhält  man 

A  sin  —  sin  «  / 

S  =  .  133") 

.  «  /, 
ein  — 
i' 

S  wird  also  unendlich,  wenn  uL  =  hiv  ist,  und  hieraus  ist  zu 
schließen,  daß,  falls  die  Ebene  s  =  L  eine  nur  unendlich  schwache 
Bewegung  ausführt,  welche  die  Superposition  sehr  vieler  Schwin- 
gungen mit  verschiedenen  Perioden  bildet,  nur  diejenigen  stehenden 
Schwingungen  innerhalb  der  Flüssigkeit  merklich  erregt  werden,  für 
welche  die  Bedingung  uL  =  hnv  erfüllt  ist;  dies  sind  dieselben 
Schwingungen,  welche  bei  beiderseitig  festgehaltener  Begrenzung 
allein  bestehen  können. 

Ahnliche  Formeln  wie  (133")  gelten,  wenn  für  5  =  0  nicht  .S', 
sondern  fr  verschwindet,  und  auch,  wenn  für  .<?  =  Lr  statt  S,  th  vor- 
geschrieben ist. 

Die  Erregung  von  stehenden  Schwingungen  in  Pfeifen  bei  Ein- 
wirkung auf  deren  Endquerschnitte  kann  man  als  Resonanz  im 
weiteren  Sinne  bezeichnen;  ist  die  Einwirkung  eine  periodische 
Druckändemng,  die  durch  über  ein  offenes  Ende  ziehende  Wellen 
im  äußeren  Luftraum  bewirkt  wird,  so  giebt  dies  eine  Resonanz  im 
engeren  Sinne.  Wir  gehen  weiter  unten  auf  allgemeinere  Vor- 
gänge dieser  Art  ausführlicher  ein.  — 

Der  Wert  der  mittleren  Energie  «M  nimmt  bei  Schwingungen, 
die  in  ebenen  Wellen  stattfinden,  eine  besonders  einfache  Gestalt  an. 

Für  stehende  Schwingungen,  die  einem  einfachen  Ton  ent- 
sprechen, ist  nach  (127"  )  allgemein 

/*  =  „  cos  "  [s  -f  *0)  sin  a  (/  -f-  /0), 
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und  daraus  folgt  nach  (129"  ) 


worin  das  erste  Glied  der  Klammer  den  kinetischen,  das  zweite 
den  potentiellen  Auteil  der  Gesamtenergie  angiebt.  Diese  Teile 
wechseln  also  von  Stelle  zu  Stelle,  während  ihre  Summe  überall 
konstant  ist. 

Führt  man  die  größte  Amplitude  //  =  au  v  der  resultierenden 
Verrückung  S=dFjös  ein,  so  giebt  dies  auch 


Für  fortschreitende  Schwingungen  mit  dem  Potential 


ist  das  Resultat  bezüglich  der  Gesamtenergie  das  gleiche;  aber 
die  zeitlichen  Mittelwerte  des  kinetischen  und  des  potentiellen  Teiles 
sind  hier  im  ganzen  Kaum  konstant,  und  zwar  einander  gleich.  — 

Fallen  fortschreitende  ebene  Wellen  auf  eine  ebene  Grenze 
zwischen  zwei  verschiedenen  Flüssigkeiten  auf,  so  werden  sie  zum 
Teil  zurückgeworfen,  zum  Teil  in  die  zweite  Flüssigkeit  hinein  fort- 
gepflanzt60). Nach  Symmetrie  müssen  alle  die  entstehenden  Be- 
wegungen wieder  in  ebenen  Wellen  stattfinden,  deren  Normalen  der 
Ebene  durch  das  Lot  auf  der  Grenze  und  durch  das  Lot  auf  der 
einfallenden  Welle,  der  sogenannten  Einfallsebene,  parallel  liegen. 

Wühlt  man  die  AT-  zur  Grenzebene,  die  XZ-  zur  Eiufalls- 
ebene  und  rechnet  die  Z-Axe  von  dem  ersten  ins  zweite  Medium 
positiv,  so  sind  ebene  fortschreitende  Wellen,  welche  bei  dem  be- 
trachteten Vorgang  auftreten  können,  gegeben  durch  das  Defor- 
mationspotential 


worin  s  =  Ix  +  nz  ist,  und  /,  0  und  n  die  Richtungscosinus  der  in 
der  Richtung  der  Fortpflanzung  positiv  gerechneten  Wrelleunormale  s 
bezeichnen. 

Die  Bedingungen  für  die  Grenzfläche,  d.  h.  für  z  =  0.  gehen 
nach  (124  )  dahin,  daß 


F  =  a  sin 


134) 
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sein  muß;  letztere  Formel  ist  nach  (12G")  identisch  mit 

Bezeichnet  man  die  einfallende,  die  reflektierte  und  die  durch- 
gehende Welle  resp.  durch  die  Indices  e,  r  und  dy  so  ist  zu  setzen 


,  /        Ix  +  n 
F  =  a  sin  2t    *  -   f  - 


/r=«rsm2;r(    r  -- 

+  t,  l  ,X  +  W  ,X 


134") 


/•„=a,Sm2,(_'<-  "t,")- 

Kombiniert  man  diese  Werte  mit  den  Grenzbedingungen  (134) 
resp.  (134').  so  erhält  man  zunächst  da  nach  den  letzteren  für  z  =  0 
die  mit  Ort  und  Zeit  veränderlichen  Faktoren  stets  gleich  sein  müssen, 

tr  =  td  =  0,  r,  =  rr  =  r,  =  r,  135) 

worin  r  die  allen  Wellen  gemeinsame  Periode  bezeichnet;  ferner 

C 

■  =  = ; >  135') 

was  das  Gesetz  der  Reflexion  und  der  Brechung  der  Wellennormalen 
ausspricht.  Wegen  A  =  rv  und  ve=  vr  kann  man  nämlich  hierfür 
auch  schreiben 

^'  =     .  135") 

woraus  die  Richtigkeit  der  gemachten  Bemerkung  erhellt. 

So  lange  d.  h.  lt{vdjv{)  <  1  ist,  bleibt  der  zu  dem  Richtungs- 
cosinus ld  gehörige  Winkel  und  somit  die  Lösung  Fd  reell. 

An  und  für  sich  können  den  durch  (135'  )  definierten  lr  und  ld 
je  zwei  Werte  nr  und  nd  entsprechen,  gemäß  den  Gleichungen 

±  yi~-Ü,  nd=  ±  )  1^7j, 

und  die  Betrachtung  des  durch  (134")  gegebenen,  gewissermaßen 
stationären  Zustandes  allein  gestattet  nicht  die  Entscheidung 
darüber,  welche  von  ihnen  den  wirklichen  Fortpflanzungsrichtuugen 
entsprechen,  lassen  vielmehr  alle  vier  Möglichkeiten  gleichmäßig  zu. 

Man  kann  zu  dieser  Entscheidung  das  Resultat  der  Anschauung 
heranziehen,  daß  die  durch  die  einfallende  Welle  erregten  Wellen 
von  der  Grenze  z  =  U  hinweggehen  müssen;  noch  befriedigender 
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erscheint  die  Anwendung  der  Überlegung,  daß  bei  stetiger  Änderung 
der  Konstanten  ph  und  ch  die  Fortpfianzungsrichtungen  dieser  Wellen 
sich  gleichfalls  stetig  ändern  müssen. 

Läßt  man  nämlich  c  im  zweiten  Medium  unendlich  werden,  so 
verwandelt  sich  dieses  dadurch  in  einen  —  bezüglich  der  Fortpflanzung 
longitudinaler  Wellen  —  starren  Körper;  die  erste  Bedingung 
(134)  liefert  (6Fjdz\  =  0  für  z  =  0,  die  zweite  verliert  die  Bedeu- 
tung einer  Grenzbedingung,  da  die  rechte  Seite  die  Form  0 .  oo 
annimmt.  Wir  erhalten  dadurch  den  Fall  der  Reflexion  von  einer 
festen  Wand,  der  im  folgenden  Paragraphen  ganz  allgemein  behan- 
delt werden  wird  und  darauf  führt,  daß  nr  =  —  ^1  —  /r2,  d.  h. 
~  —  ne  ist. 

Läßt  man  dagegen  c  und  o  in  beiden  Medien  gleich  werden,  so 
verschwindet  die  Grenze  überhaupt  und  damit  jede  Unterbrechung 
der  regelmäßigen  Fortpflanzung;  hier  ist  demgemäß 

»a  =  +  V 1  -  li  - 
Indem  wir  dies  benutzen,  erhalten  wir 

st  =  Fr  +  n  z,  »r  =  ltx  -  »  r,  sd  =  ldx  +  ndz, 

oder  indem  wir  die  auf  die  beiden  Flüssigkeiten  (1)  und  (2)  direkter 
hinweisenden  Indices  1  und  2  einführen: 

\  =  1^  +  «!  Zj  sr=lxx  -n^z,  sd  =  l2x  +  n2z. 

Unter  Benutzung  dieser  Resultate  und  der  Beziehungen 

).t  —  ).r  =  P.j ,  AfJ  =  A2 ,  Kx :  Aj  =  /j  :  /3 

geben  die  Grenzbedingungen 

a  =  a  -        -t    a  —  a 

Diese  Formeln  bestimmen  die  reflektierte  und  gebrochene  Am- 
plitude, zunächst  des  Deformationspotentiales  und,  wegen  der  Be- 
ziehungen 

BF  BF  dF 

dar  d  y '  o  x  ' 

auch  diejenigen  der  Verschiebungen. 

Nach  der  Ableitung  ist  ersichtlich,  daß  die  Summe  der  Energien 
der  so  bestimmten  reflektierten  und  gebrochenen  Wellen  gleich  der 
Energie  der  einfallenden  Welle  sein  muß,  wenn  man  nur  die  Be- 
rechnung auf  Volumina  bezieht,  welche  dieselbe  Bewegung  in  ver- 
schiedenen Stadien  der  Fortpflanzung,  nämlich  erst  als  einfallende. 
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dann  als  reflektiert«  und  gebrochene  enthält.  Solche  Volumina 
werden  nach  der  geometrischen  Anschauung  geliefert  durch  recht- 
winkelige Prismen,  deren  Kauten  £,  »/,  £  resp.  parallel  der  Wellen- 
normalen, normal  zur  Einfallsebene,  und  parallel  der  Einfallsebene 
liegen,  falls  die  £  sich  verhalten  wie  die  Wellenlängen  oder  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten v,  die  i]  die  gleichen  sind,  und  die  £ 
sich  verhalten  wie  die  Richtungscosinus  n. 

Hiernach  muß  also  bei  Berücksichtigung  von  Formel  (135')  gelten 

(«»-a;)/i»i('i  =ai/2n2oa, 
was  in  der  That  erfüllt  ist. 

Wegen  der  auf  S.  358  entwickelten  Beziehung  zwischen  der 
kinetischen  und  der  potentiellen  Energie  fortschreitender  ebener 
Wellen  ist  bei  der  obigen  Begrenzung  der  sich  entsprechenden 
Volumina  auch  die  lebendige  Kraft  in  der  einfallenden  Welle  für 
sich  gleich  der  Summe  derjenigen  in  der  gebrochenen  und  re- 
flektierten. 

Die  Formeln  (136)  zeigen,  daß  wegen  des  Auftretens  der  Dich- 
ten und  p2  aus  einem  Gas  jederzeit  nur  sehr  wenig  Bewegung 
in  eine  tropfbare  Flüssigkeit  übergeht.  Ist  <j2  groß  gegen  und 
nicht  gleichzeitig  /,  gegen  /2,  so  kann  man  in  erster  Näherung 
schreiben 

«,,=  2«  * 
V« 

und  erhält  für  das  Verhältnis  der  einfallenden  zur  gebrochenen 
Energie 

M< :  («.»)«,  =  'i  «i  C2 :  -*  '2  w2  l'i •  — 

Findet  sich  durch  die  Bedingungen  (134)  Id,  d.  h.  lt{v1jvl)>\, 
so  wird  der  Ansatz  für  Fd  imaginär,  es  kann  also  dann  eine  Be- 
wegung der  durch  denselben  dargestellten  Art  im  zweiten  Medium 
nicht  stattfinden. 

Diesen  Fall  erledigt  man  durch  die  Bemerkung,  daß  die  Haupt- 
gleichung  für  nämlich 

unter  der  Voraussetzung  ebener  Wellen  normal  zur  XX-  Ebene  in- 
tegriert wird  durch  den  reellen  oder  imaginären  Teil  von 

2.-ri/^     Ix  +  nt\ 
3  =  a*  r  °      ,  137) 

worin  a,  I,  n,  ü  komplexe  Größen  sind,  falls  nur  ist 

»U2=c(l2+u2).  137') 
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Setzt  mau 

137")  l  =  /  -  il\    n  =  n  -  iV.    ö  =       .  , 

'  1    +  IX 

so  erhält  man 


137"') 


diese  Gleichungen  bestimmen  v  und  x  bei  gegebeuen  /, /'  und  n.n. 

Um  den  speziellen  vorliegenden  Grenzbedinguugeu  zu  genügen, 
muß  sich  F  für  z  =  0  auf  die  Forin 

reduzieren.    Wir  erreichen  dies,  indem  wir  setzen 
138)  /'=0,    n  =  0,  /2-h2=1, 

woraus  dann  folgt,  daß 

138')  x  =  0,    v2o  =  c 

ist,  und  daß  Fd  sich  auf  die  Form  bringen  läßt 

1 38")     F.  =  <>  "  "T-    ' « ,  sin  2  ar  (  '  -  :y* )  +     cos  2 ;r  f -  -  <!* )  \: 

zugleich  schreiben  wir  auch 

/;  =  «.sin2<T(;  -  •  .--). 


138"') 


Fr  =  arsm2ni^-  -r  -.       )  +  «r cos 2,t (  '  -  r'--). 

r  r  r  r 

Die  Anwendung  der  Grenzbedingungen  (134)  liefert  zunächst 
139>  =  r.-n-'.-H 


für  die  reflektierte  Welle  folgt,  wie  früher,  ?/r  =  —  wf,  für  die  durch- 
gehende, da  die  Bewegung  nicht  mit  wachsendem  z  unendlich 
werden  darf,  rid  =  +  ]  7j  —  1 . 

Vertauschen  wir  wieder  lr,  /.,  /,  mit  /1?  /t,  /2  und  ?ir  vr,  n'd  mit 
zip  —      und  n!,.  so  resultiert 


130') 
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woraus  folgt 

dlr  +  ar2=  a;.  130") 

Die  letzte  Formel  zeigt,  daß  bei  dieser  Art  der  Reflexion  die 
gesamte  Energie  der  einfallenden  in  der  reflektierten  Welle  ent- 
halten ist;  die  Reflexion  wird  deshalb  eine  totale  genannt.  Eine 
Bewegung  im  zweiten  Medium  fehlt  allerdings  nicht  vollständig, 
aber  sie  pflanzt  sich  nicht  mit  gleicher  Stärke  in  dasselbe  fort,  son- 
dern nimmt  mit  wachsendem  Abstand  von  der  Grenze  schnell  au 
Intensität  ab.  Übrigens  hat  sie  wesentlich  andere  Eigenschaften,  als 
die  in  das  erste  Medium  reflektierte;  ihre  Wellenebenen  liegen  nor- 
mal zur  -Y-Axe  und  pflanzen  sich  mit  einer  Geschwindigkeit  i'2//2  der 
A'-Axe  parallel  fort,  während  die  Ebenen  gleicher  Amplitude  der 
Grenzfläche  parallel  sind;  ersteres  erklärt,  daß  diese  Schwingungen 
dem  ersten  Medium  Energie  nicht  entziehen. 

Die  reflektierte  Bewegung  unterscheidet  sich  von  der  bei  der 
gewöhnlichen  Reflexion  erhaltenen,  abgesehen  von  der  Inteusität, 
nur  dadurch,  daß  die  Phase  um  eine  vom  Einfallswinkel  abhängige 
Größe  geändert  ist,  was  deutlich  hervortritt,  wenn  man  in  dem  An- 
satz (138"')  schreibt 

/;-l^>flVsm2»(— - 

Neben  den  ebenen  Wellen  besitzen  eine  hervorragende  Wichtig- 
keit die  kugelförmigen.  Man  gelaugt  zu  ihnen,  indem  man  in  die 
Gleichung  (126")  die  Annahme  einführt,  daß  F  außer  von  t  nur  von 
der  Entfernung  r  von  einem  beliebigen  Punkt,  etwa  von  dem  Koordi- 
natenanfang, abhängt;  die  Gleichung  nimmt  dadurch  die  Form  an 

PrF        d*rF  .  in, 

?  dt*   =  C  ör«  '  140) 

welche  zeigt,  daß  rF  bei  kugelförmigen  Wellen  dieselbe  Rolle  spielt, 
wie      selbst  bei  ebenen. 
Die  allgemeine  Lösung 

S^^ifiir  +  vQ+Mr-vi))  140') 

stellt  zwei  in  entgegengesetzter  Richtung  mit  wechselnder  Stärke 
sich  längs  der  Radien  fortpflanzende  Bewegungen  dar;  spezieller  giebt 

/'=  ^-sin*(/-  140" 
eine  fortschreitende, 

F=  °- sin  ^  (r  +  rj  sin  «(/  +  «  140"') 

eine  stehende  periodische  Bewegung  mit  Kugelwellen. 
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Die  resultierenden  Verrückungen  8  liegen  bei  den  kugeligen, 
wie  bei  den  ebenen  Wellen  normal  zur  Wellenriiiche,  sind  also 
longitudinal  und  besitzen  den  Wert 

dr 

Für  eine  fortschreitende  Welle  von  der  Form  (140")  giebt  dies 

a    .       ( .       r  \       au  f.       r  \ 

Äa-...Mn„^.-j.-.co8«^  J, 

für  eine  stehende  von  der  Form  (140"') 

S  =  -  a  sin  u  {t  +  /0)  (~  sin  «  (r  +  r0)  -  - cos  a  (r  +  r0)j  ; 

in  beiden  Fällen  setzt  sich  die  Verrückuug  aus  zwei  Gliedern  zu- 
sammen, die  mit  wachsendem  r  verschieden  schnell  abnehmen. 

In  großer  Entfernung  von  dem  Centrum  der  Bewegung  r  =  0 
überwiegt  je  das  zweite  Glied,  und  dort  erhält  man  daher,  wenn 
man  wieder  ate  j  v  =  A  setzt, 

S  =  —  ^  cos  u  [t  —    -j  ,  resp.  S  =  ~  sin  u  [t  -\- 10)  cos  a  (r  -f-  r0). 

Analoges  gilt  für  die  mittlere  Energie  e/4;  bei  der  Beschränkung 
auf  das  Glied  niedrigster  Ordnung  erhält  man  aus  (129'")  resp.  (129"") 

14U  )  «/.  -    4rt   ~  Hrr-  — 

Fortschreitende  cyli ndrische  Wellen  mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit v,  die  den  oben  betrachteten  ebenen  und  kugeligen 
zugeordnet  werden  könnten,  existieren  nicht.  Es  ist  nämlich  nicht 
möglich,  der  Fundamentalgleichung 

"  "SA</- 

welche  wegen  c/o  =  v*  die  Übertragung  von  (126")  auf  die  Ebene 
darstellt,  durch  einen  Ansatz  von  der  Form 

F=P{e)Q{e±vt), 

worin 

«* -(*-*,)'  + (.»-*)'. 
zu  genügen;  denn  die  resultierende  Gleichung 


in  welcher  die  oberen  Indices  die  Düfercntialquotienten  nach  den 
ganzen  Argumenten  bezeichnen,  ist  bei  willkürlich  vorgeschriebenem 
Q  ülferhaupt  nicht  zu  befriedigen.   Läßt  man  Q  verfügbar,  so  muß, 
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weil  in  P  die  Zeit  nicht  vorkommt,  =  Q> .  Const.  sein,  also  einem 
ganz  speziellen  Gesetz  entsprechen. 

Dagegen  sind  stehende  cyliudrische  Wellen  möglich;  denn 
aus  dem  Ansatz 

F  =  A{e)  sin  u(t  +  t0) 
folgt  für  A  die  Gleichung 

d'A      l  cA  «• 

de*  +  e    de  +  ^  '  ~  U? 

welche,  wenn  man  die  Bedingung  hinzunimmt,  daß  A  ftir  e  =  0 
logarithmisch  unendlich  wird, 

+»'.(;•) 

ergiel)t,  worin  m  und  n  Konstanten,  i0  und  J0  die  BESsEi/schen 
Funktionen  bezeichnen.    Es  wird  sonach  hier 

*-  [-*•{"')  +  «✓.("„')]  «in«r(*  +  «;  141') 

für  sehr  große  e  reduziert  sich  dies  auf 

ae         .  ae 
acos    -  -f  6  sin 

*'=         "  .         "  sina(<  +  /0),  141") 

/: 

unter  a  uud  b  Konstanten  verstanden,  und  zeigt,  daß  v  bei  großem  e 
wieder  die  Rolle  der  Fortprianzungsgesch windigkeit  spielt. 

Die  Ausdrücke  für  die  potentielle  und  die  kinetische  Energie 
derartiger  cylindrischer  Wellen  lassen  sich  ebenso  ableiten,  wie 
oben  diejenigen  für  die  Energien  kugeliger.  — 

Bezüglich  der  bei  ebenen  und  bei  Kugelwellen  stets  auftretenden 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  v  =  \cfo  ist  daran  zu  erinnern,  daß 
nach  S.  338  bei  einigermaßen  großer  Schwingungszahl  des  erregten 
Tones  für  die  Elasticitätskonstante  c  der  speziell  als  adiabatisch 
bezeichnete  Wert  ca  zu  setzen  ist  und  nicht  der  durch  statische 
Methoden  nach  S.  346  bestimmbare  i  so  thermische  c.. 

Bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  sind  beide  Werte  nur  unmerklich 
verschieden;  bei  gasförmigen,  wo  das  isothermische  c.  nach  S.  338 
gleich  dem  Anfangsdruck  p°  ist,  den  das  Medium  vor  Beginn  der 
Bewegung  erfuhr,  findet  sich  die  adiabatische  Konstante 

o,  =  A-  141"') 
wo  x  die  schon  auf  S.  71  eingeführte  und  im  folgenden  Teile 
näher  zu  bestimmende,  der  Substanz  des  Gases  individuelle.  Kon- 
stante bezeichnet,  welche  sich  für  die  verschiedenen  Gase  zwischen 
£  und  1  bewegt. 
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Die  Formel 

141"")  v*  =  /- 

Q 

giebt,  beiläufig  gesagt,  die  bequemste  Metbode  zu  ibrer  numerischen 
Bestimmung  au  die  Hand,  da  v,  p"  und  (>  der  Beobachtung  leicht 
zugänglich  sind.  — 

Die  Gnindformeln  der  Elasticitätslehre  sind  unter  der  speziellen 
Annahme  abgeleitet,  daß  die  elastischen  Drucke  lineare  Funktionen 
der  Deformationen,  also  diese  selbst,  wie  auch  die  Verrückungen 
und  Geschwindigkeiten,  sehr  klein  sind. 

Dies  ist  in  der  Praxis  auch  bei  Flüssigkeiten  meist  soweit  er- 
füllt, daß  die  auf  dieser  Grundlage  abgeleiteten  Formeln  mit  der 
Erfahrung  befriedigend  stimmen;  doch  kommen  bei  der  Fortpflanzung 
sehr  starker  Töne  oder  Schalle  in  Gasen  auch  Fälle  merklicher 
Abweichung  vor.  Diese  erfordern  also  eine  ergänzte  Theorie,  die 
man  auf  der  Grundlage  der,  wie  S.  337  angegeben,  erweiterten 
Elasticitätstheorie,  oder  aber  auf  der  Grundlage  der  strengeu  hydro- 
dynamischen Gleichungen  (43)  aufbauen  kann.70) 

Bei  dem  sehr  speziellen  Iuteresse,  welches  diese  Untersuchungen 
besitzen,  kann  hier  auf  dieselben  nicht  eingegangen  werden. 

$  20.    Elastische  Flüssigkeiten  mit  beliebiger  Begrenzung  bei 
beliebiger  Erregung.  Resonanzerscheinungen. 

Um  die  allgemeine  Aufgabe  der  Bewegung  einer  beliebig  be- 
grenzten Flüssigkeit  bei  beliebigen  Oberilüchenbedingungen  und  be- 
liebigen Anfangswerten  F=F0  und  dF dt=h\  vorzunehmen,  ziehen 
wir  außer  dem  Deformationspotential  F  noch  eine  Funktion  G  heran, 
welche  ebenfalls  die  Hauptgleichung  (126")  erfüllt  und,  wie  F,  inner- 
halb des  von  der  Flüssigkeit  eingenommenen  Kauines  h  sicli  regulär 
verhält,  und  bilden,  indem  wir  cjo  =  v2  setzen, 

1 42'    JJ{'-  fj>  -  "  -  '•')  -  *f«Z  -  **A  a  )j  <"<"-<>; 

dabei  ist  die  räumliche  Integration  über  das  gesamte  k  auszudehnen, 
die  zeitliche  von  t=()  bis  zu  einem  zunächst  beliebigen  t—T. 
Dies  giebt  sogleich 

142)  /  ,  %  _ dk  +  ,»/,,/(<,- 1£  -  r^;yu  -  o. 

und  damit  ein  Aualogon  zu  der  aus  dem  GBEEx'sehen  Satz  abge- 
leiteten Gleichung  (IST)  auf  S.  179.71) 
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Wir  wollen  nun  für  G  eine  Funktion  wählen,  die  zwar  im 
übrigen  innerhalb  k  regulär  ist,  aber  an  einer  Stelle  af  b,  c  un- 
endlich wird,  wie 

.'/  =  r~       •  143) 

worin  r  die  Entfernung  von  jenem  Punkte  und  /  eine  Funktion  von 
folgenden  speziellen  Eigenschaften  bezeichnet  /(.«)  verhält  sich  mit 
seinen  Differentialquotienten  regulär,  verschwindet  aber  für  alle 
positiven  und  negativen  Argumente  s  mit  Ausnahme  derjenigen, 
welche  einem  speziellen  endlichen  positiven  Werte  s  —  sl  unendlich 
nahe  sind;  letzteres  wollen  wir  dadurch  ausdrücken,  daß  wir 

*«  =  o 

setzen,  wenn  nicht 

—  143') 

ist,  unter  «  eine  unendlich  kleine  Größe  verstanden.  Innerhalb  des 
vorstehend  umgrenzten  Bereiches  soll  /  >  0  und 

fx(*)ds=l  143") 

sein,  sowie  s0  um  eine  endliche  Größe  kleiner,  s2  größer  ist,  als  sv 
Eine  Funktion  von  diesen  Eigenschaften  ist  u.  a. 

X(s)=  !'  e~     '   >  '  143"  ) 

1  ' 

für  sehr  große  Werte  von  jti. 

Weiter  können  wir  die  Funktion  G  noch  geeigneten  Anfangs- 
und Obertiächenbedingungen  unterwerfen.  In  ersterer  Hinsicht 
setzen  wir  fest,  daß  zur  Zeit  T,  welche  um  einen  endlichen  Betrag 
größer  als  ^  =  sl  i  v  sein  mag,  G  und  öG  'dt  innerhalb  k  überall 
verschwinden ;  über  das  Verhalten  von  G  an  der  Oberfläche  o  von  k 
behalten  wir  uns  die  Verfügung  zunächst  vor. 

Um  die  Gleichung  (142')  auf  ein  G  von  obigen  Eigenschaften 
anzuwenden,  muß  man  den  Punkt  a,  b,  c  durch  eine  Fläche,  z.  B. 
eine  kleine  Kugelfläehe  vom  Radius  R  mit  dem  Centrum  in  a,  b,  c, 
ausschließen.  Der  auf  sie  bezügliche  Anteil  des  OberHächeuinte- 
grales  in  (142  )  lautet  bei  Einführung  der  Kepelöftiuing  <h» 

T 

und  reduziert  sich  bei  unendlich  kleinem  II  auf 
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T 

4**Jr.*MzW  +  "0«"= 

0 

worin,  wie  oben,  tx  für  «j/i»  gesetzt  ist. 

Von  dem  Baumintegral  in  (142')  giebt  der  Anteil,  welcher  der 
Grenze  t=  T  entspricht,  den  Wert  Null,  da  G  und  dG/dt  für  jenen 
Zeitpunkt  verschwinden;  der  Anteil  für  die  Grenze  /  =0  kann  über 
den  ganzen  Baum  k  mit  Einschluß  der  kleinen  Kugel  erstreckt 
werden,  da  diese  nur  einen  unendlich  kleinen  Betrag  liefert. 

Daher  erhalten  wir  schließlich 

T 

144)     4nvP.M)  =/(<-/^*  "  »f<"f{ö%-  4»K 

Unterwirft  man  G  der  Bedingung,  daß  dGjdn  an  der  ganzen 
Oberfläche  von  k  verschwindet,  so  ist  es  damit  vollständig  be- 
stimmt. Denn  vertauscht  man  darin  /  mit  T—  t,  so  kann  man  das 
fiesultat  G{T—  t)  auffassen  als  das  Deformationspotential,  welches 
einer  zur  Zeit  t  =  T—  tx  au  der  Stelle  «,  b,  c  hervorgebrachten  starken 
Verdichtung  entspricht,  falls  die  Begrenzung  von  k  starr  ist  und 
die  Flüssigkeit  im  ganzen  Baume  k  zur  Zeit  t  =  0  ruht.  In  diesem 
Falle  hat  man  noch  einfacher 

T 

144')    w.wft)  -  f  [a'r  -  f^)m- *f, <t  />->. 

eine  Formel,  die  /'  an  jeder  Stelle  durch  die  Anfangswerte  von  /' 
und  öFjdt  und  die  Oberflächenwerte  von  dFjdn  bestimmt. 
Setzt  mau,  wie  früher,  für  t  =  0, 

F=F     dF  =  F 
o'     dt  !' 

und  entsprechend  auch 

welch  letztere  Werte  aus  den  über  G  gemachten  Festsetzungen 
bestimmbar  sind,  so  wird  (144')  kürzer 

T 

144")       4xvFilJl1)=f  {G0Fl  -  G,  F(i)dh  -  v'fdtfö'  ö£<fo. 

o 

Ist  kleiner,  als  der  kleinste  der  von  a,  Z»,  c  nach  der  Ober- 
fläche o  gezogenen  Badienvektoren  r,  der  mit  r  bezeichnet  werde, 
so  kann  man72) 
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G-j +  145) 

setzen,  denn  für  alle  Oberflächenelemente  do  ist  dann  das  Argument 
von  •/  größer,  wie  sv  dort  also  G  =  Ü  und  dG jdn  =  0. 
Hier  wird  aus  (144"): 

txvFabc[t,)  =  // [*\*{r)  -  vF0/{r)]rdrdr.h 
was  durch  teilweise  Integration  liefert 

r 

=  -vflKrX{r)lfl">  +Xf(r/'i  +  verd^-)z{r)<trd(o. 

u 

Das  erste  Glied  ist  nach  den  vorausgesetzten  Eigenschaften  von  / 
gleich  Null,  das  zweite  liefert 

4xvfabc{ti)  =  f[rt\  +  v*'^')  <<<>>•  145) 

Die  Integration  über  r.>  ist  über  die  ganze  Kegelöffnung,  also  bei 
Einführung  von  sx2d(o  =  dO  über  eiue  Kugeltlüche  vom  Radius  s1 
zu  erstrecken;  führt  man  die  arithmetischen  Mittelwerte  vou  /'0 
und  Fl  auf  einer  Kugel  vom  Kadius  sx  um  die  Stelle  a,  b,  c  ein, 
indem  man 

setzt,  so  erhält  man 

oder  wegen  *t  =  i>/j  auch 

/WW-'ii^ik  +  ^7^,?.  Ho") 

Diese  wichtige,  zuerst  von  Poisson73)  abgeleitete  Formel  zeigt 
an,  daß  der  durch  Anfangswerte  F0  und  Fx  erregte  Zustand  inner- 
halb der  Flüssigkeit  aufgefaßt  werden  kann  als  die  Superposition 
von  Zuständen,  die  von  allen  Teilen  der  Flüssigkeit  mit  der  kon- 
stanten Geschwindigkeit  v  gleichmäßig  nach  allen  Seiten  hin  fort- 
gepflanzt werden.  Ihre  Gültigkeit  ist  bei  begrenzten  Räumen  k  be- 
stimmt durch  die  Ungleichung  sx  <  r\  wo  r  oben  deliniert  ist,  oder 
durch  tx  <rjv;  für  den  unendlichen  Raum  gilt  sie  ohne  Beschränkung.— 

Für  beliebig  begrenzte  Bereiche  Funktionen  <?,  den  oben  ge- 
gebenen Bedingungen  entsprechend,  zu  finden,  bietet  im  allgemeinen 
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große  Schwierigkeit,  doch  gelingt  es  mit  Hilfe  der  Spiegelungsmethode 
leicht,  ein  G  zu  konstruieren,  welches  längs  einer  Ehene  die  Be- 
dingung dG>dn  =  0  erlullt. 
Setzt  man  nämlich 

worin  r  die  Entfernung  vom  Spiegelpunkt  von  a,  b,  c  in  Bezug  auf 
die  Ebene  bezeichnet,  so  kann  nach  der  Bedeutung  von  G  in  jener 
Ebene  eine  normale  Verrückung,  also  ein  von  Null  verschiedener 
Wert  von  dG  ön  nicht  eintreten. 

Ist  die  begrenzende  Ebene  starr,  so  ergiebt  die  Formel  (144  ) 
zunächst 

146  )         4  n  v  Fabe{*i)  =  /  %o  +  9o)  *\  ~  C?i  +  9\)  K)  dh' 

wo  das  Integral  Uber  den  nach  der  Seite  der  positiven  Normale  n 
gelegenen,  oder  kurz,  über  den  positiven  Halbraum  ausgedehut  ist, 
für  welchen  allein  F0  und  Fl  gegeben  sind. 

Nun  unterscheidet  sich  aber  g  von  g  nur  dadurch,  daß  in  ihm 
der  normale  Abstand  des  Punktes  a,  b,  c  von  der  Grenzebene  negativ, 
statt  positiv  auftritt;  definiert  man  daher  und  F1  für  den  negativen 
Hulbraum  so,  daß  ihre  Werte  den  im  positiven  Halbraum  liegenden 
spiegelbildlich  entsprechen,  so  kann  man  statt  der  letzten  Formel 
auch  schreiben 

146")  4™/;,^)  =  SüJ\-9xK)M, 

das  Integral  über  den  ganzen  Raum  erstreckt. 

Die  feste  Wand  wirkt  also  ebenso,  als  wäre  jenseits  der  An- 
fangszustand des  positiven  Halbraumes  spiegelbildlich  wiederholt 
und  die  Wand  danach  beseitigt.  Jedes  Element  des  positiven 
Halbraumes  wirkt  daher  in  a,  b,  c  zweimal,  einmal  direkt,  einmal 
durch  Reflexion,  und  zwar,  wie  leicht  nachzuweisen,  nach  einer 
solchen  Zeit,  als  hätte  sich  die  Wirkung,  wie  einem  Lichtstrahle 
nach  «,  b,  c  hin  folgend,  mit  der  Geschwindigkeit  v  fortgepflanzt» 

Dasselbe  Verfahren  der  Fortsetzung  der  Funktionen  F0  und 
Fl  über  die  Grenzen  von  h  hinaus  läßt  sich  auf  eine  Reihe  von 
durch  Ebenen  begrenzten  Räumen  übertragen.  Auch  sieht  man  leicht, 
daß  es  nicht  nur  auf  die  Wirkung  von  Anfangszuständen  beschränkt 
ist,  sondern  sich  ebenso  auf  eine  von  irgend  welchen  Quellen  aus- 
gehende dauernde  Erregung  übertragen  läßt;  z.B.  auf  die  Schwingun- 
gen einer  fernen  Ebene,  welche  ebene  Wellen  gegen  die  Grenzfläche 


Digitized  by  Google 


£  20.    Elastische  Flüssigkeiten  bei  beliebiger  Begrenzung.  371 

hinsendet.  Damit  ist  denn  das  Resultat  beiläufig  erhalten,  auf  wel- 
ches schon  S.  358  Bezug  genommen  wurde.  — 

Ist  die  die  Flüssigkeit  begrenzende  Wand  nicht  fest,  soudern 
wird  sie  in  von  Stelle  zu  Stelle  wechselnder  W  eise  bewegt,  ver- 
schwindet dafür  aber  anfänglich  sowohl  F\  als  dF  dt  innerhalb  k 
überall,  so  bleibt  von  (144  )  nur 

t   

4t/;,.,(/1)  =  -vfdtf  G  l^do.  147) 

o 

Bei  einer  unendlichen  Ebene  als  einziger  Begrenzung  der  Flüssigkeit 
ist  für  G  der  Wert  (146)  zu  benutzen,  aus  dem  leicht  folgt 

T  _   

Hierin  kann  man  die  Integrationsfolge  umkehren  und  erhält  nach 
(143")  _ 

diese  Formel  bestimmt  vollständig  die  in  dem  positiven  Halbraum 
durch  beliebige  Bewegungen  in  der  Grenzebene  hervorgerufenen  Vor- 
gänge. — 

Eine  zweite  spezielle  Verfügung  über  G  bietet  die  Festsetzung, 
daß  an  der  Oberfläche  G  verschwindet.  Dann  nimmt  (144)  die  Ge- 
stalt an 

T 

4*i>/'.»eft)  =  f(G0F\  -  G\  F0)dk  +  v*fdt  jF  bb°n  do  147") 

o 

und  gestattet,  F1  aus  gegebenen       FJ  und  /'  zu  bestimmen. 

Nun  ist  zwar  an  der  Oberfläche  einer  elastischen  Flüssigkeit 
in  Praxis  /'  nicht  direkt  vorgeschrieben,  aber  man  kann  es  aus  dort 
gegebenem  &  oder  gegebenem  p=  -  et'/  bestimmen,  weil  nach  (126"  ) 

t  t 

F=FQ+Flt+i*Jj{r{dtf  147") 

ist.  Indessen  ist  es  hier  im  allgemeinen  bequemer,  die  Untersuchung 
von  vorn  herein  auf  die  Auffindung  von  //  zuzuspitzen,  welches  ja 
derselben  Hauptgleichung  folgt,  wie  F,  und  erst  aus  dem  für  #  ge- 
fundenen Endresultat  das  zugehörige  /'  nach  der  letzten  Formel  zu 
berechnen. 

24« 
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Wir  bilden  demgemäß 

T 

148)    4xv&abc{*i)  =  f  {Gt&t  -  G\  &0)dh  +  v*fdt f  &  do, 

o 

worin  \f0  den  Anfangswert  von  ft,  und  ir1  denjenigen  von  dfrjdt 
bezeichnet  Die  Verwertung  des  ersten  Integrales  bei  unbegrenzten» 
h  ist  dieselbe,  wie  oben  für  /'  gezeigt  ist. 

Für  den  Fall,  daß  der  Raum  A  nur  durch  eine  Ebene  begrenzt 
ist,  in  welcher  »V-  verschwindet,  wie  das  etwa  bei  einem  großen  Teich, 
der  an  den  Luftraum  grenzt,  nahe  erfüllt  ist,  wird 

148)  U=9-g 
und 

148' )  irab({tx)  =  -l  J (fo,  -  ff0)  ,'r,  -  [gx  -  ,/,)  ,'/„)  die. 

Setzt  man  nun  i'/t,  und  ftx  in  den  negativen  Halbraum  derartig  fort, 
daß  die  Werte  au  jeder  Stelle  die  entgegengesetzten  von  denjenigen 
sind,  welche  für  die  spiegelbildlich  entsprechende  Stelle  vorgeschrieben 
waren,  so  erhält  man 

HS")  .wo  =  Axn  J i*o»i  ~ .'/, 'W**> 

das  Integral  über  den  uneudlichen  Raum  ausgedehnt 

Es  tritt  also  auch  hier  eine  Reflexion  ein,  aber  die  Dilatationen 

kehren  bei  der  Reflexion  ihr  Vorzeichen  um. 

Ist    i/„  =  #j  =  0    und    i>   gegeben,   so   folgt    aus   (148),  da 

dtf  jdn  =  —  öffjön 

T 


149) 


T 


Kehrt  man  die  Iiitegrationsfolge  um,  so  erhält  man  bei  teil- 
weiser Integration  des  ersten  Gliedes 


149') 


T 


»Z(r  +  vh6r  (bj 


bn 

<> 


T 
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Hier  ist  wieder  das  erste  Glied  gleich  Null,  das  zweite  giebt 


t—t,  —  r  v 


Diese  Formel  bestimmt  fr  innerhalb  des  positiven  Halbraumes 
durch  seinen  mit  der  Zeit  und  dem  Ort  beliebig,  aber  stetig  wech- 
selnden Wert  längs  der  ebenen  Begrenzung;  durch  Kombination  mit 
(148"')  kann  man  eine  gleichzeitige  Wirkung  gegebener  anfänglicher 
Dilatation  und  Dilatationsgeschwindigkeit  mit  berücksichtigen.  — 

Wir  gehen  nun  zu  der  allgemeinen  Formel  (144)  zurück  und 
setzen  in  ihr  G  =  ff,  während  wir  gleichzeitig  die  Zeit  tx  so  groß 
wählen,  daß  sl  =  vtx  größer,  als  der  größte  von  a,  b,  c  aus  nach 
der  Oberfläche  von  k  gezogene  Radiusvektor  r'  ist.  Dann  verschwindet 
nach  dem  S.  367  Gesagten  das  Raumintegral,  was  besagt,  daß  die 
gesamte  Einwirkung  des  innerhalb  h  zur  Zeit  /  =  0  vorhanden  ge- 
wesenen Zustandes  über  die  Stelle  a,  b,  c  hinweggegangen  ist,  das 
Oberflächenintegral  gestattet  die  in  (147')  resp.  (149")  ausgeführte 
Umformung,  und  man  erhält 

Wir  wollen  uns  hierin  F  und  dF/dn  als  Funktionen  der  Zeit 
für  jedes  Oberflächenelement  vorgeschrieben  denken,  setzen  also 

wendet  mau  dann  die  Spezialisierung  von  t  auf  die  einzelnen  Glie- 
der der  Klammer  in  (150)  an  und  bedenkt,  daß 

ist,  wo  der  partielle  Difterentialquotient  nach  r  sich  nur  auf  das, 
durch  den  speziellen  Wert  von  t  in  f  eingeführte  r  bezieht,  so 
erhält  man71) 


'afcc('l)  47ij   [^/"'('l-    v)  ~  ßn    ^  1  , 


du.  150') 


Diese  Formel  läßt  sich  sogleich  auf  den  Fall  übertragen,  daß 
der  Raum  h  unendlich  und  einerseits  von  beliebigen  im  Endlichen 
liegenden  geschlossenen  Flächen  oh,  andererseits  von  der  unendlichen 
Kugel  begrenzt  ist;  man  braucht  dazu  nur  anzunehmen,  daß  eiuer- 
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seits  F0  und  i\  innerhalb  k  überall  gleich  Null  sind,  und  anderer- 
seits die  Zeit  /,,  zu  welcher  der  Zustand  in  k  untersucht  wird, 
endlich  ist,  so  daß  von  den  durch  die  Flächen  ofi  eintretenden 
Bewegungen  kein  Auteil  ins  Unendliche  gelangt  ist. 

Infolge  der  ersteren  Auuahme  verschwindet  in  (144)  das  Raum- 
integral,  infolge  der  letzteren  das  Oberfiächeuintegral  über  die  un- 
endliche Kugel. 

Die  somit  in  ihrer  Bedeutung  verallgemeinerte  Gleichung  (150  ) 
lehrt  den  Zustand  an  einer  beliebigen  Stelle  a,  b,  c  eines  beliebig 
abgegrenzten  Teiles  einer  unendlichen  Flüssigkeit  kennen,  wenn  die 
durch  seine  Begrenzung  eintretenden  Bewegungen,  d.  h.  die  in  ihr 
stattfindenden  Werte  von  /'  und  öF/ön,  gegeben  sind.  Sie  dis- 
pensiert von  der  Bestimmung  der  für  jede  Gestalt  von  k  besonders 
zu  findenden  Funktion  6\  dafür  verlangt  sie  aber  die  Kenntnis  der 
OberHächenwerte  von  /'  und  dFjdn,  die  nicht  uuabhängig  von- 
einander willkürlich  vorgeschrieben  werden  können. 

Man  kann  diese  Größen  insbesondere  aber  dann  angeben,  wenn 
die  Bewegung  nur  von  einer  Quelle  außerhalb  k  herrührt,  deren  Wir- 
kung sich  bis  zu  der  Oberfläche  von  h  theoretisch  verfolgen  läßt;  in 
diesem  Falle  kann  mau  die  Bewegung  innerhalb  A,  statt  durch  die 
Quellen  direkt,  durch  Bewegung  der  Oberfläche  o  erregt  betrachten. 

Diese  Auffassung  erhält  eine  ganz  besondere  Wichtigkeit  in 
der  Optik,  wo  man  ihren  Grundgedanken  als  das  HuYGHENs'sche 
Prinzip  bezeichnet;  aber  sie  ist  auch  iu  der  Akustik  überall  da 
nützlich  zu  verwenden,  wo  es  sich  um  die  Fortpflanzung  von  Wellen 
innerhalb  einer  Flüssigkeit  handelt,  die  von  einer  oder  mehreren 
Quellen  ausgehen  uud  in  ihrer  Ausbreitung  durch  irgend  welche 
gegebene,  als  Schirme  wirkende  Körper  behindert  werdeji.  Um  die 
Verhältnisse  möglichst  zu  vereinfachen,  kann  man  von  den  letzteren 
annehmen,  daß  sie  nichts  von  der  auffallenden  Bewegung  durch- 
lassen oder  zurückwerfen,  was  voraussetzt,  daß  sie  die  Natur  von 
Flüssigkeiten  haben,  die  gleiche  Werte  r.  wie  die  betrachteten, 
und  außerdem  ein  sehr  starkes  Absorptionsvermögen  besitzen. 

Schließt  man  dann  die  Schallquelle  iu  eine  —  etwa  kugel- 
förmige —  Hülle  von  der  beschriebenen  Beschaffenheit  ein,  deren 
Innenraum  mit  dem  äußeren  nur  durch  irgend  welche  kleine  Off- 
nungen kommuniziert,  so  gestattet  die  Formel  (150)  bei  Einsetzung 
der  durch  die  Quelle  iu  den  Öffnungen  erregten  Bewegungen,  die 
im  Außenraum  erregten  zu  berechnen. 

Die  Diskussion  der  allgemeinen  Formel  oder  ihre  Anwendung 
auf  die  einfachsten  Fälle  zeigt,    daß   hierbei  der  undurchlässige 
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Schirm  keinen  Schallschatten  wirft,  sondern  die  in  der  Öffnung 
erregte  Bewegung  sich  nach  allen  Richtungen  hin  fortpflanzt. 

Das  analoge  Resultat  kann  man  übrigens  ohne  Benutzung  der 
Gleichung  (150')  in  dem  speziellen  Falle,  daß  im  unendlichen  Räume 
eine  punktförmige  Schallquelle  und  eine  starre  oder  in  gegebener 
Weise  oberflächlich  bewegte  Kugel  vorhanden  ist,  aus  der  all- 
gemeinen Formel  (144)  erhalten,  da  sich  für  diesen  Fall  die 
Funktion  G  bestimmen  läßt.  — 

Die  Entwickelungen  dieses  Paragraphen  gestatten  keine  Über- 
tragung aus  dem  Raum  in  die  Ebene,  da  eine  dem  oben  benutzten  <j 
entsprechende  Hilfsfunktion,  welche  nur  von  zwei  Koordinaten  ab- 
hängt, nach  S.  305  nicht  existiert. 

Demgemäß  sind  räumliche  Probleme,  in  denen  eine  Koordinate, 
etwa  z,  nicht  vorkommt,  trotzdem  noch  als  räumliche  zu  behaudelu, 
und  auch  in  dem  Fall  einer  dünnen  ebenen  Flüssigkeitsschicht 
zwischen  festen,  der  AT- Ebene  parallelen  Wänden  erhält  man  die 
Lösung  am  einfachsten,  indem  man  die  Schicht  zu  einer  unend- 
lichen Flüssigkeit  mit  von  z  unabhängigen  Grenz-  und  Anfangs- 
bedingungen ergänzt. 

Man  kann  so  z.  B.,  wenn  die  Schicht  seitlich  unbegrenzt  ist, 
die  Wirkung  eines  Anfangszustaudes  nach  dem  PoissoN'scheu  Satz 
beurteilen  und  erkennt  auf  diese  Weise  leicht,  daß  Anfangsver- 
rückungeu,  die  ursprünglich  auf  einem  Kreiscylinder  konstant  waren, 
zwar  stets  auf  koaxialen  Kreiscylindern  konstaut  bleiben,  aber  sich 
allmählich  über  den  ganzen  Raum  ausbreiten  und  au  jeder  Stelle 
erst  nach  unendlich  langer  Zeit  verschwinden;  hierdurch  erklärt 
sich  beiläufig  auch,  daß  etwas  den  ebenen  und  den  kugeligen  fort- 
schreitenden Wellen  Entsprechendes  nicht  zu  stände  kommt. 

Dagegen  kann  man  die  speziellen  Sätze,  welche  gelten,  wenn  der 
Vorgang  nur  von  einer  Koordinate  und  der  Zeit  abhängt,  und  welche 
8.  353  u.  f.  direkt  erhalten  sind,  durch  eine  einfache  Rechnung  aus 
den  allgemeinen  Resultaten  dieses  Abschnittes  zurückgewinnen.  — 

Wir  wollen  schließlich  noch  eine  Anwendung  von  der  allge- 
meinen Formel  (142  )  machen,  welche  Licht  auf  die  Gesetze  der 
Erregung  von  Schwingungen  innerhalb  einer  beliebig  begrenzten 
elastischen  Flüssigkeit  durch  Einwirkungen  auf  Teile  ihrer  Ober- 
fläche wirft,  —  Vorgänge,  die  man,  wie  schon  S.  357  erwähnt  ist, 
im  allgemeineren  Sinne  als  Resonanzerscheinungen  bezeichnen  kann. 
Dazu  wollen  wir  annehmen,  es  sei  G  eine  Lösung  der  Gleichung 
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welche  den  stehenden  Schwingungen  eines  einfachen  Tones  inner- 
halb k  entspricht,  wie  dieselben  eintreten,  wenn  ein  Teil  der 
Begrenzung  o  von  k  durch  eine  feste  Wand,  ein  anderer  os  durch 
eine  freie  Oberfläche  gebildet  ist 
Wir  setzen  demgemäß 

151)  G  =  Rsina{t  +  tQ), 

wo  nun  R  eine  Funktion  der  Koordinaten  allein  bezeichnet,  die  im 
ganzen  Innern  von  k  der  Gleichung 

151')  k!ä  +  ii2AÄ  =  0 

und  längs  oJ  der  Bedingung  dR  /  dn  =  0,  längs  o2  der  Bedingung 
R  —  0  genügt. 

Für  denselben  Kaum  k  sind  bei  denselben  Grenzbedingungen 
unendlich  viele  diskrete  Werte  von  cef  und  somit  auch  von  R,  mög- 
lich, die  den  Eigentönen  der  Flüssigkeit  unter  den  gegebenen 
Bedingungen  entsprechen. 

Wir  wählen  eine  dieser  möglichen  Lösungen  und  setzen  zu- 
gleich die  obere  Grenze  T  des  Zeitintegrales  gleich  einem  ganzen 
Vielfachen  von  deren  Periode  r  =  2tt  u\  nehmen  wir  dann  noch  F 
und  öF!öt  zur  Zeit  *  =  0  selbst  gleich  Null,  so  erhalten  wir 
aus  (142;) 


151) 


J [aFT  cos  at0  —  ^  j^sin  at^Rdk 

T  T 


worin  das  erste  Integral  rechts  über  <>,,  das  zweite  über  o2  zu  er- 
strecken ist. 

Von  dieser  allgemeinen  Gleichung  wollen  wir  nun  Anwendungen 
machen. 

Sei  zunächst  o2  =  0,  also  für  die  stehende  Schwingung  G  der 
Raum  k  rings  von  festen  Wänden  umgeben,  dann  verschwindet  in 
der  Formel  (151")  das  letzte  Integral.  Eine  vorgeschriebene  Be- 
wegung dFjdn  der  zuvor  festen  Wand  erregt  daun  eine  innere 
Bewegung  der  Flüssigkeit,  die  zur  Zeit  t  =  T  durch  gewisse  Werte 
von  (F)T  und  (dFjdt)T  an  jeder  Stelle  charakterisiert  ist;  über  deren 
Zusammenhang  mit  den  von  t  =  0  bis  t  =  T  auf  die  Oberfläche  aus- 
geübten Einwirkungen  erkennt  man  leicht  folgendes. 

Ist  dFjdn  eine  endliche  periodische  Funktion  der  Zeit,  so  wird 
der  Wert  des  Zeitintegrales  rechts  bei  beliebig  grobem  7'immerend- 
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lieh  sein,  es  sei  denn,  daß  die  Periode  von  dFjdn  der  von  G  gleich 
ist;  in  diesem  Falle  wird  der  Ausdruck  rechts  mit  wachsender  Zeit 
über  alle  Grenzen  zunehmen  können.  Gleiches  gilt  sonach  von  dem 
Integral  links,  und  zwar  wird,  da  t0  völlig  willkürlich  ist,  im  ersten 
Falle  sowohl  das  Integral  über  FT,  wie  über  (dFjdt)T  endlich,  im 
zweiten  unendlich  sein. 

Werden  also  Teile  der  Wände,  welche  ein  Flüssigkeitsquantum 
umschließen,  so  bewegt,  daß  die  normale  Komponente  der  Verschiebung 
durch  eine  Summe  von  unendlich  kleinen  Gliedern  von  allen  mög- 
lichen Perioden  dargestellt  wird,  dann  können  in  endlicher  Stärke 
nur  die  Eigentöne,  welche  die  Flüssigkeit  bei  ringsum  festen  Wänden 
besitzt,  ansprechen. 

Damit  sie  wirklich  ansprechen,  ist  noch  erforderlich,  daß  die 
Teile  des  Oberfiächenintegrales  weder  einzeln  durch  den  Faktor  R 
verschwinden,  noch  sich  gegenseitig  zerstören. 

Am  einfachsten  werden  die  Verhältnisse,  wenn  nur  innerhalb 
eines  sehr  kleinen  Flächenstückes  q  der  Oberfläche  die  Verrückung, 
und  somit  dFjdn,  von  Null  verschieden  ist;  hier  kann  mau  dann  R 
als  konstant  ansehen  und  erhält  Tür  das  Integral  rechts  den  Wert 

T 

o 

Derselbe  ergiebt,  daß  eine  Erregung  am  wirksamsten  ist  an  Orten, 
wo  der  absolute  Wert  von  R  ein  Maximum,  am  unwirksamsten,  wo 
er  ein  Minimum  besitzt;  ersteres  entspricht  den  Schwingungsknoten, 
letzteres  den  Schwingungsbäuchen.  Durch  Bewegung  eines  Flächen- 
elementes q  werden  also  Schwingungen,  welche  in  q  einen  Schwin- 
gungsbauch besitzen,  auch  dann  nicht  erregt  werden,  wenn  sie  die- 
selbe Periode,  wie  dFjdn,  besitzeu. 

Man  kann  die  Voraussetzungen  dieser  Entwickelungen  angenähert 
realisieren,  indem  man  ein  kleines  Stück  der  Wand  von  der  Um- 
gebung trennt  und  an  einer  schwingenden  Stimmgabel  befestigt  — 

Ein  zweiter  spezieller  Fall  ist  der,  daß  ol  =  0  ist,  daß  also  für 
die  stehende  Schwingung  die  —  natürlich  tropfbare  —  Flüssigkeit 
ringsum  durch  eine  freie  Oberfläche  begrenzt  ist;  dann  verschwindet 
in  (151")  das  erste  Integral  rechts.  Im  zweiten  können  wir  nach 
(147"'),  da/'  und  dFjdt  nach  Annahme  für*  =  0  überall  verschwinden, 

<  t 

F=v\ff&(dt)* 

0  0 
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setzen  und  darin  nach  (124"")  t'r  mit  —  p je  vertauschen,  worden 
Wert  des  äußeren  Druckes  bezeichnet;  hierdurch  nimmt  das  zweite 
Integral  die  Gestalt  an 

T  t  l 

u  u  o 

Periodische  Druckänderungen  an  der  OberHäche  können  also  die 
Eigentöne  wecken,  die  der  Flüssigkeit  mit  ringsum  freier  OberHäche 
zugehören. 

Dieser  Fall  hat  kein  praktisches  Interesse. 

Dagegen  eignet  ein  solches  in  hohem  Maße  dem  Falle,  daß  die 
Flüssigkeit,  —  etwa  ein  Gas  —  von  einer  festen  Wand  umschlossen 
ist,  die  eine  oder  mehrere  kleine  Öffnungen  besitzt,  durch  welche 
die  Flüssigkeit  mit  einer  gleichen,  den  Außenraum  erfüllenden,  kom- 
muniziert. Bei  stehenden  Schwingungen  darf  man  diese  Öffnungen 
als  freie  Oberflächen  betrachten,  da  an  ihnen  merkliche  räumliche 
Dilatationen  nicht  zu  Stande  kommen  können.  Es  wird  hier  also 
in  (151")  das  erste  Integral  rechts  über  die  ganze  feste  Wand,  das 
zweite  allein  über  die  Offnungen  zu  erstrecken  sein. 

Denkt  man  sich  nun  das  System  der  Wirkung  von  Wellen 

■  ■ 

ausgesetzt,  die  außen  über  die  eine  Oflnung  hinziehen,  so  wird  das 
erste  Integral  verschwinden,  weil  auf  ox  jetzt  dFiön  =  0  ist;  in  dem 
zweiten  kann  mau  p  als  durch  die  über  die  Oflnung  ziehenden 
Wellen  immer  dann  vorgeschrieben  betrachten,  wenn  deren  Wellen- 
länge groß  gegen  die  Dimensionen  der  Öffnung  ist;  denn  dann  liegen 
dieselben  Umstände  vor,  wie  zuvor  bei  den  stehenden  Wellen,  und  & 

•  - 

kann  in  der  Öffnung  von  dem  im  Außenraum  vorhandenen  nicht 
merklich  verschieden  sein. 

Demgemäß  erhält  man  jetzt 

j  f[afTco$at0  —  (?^TSmat0}lid}< 
151")  TU 

0  0  0 

eine  Formel,  welche  zur  Ableitung  der  Gesetze  der  Resonanz  im 
engeren  Wortsinne  benutzt  werden  kann  und  analoge  Resultate  aus- 
spricht, wie  auf  S.  377  formuliert  sind. 

Eine  genaue  Analyse  würde  die  in  Folge  der  inneren  Bewe- 
gungen im  Außenraum  erregten  Schwingungen  mit  in  Betracht  ziehen 
müssen  und  dann  passend  nicht  die  Entstehung  der  Bewegung,  son- 
dern den  schließlich  eintretenden  stationären  Zustand  betreffen. 
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Als  nahe  verwandt  mit  der  Erregung  stehender  Wellen  in  einem 
Luftraum  durch  Resonanz  betrachtet  man  diejeuige,  welche  durch 
Anblasen  einer  Öffnung  in  der  begrenzenden  festen  Wand  erfolgt; 
man  denkt  sich,  daß  hierbei  in  der  Öffnung  der  Druck  in  einer 
Weise  variiert,  die  der  Superposition  unendlich  vieler,  unendlich 
schwacher  Töne  entspricht,  und  kaun  demgemäß  sofort  die  vorstehen- 
den Betrachtungen  zur  Anwendung  bringen.  Die  Beobachtung  be- 
stätigt diese  Auffassung,  indem  sie  zeigt,  daß  die  durch  Anblasen 
erregten  Töne  stehenden  Schwingungen  entsprechen,  bei  denen  die 
Öffnung  die  Rolle  einer  freien  Oberfläche  spielt. 


§  21.  Isotrope  elastische  feste  Körper.  Oleichgewicht  und  Bewegung 

in  einem  unendlichen  Medium. 

Den  Flüssigkeiten  stehen  bezüglich  ihrer  elastischen  Eigen- 
schaften am  nächsten  die  isotropen  festen  Körper,  auf  welche  sich 
einige  der  im  vorstehenden  erhaltenen  Resultate  ohne  weiteres  über- 
tragen lassen.  Wir  schließen  daher  ihre  Betrachtung  derjenigen  der 
Flüssigkeiten  unmittelbar  an. 

Die  Gleichungen  für  einen  homogenen  isotropen  Körper  sind 
folgende.    Für  innere  Punkte  muß  gelten 

e(a/i-*)--2-,-A«  + 


2  dx 


(d*r       ,Ä       c  -  c.  c  -f  c,  d  & 

(d'tr       „\       v  -  c.  c  +  c,  ö  Ö 


152) 


für  die  Oberflächenpunkte  müssen  entweder  die  Verrückungen 
w,  i?,  w  oder  die  Drucke 

Ä"=  -  X  =(c2xz+clIV-)  cos(v,r)+  ^^['yCos^.yJ  +  ^cos^r)] 

T  Y\  =(c-2//y+f1//jcos(isy)+  > rcs[yacos(v,  z)  +  yxcos{p,.v)}  152') 

Z  =  -Z^={Clzt  +  cxö)  cos  (v,  z)  +  \  c2  [zx  cos  {p,  x)  +  zy  cos(r,y)] , J 

worin  p  die  äußere  Normale  bezeichnet,  und  c  —  cx  kurz  =  r2  gesetzt 
ist,  gegebene  Werte  haben;  es  kann  auch  bloß  die  Normalkomponente 
der  Verrückung  und  die  Tangentialkomponente  des  äußeren  Druckes 
vorgeschrieben  sein,  was  wir  der  Einfachheit  halber  ausschließen 
wollen.  Hierzu  kommen  die  allgemeinen  Bedingungen  für  den  An- 
fangszustand, wie  dieselben  in  §  18  auseinandergesetzt  sind. 

Alle  Gleichungen  sind  in  «,  v,  w  und  den  äußeren  Kräften 
lineär,  darum  kann  man  die  allgemeinen  Lösungen  durch  Superposition 
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von  partikulären  bilden,  die  je  nur  einem  Teil  der  wirkenden  Kräfte 
entsprechen,  wenn  nur  je  die  Summen  der  so  eingeführten  den  auf- 
gestellten Bedingungen  genügen. 

Sind  innerhalb  des  homogenen  Körpers  k  die  Komponenten 
.Y,  1\  Z  der  körperlichen  Kräfte  stetige  Funktionen  der  Koordinaten, 
so  kann  man  nach  S.  189  schreiben: 


153) 


worin 


b  M\ 
~  Bx}> 

bX\ 
~  'dx)  1 

tö  V       0  M        b  A  \ 

~  ~  U*       ox  ~~  Ty)  ' 


r=  - 


60  d  X 

b  x  6  y 

b<t>  d  A 

by  +  aV 

ö  <P  b  M 


dA      b  M_      b  X  =  Q 
dx       dy  bx 

ist,  und  die  0,  A,  M,  N  vollständig  bestimmt  sind,  wenn  an  der 
Oberfläche  gilt 

a  (f)  _ 

153)  d  -  +  Xcos(p,x)  +  Vcos{vfy)  +  Zcos{v,z)  =  0. 

Dasselbe  Verfahren  kann  man  auch  auf  gegebene  Verrückungskom- 
ponenten  u,  v,  w  anwenden  und  bilden 


154) 


worin 


_6F     dll'  dV 

H  ~  b  x  '  +  b  y  dx* 


dF  ,  dU 
v  —  .  + 
v  U 


w 


bx 

bF  bV 
bx  bx 


bJV 
bx  ' 

bU 

öy' 


b  V     bV     b  W  __  c 
+  by  +  bx  ~ 


bx 


ist.  und  an  der  Ober  Hache  gilt 


154') 


bF 


-t—  =  U  COS  (f»,  x)  -f-  17  cos  -f  w  cos  (i\  z). 

Die  in  (154)  gegebene  Zerlegung  läßt  die  Verrückungen  aus 
einer  Potentialdeformation  mit  dem  Potential  F  und  einer 
Drillungsdeformation  mit  den  Drillungsfunktionen  U,  V,  //'  zu- 
sammengesetzt erscheinen;  beide  Teile  stehen  in  nahem  Zusammen- 
hang einerseits  mit  der  räumlichen  Dilatation  ft,  andererseits  mit 
den  Drillungskomponenten  /,  w,  n;  denn  es  ist 

154")     AF=fr.  A^=-2/,   Ar=-2m,  A/'  =  -2n. 
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Die  Potentialdeformationen  geben  also  keine  Drillungen  /,  m,  w,  die 
Drillungsdeformationen  keine  Dilatation  &. 

Beide  Zerlegungen  (153)  resp.  (154)  behalten  ihre  Bedeutung 
nach  S.  191  auch  bei  einem  unendlichen  Medium,  wenn  nur 
X,  l\  Z  resp.  m,  v,  w  im  Unendlichen  verschwinden,  und  wenn 

dX      dY      dZ  du       öp  dir 

dx  +  dy  +  c?;    re9P*  dx  +  dy  +  dx 

über  den  ganzen  Raum  integriert,  und 

A'cos(«,.r)  +  J'cos  (»,?/)  +  Z cos  (nfz) 

resp. 

u  cos  (n,  x)  +  v  cos  («.  y)  -j-  w  cos  («,  c), 

über  etwaige  im  Endlichen  liegende  Grenzflächen  des  Mediums 
integriert,  endlich  sind. 

Die  Werte  von  <J>,  A,  M,  JV  resp.  7%  T,  //  sind  in  diesem  Falle 
auf  S.  189  und  191  allgemein  angegeben.  Bei  dem  vorliegenden 
Problem  sind  zwar  in  der  Regel  Ar,  K  Z  gegeben  und  m,  v,  w  ge- 
sucht; die  Zerlegung  ist  aber  natürlich  auch  dann  noch  auf  letztere 
Größen  anwendbar. 

Durch  die  Zerlegung  (154)  werden  auch  die  Druckkomponenten 
Xx,  ...  Xy  in  potentielle  und  rotatorische  Teile  zerfallt;  mau  erhält 
nämlich,  wenn  man  sich  vorübergehend  der  Abkürzungen 

dW_dV  =  A     dU   _  dw  =  ß    BV  _ 

dy       dx         '    dx       dx     '     1  dx 

bedient,  die  Formeln 

-r  =  ,A,+  ,(^  +  -), 

=    [ö/ox+i^di  +  **))' 

r  /  c»F       .  (dB  tU\\ 

Die  potentiellen  Glieder  nehmen  in  dem  Falle,  dali  das  Defor- 
mationspotential F  die  Gleichung  A  /'=  0  erfüllt,  eine  hervorragend 


155) 
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einfache  Form  an  und  ergehen  für  die  Drucke  gegen  ein  Flächen- 
element mit  der  Normalen  v  sogleich 


155')     -  x; 


VF 
^dxd 


—  1"  =  c 


d*F 
dydr' 


d'F 


Hieraus  folgt  für  die  Gesamtkomponenten  der  Wirkung,  welche 
ein  beliebiges  Bereich  A,  innerhalb  dessen  die  Ableitungen  von  F 
sich  regulär  verhalten,  von  außen  erfährt, 


155") 


(AI  =  fx;do  =  e2f  A^dk  =  0, 


und  analog  auch  (F)  =  {&)  =  0. 

Die  rotatorischen  Glieder  werden  besonders  einfach,  wenn 
nur  eine  der  drei  Funktionen  Uy  V,  II)  z.  B.  U,  von  Null  ver- 
schieden ist.    Hier  gilt  dann 

  Y"  _  (I    )  "  —  4-  r  —  Z"  —  _  r     °  U 

ax-v,        Iy-^ctoydx'>       *z  ~  C*dydx> 
Y.._        (d*ü      d'U)  .  d*U 

y  2    £  0  X  ü  *. 

und  gegen  ein  Flächenelemeut  mit  der  Normale  v  wirkt 


156') 


+  i<2  {dxdx  cos(r,y)  -  .  7,y  cos(*,r)J  , 


+  ^  ^TTaT  COS  (t>,  *)j  . 


cydx 


Summiert  man  diese  Werte  über  eine  geschlossene  Fläche  o, 
innerhalb  deren  die  Ableitungen  von  V  sich  regulär  verhalten,  so 
erhält  man 

156")  (-V)  _  ü,  (]'••)  =  +  ->-  c3  fA      rf*.  (/")  =  -  i  c,/A  g  rf*; 

alle  Gesamtkoinponenten  verschwinden  sonach,  wenn        =0  ist  — 
Setzt  man  die  Werte  (153)  und  (154)  in  die  Hauptgleichungen 
(152)  ein,  so  nehmen  sie  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  die 
Form  an 
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i  ft  ff) 

\  Ex 

+ 

by  ~ 

ib<l> 

+ 

bA 

<> 

Ol 

jb  <t> 

+ 

bM 

V 

\  dl 

bx 

bA 


i  b  V 


bi' 


bF 


157) 


Diese  Gleichungen  kann  man  befriedigen  durch 

(>(/>  =  cAF=  c&, 

d.  h.  durch 


157') 


U  =  - 


_9 


F 

fr--  y 


AncJ  r 

=  _    9  f^dkt 
27IC-J  r 


9  r-v*i 

2ac,J  r 


157") 


Ist  der  Körper  unbegrenzt,  und  verschwinden  die  körperlichen 
Kräfte,  wie  auch  die  Verrückungen,  im  Unendlichen,  und  verhalten 
sie  sich  im  Endlichen,  wie  oben  erörtert,  so  stellen  diese  Formeln  die 
vollständige  Lösung  des  Problems  dar  und  zeigen,  daß  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  konservative  Kräfte  nur  Potentialdefor- 
mationen, rotatorische  nur  Drillungsdeformationen  bewirken. 

Sind  </>,  A,  M,  N  nur  innerhall)  eines  sehr  kleinen  Bereiches  kx 
von  Null  verschieden,  so  kann  man  für  Punkte  in  angemessener 
Entfernung  bilden 

/'=  C  ,    V=  Cx  ,     J'=         H  =  C», 


wonn 


gesetzt  ist. 

Ist  kx  unendlich  klein,  und  sind  die  C\  trotzdem  endlich,  so 
werden  F,  F,  W  in  hx  unendlich,  dies  Element  muß  dann  also 
durch  eine  geschlossene  Oberfläche  ox  ausgesondert  werden,  und  die 
resultierende  Deformation  ist  als  durch  Drucke  bewirkt  zu  betrachten, 
welche  von  innen  her  gegen  ox  ausgeübt  werden  und  sich  nach  den 
Formeln  auf  S.  382  berechnen  lassen. 

Wir  wollen  ä1  an  der  Stelle  «,  b,  c  liegend  und  durch  eine 
Kugel  mit  dem  Centrum  in  a,  b,  c  ausgeschlossen  denken. 
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Bezeichnet  man  die  Richtung  von  r  positiv  im  Sinne  vom 
Punkte  a,  b,  c  hinweg  und  führt  durch 

r  —  a  =  ra.    y  —  b  —  rß,    z  —  c  =  ry 

ihre  Richtungscosinus  «,  ß,  y  ein,  so  erhält  man  leicht  Folgendes. 
Der  Potentialdeformation,  die  durch 

/'=  - 
r 

gegeben  ist,  entspricht 

158)  X=jCr=-2'!^,   f«  Z-Z--*''*C, 

r9  r3  r3 

der  Drilluugsdeformation,  gegeben  durch 

r 

entspricht 

158')    X  =  X  =0,   ?=  I;  =  -  8*rc« >   ^  =  ^  =  +  -fß- ; 

analoges  gieht  /'oder  //  gleich  C2/r,  resp.  C'3/r.  Das  erstere  System 
entspricht  einem  nach  innen  gerichteten  Zug  von  der  auf  der  Kugel- 
tiäche  konstanten  Größe  2c26'/ra,  das  letztere  einem  Drehuugsmoment 
um  die  A-Axe  von  dem  Betrag 

158")  (,V)  =  $ttt\J  {p*  +  y*)dto  =  4xcsCv 

Die  Gesain tkomponenten  sind  für  beide  gleich  Null.  — 

Die  in  (157")  enthaltenen  Resultate  sind  wegen  der  Werte  von 
</>,  A,  M,  IV  durch  drei-  und  sechsfache  Integrale  gegeben,  und  daher 
zum  Teil  wenig  übersichtlich.  Man  kann  sie  auf  einem  indirekten 
Wege  aber  sehr  leicht  durchaus  in  der  Form  dreifacher  Integrale 
erhalten.75) 

Hierzu  gehen  wir  aus  von  den  partikulären  Lösungen 

159)  /•-??,   u--'J-,   r=+^,  ,r=o. 

worin  ra  =  x2  -f  y*  -f  r2  ist,  und  welche  den  Hauptgleichungen  (152) 
resp.  (157)  bei  verschwindenden  A,  1,  Z  genügen,  wenn  nur 

159')  2c(/  =  c2p  =  (c  —  t-j)  p 

ist.    Sie  liefern  die  Verrückungen 

lo9  )    u  —  p        \     ,   v  —  v   -      j*  -  ,  w  —  p  -  - — j—     1  . 
;           r      2er3                '       2  er3                1  2c  r* 

die  im  Unendlichen  verschwinden,  aber  im  Koordinatenanfang  un- 
endlich werden;  letzterer  Punkt  muß  daher  außerhalb  des  Mediums 
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liegen.  Wir  schließen  ihn  durch  eine  Kugel  um  den  Koordinaten- 
anfang aus  und  erhalten  für  die  Druckkomponenten  gegen  ein 
Flächenelement  derselben 


v  _  Bpjc*  -  c,»)x;       y       Bp  (c»  -  Oy* 
2er*        9     J'~         2er*  ' 

2er*  2er*  > 


160) 


welche  nach  den  Grenzbedingungen 


X  -  X  =  Y-  Vr  =  Z-Zr  =  0 

durch  von  innen  gegen  die  Wand  der  Höhlung  ausgeübte  Druck- 
komponenten X,  Y,  Z  hervorgebracht  sein  müssen.  Diese  letzteren 
geben  über  die  Fläche  der  Kugel  summiert  die  Resultate 

(X)  =  0,  ( 1)  =  ü,  {Z)  =  Anp  (c  -  cj.  160') 

Ist  der  Hohlraum  unendlich  klein,  so  können  in  endlicher 
Entfernung  von  ihm  die  Verrückungen  nicht  von  der  Gestalt  des 
Hohlraumes  und  der  Verteilung  der  gegen  seine  Wandung  wirken- 
den Drucke  abhängen,  sondern  nur  von  der  Große  und  der  Rich- 
tung ihrer  Resultanten.  Sie  müssen  also  z.  B.  auch  dann  durch  die 
Formeln  (159)  resp.  (159")  gegeben  sein,  wenn  der  Hohlraum  aus- 
gefüllt ist  und  auf  seinen  Inhalt  eine  äußere  körperliche  Kraft  von 
der  Größe  jener  Resultanten  ausgeübt  wird.  Es  ist  dann  nur  (Z)  mit 
(>j  Zl  dk\  zu  vertauschen,  wenn  dk^  das  Volumen,  die  Dichte  der 
den  Hohlraum  erfüllenden  Masse  bezeichnet,  und  Zx  wie  sonst  auf 
die  Masseneinheit  bezogen  wird. 

Es  wird  in  diesem  Falle  also 


_     Zl  I c  4-  ct)x  xdkA     ^  _  g,£,(c  +  r,)yt  dkA 
8n  c  {c  -  c, )  rs     '  üjic  (c  -  <•,)  rs 

8n  r[r  —  r,)  r3 


161) 


Befindet  sich  das  Volumenelement  dkx  nicht  im  Koordinaten- 
anfang, sondern  an  der  Stelle  *i,yl,zl,  so  ist  nur  .r  mit  r  —  xv 
y  mit  y  —  yv  z  mit  z  —      zu  vertauschen. 

Von  diesen  Formeln  ist  nun  sogleich  der  Ubergang  zur  Lösung 
unseres  allgemeinen  Problemes  möglich;  denn  wegen  der  linearen 
Form  der  elastischen  Gleichungen  finden  sich,  wenn  an  allen  Vo- 
lumenelementen beliebig  gerichtete  Kräfte  angreifen,  die  Verrückungen 
durch  Erweiterung  der  obigen  Ausdrücke  durch  Zufugung  der  von 
Aj  und  i\  abhängigen  Glieder  und  Integration  über  alle  Volumen- 
elemente.   So  gelangt  man  zu  den  Werten 
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+  (8c-cl)Jr,r»|*;'.r 

i6i') ) v  =  *~ncJvc+cM  -  äK-M'  -     }\ -    +  $(*  -  *■>] 

+  (3c  -  c,)  i\r'Y^ , 
*-*      / 1  (e  +  *i  K»  -  *t)     (*  -  *,)  +  ^,  (jr  -  Jf, )  +  ^  (*  -  », )] 

welche,  wie  oben  gesagt,  nur  noch  dreifache  Integrale  enthalten.76)  — 
Ist  der  Körper  endlich,  so  genügen  die  Lösungen  (157")  resp. 
(161')  nicht  den  Grenzbedingungen,  sie  stellen  aber  nach  dem  oben 
Gesagten  immer  noch  einen  Teil  der  allgemeinen  Lösung  dar.  Ein 
zweiter  u\  v\  /r'  muß  danu  den  Bedingungen  (152)  mit  verschwinden- 
den äußeren  Kräften  genügen  und  außerdem  bewirken,  daß  an  der 
Oberfläche  entweder  die  Verrückungen  u\  v',  w\  oder  die  Drucke 
X^r  )  '„,  Z„  den  gegebenen  Werten,  vermindert  um  die  aus  m,  v,  w 
sich  ergebenden  Beträge,  gleich  werden.  — 

Auch  für  die  Behandlung  des  Bewegungszustandes  in  unend- 
lichen isotropen  Medien  erweist  sich  die  oben  gegebene  Zerlegung 
der  Verrückungen  geeignet.  Nach  S.  338  gelten  hier  bei  hinlänglich 
schnell  wechselnden  Deformationen  ebenfalls  die  Formeln  (152),  nur 
stehen  die  adiabatischen  Konstanten  an  Stelle  der  isothermischen. 
Die  Gleichungen  (152)  nehmen  durch  Einführung  der  in  (154)  ge- 
gebenen Werte  die  Form  an 


162) 


ö*  (dF 
dt'  [dx 

+ 

dW 

dy 

d  V\ 

dx) 

d'  (dF 
dt'\dy 

+ 

d  V 

dx 

d  W 

d  x 

d>  (dF 

d  V 

d  U 

dt'  [d  x 

+ 

dy 

dF 

dx' 


.         (dU      dW\  ,         d  F 


dF 

dl 


von  den  körperlichen  Kräften  und  Obern* ächendrucken  kann  hierbei, 
wenn  sie  nicht  mit  der  Zeit  veränderlich  sind,  abgesehen  werden, 
da  sie  nur  eine  dauernde  Deformation  geben,  über  die  sich  die 
Schwingungen  lagern,  ohne  von  ihr  beeinflußt  zu  werden. 

Zu  diesen  Hauptgleichungen  kommen  noch  Bedingungen  für 
den  Anfangszustand  und,  wenn  eine  dauernde  Erregung  an  den 
Grenzflächen  wirkt,  solche,  welche  die  Art,  wie  diese  stattfindet, 
ausdrücken. 
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Ist  das  Medium  unbegrenzt  und  zeitlich  wechselnden  körperlichen 
Kräften  nicht  ausgesetzt,  so  können  Bewegungen  nur  in  Folge  an- 
fänglicher Verrückungen  oder  Geschwindigkeiten  eintreten. 

Wir  setzen  fest,  daß  zu  der  (beliebigen)  Zeit  t  =  0 

du  dv              dtc               ,  rt^rv 

ist,  und  daß  sowohl 

,  3*     du-0  {   du,     ör,  ö«/-, 

dx  +  dy  ^  dx  Ä1S   dx  ^        ^  ox 

im  Unendlichen  verschwinden  und  über  den  ganzen  Raum  integriert 
einen  endlichen  Wert  ergeben. 

Dann  können  wir  die  Zerlegung  (154)  auf  die  Anfangswerte 
anwenden  und  schreiben 

BF,  d\Va_BV0 
w"  ~  dx  *  dy       dx  ' 


„  d*\.BWx  dl\  [ 
"»  ~  d*  +  dy  ~   d;  '  | 

die  Z1,  ?7,  /*,  //'  werden  dabei  durch  die  gegebenen  Größen  vollständig 
bestimmt  sein,  und  man  wird  auch  umgekehrt  jede  einzelne  von 
ihnen  willkürlich  vorschreiben  können. 

Infolgedessen  müssen  die  allgemeinen  Uy  V,  ff  in  den 
Formeln  (162)  gleichfalls  voneinander  unabhängig  sein,  und  jene 
Gleichungen  in  solche  zerfallen,  die  sich  nur  auf  je  eine  dieser 
Größen  beziehen. 

Die  Gleichung  für  lautet  bis  auf  eine  irrelevante  Funktion 
der  Zeit  allein,  die  mit  F  verbunden  werden  kann, 

Q6iJ  =  cAF,  163) 

diejenigen  für   U,  F,  JF,  bis  auf  gleichfalls  irrelevante  Funktionen 
von  x,  resp.  von  y  oder  z  und  t 

§ 

Diese  Formeln  sind  mit  der  Gleichung  (126"),  welche  für  elastische 
Flüssigkeiten  gilt,  der  Form  nach  identisch,  und  gestatten,  da  bei 
einem  unbegrenzten  Medium  die  F.  U,  F,  IF  voneinander  unabhängig 
sind,  genau  dieselbe  Behandlung,  wie  jene,  insbesondere  auch  die 
Anwendung  der  PoLssoN'schen  Gleichung  (145  ").  welche  ihre  Werte 
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zu  beliebiger  Zeit  direkt  durch  die  Anfangswerte  ausdrückt.  Einen 
Unterschied  bedingt  allein  der  Wert  der  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit v  resp.  «,  der  für  F  gegeben  ist  durch 

1 63")  v*  =  - 

für  Uy  F}  W  durch 

163"')  w2  =  9-. 

Hieraus  folgt,  daß  in  einem  elastischen  festen  Körper  Anfangs- 
verrückungen  und  Anfangsgeschwindigkeiten,  welche  die  voraus- 
geschickten Bedingungen  erfüllen,  sich  in  je  zwei  Teile  von  dem 
Charakter  der  Potential-  und  der  Drillungsdeformation  sondern,  und 
daß  ihre  Wirkungen  sich  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  fort- 
pflanzen, sich  also  räumlich  sondern. 

Die  Berechnung  der  einzelnen  Teile  F0,  Flt  U0,  Ult  .  .  .  ist  meist 
umständlich,  überaus  einfach  aber  in  dem  Fall,  daß  der  Anfangs- 
zustand nur  von  einer  Koordinate,  z.  B.  von  z,  abhängig  ist  Dann 
reduziert  sich  nämlich  das  System  (162")  auf 

"i  =  -  a*  '     =  +  öi  '  ^--gr' 

und  man  kann  daher  die  Formel  (163)  auf  statt  auf  i?,  die  For- 
meln (163')  auf  u  und  v  statt  auf      /',  W  anwenden. 

Hieraus  folgt,  daß  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die 
normal  zu  der  Wellenebene  stehenden,  also  longitudinalen,  Ver- 
rückungen Potentialdefonnationen,  die  ihr  parallel  liegenden,  also 
transversalen,  Drilluugsdeformationen  bewirken. 

Die  Resultate  bezüglich  der  Einwirkung  des  Anfangszustandes 
sind  in  der  Gleichung  (132')  auf  S.  355  enthalten  bei  Berücksich- 
tigung der  hier  stattfindenden  Werte  der  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten und  der  an  Stelle  von  S  tretenden  m,  v,  w. 

Etwas  Ahnliches  findet  statt,  wenn  das  Medium  durch  die  un* 
endliche  Ebene  z  =  0  begrenzt  ist.  welche  parallel  mit  sich,  aber 
sonst  beliebig,  bewegt  wird.  Sind  dabei  die  Anfangsverrückungen 
und  Geschwindigkeiten  im  positiven  Halbraum  gleich  Null,  so  muß 
nach  Symmetrie  die  fortgepflanzte  Bewegung  auch  in  Wrellenebenen 
parallel  der  AT- Ebene  stattfinden,  wodurch  sich  wieder  u  und  v  als 
Drillungs-,  w  als  Potentialverrückuug  ergiebt 

Hier  gewinnen  die  Resultate  (132")  von  S.  355  bei  entsprechen- 
der Bestimmung  der  Geschwindigkeiten  Geltung. 
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Wird  die  Ebene  z  =  0  absolut  festgehalten,  und  ist  der  Anfangs- 
zustand von  x  und  y  unabhängig,  so  ist  das  Verfuhren  der  entgegen- 
gesetzt-spiegelbildlichen Fortsetzung  des  Anfaugazustandes  in  deu 
negativen  Halbraum  hinein  anwendbar. 

Sind  in  der  Ebene  z  =  0  die  äußeren  Drucke  und  hierdurch 
nach  (152')  Xt,  l\,  Zt,  die  mit  öu/dz,  dvjdz,  dwjdz  proportional 
sind,  als  Funktionen  der  Zeit  allein  vorgeschrieben,  so  wird  Formel 
(132"')  anweudbar. 

Ist  endlich  die  Ebene  z  =  0  frei,  also  nach  (152')  bei  den  ge- 
machten Annahmen  dujöz,  dv/dz,  dwjdz  daselbst  gleich  Null,  so 
ist  die  einfache  spiegelbildliche  Fortsetzung  der  Anfangswerte  in 
den  negativen  Halbraum  vorzunehmen. 

Daraus  ergeben  sich  dann  die  Regein  für  die  Behandlung  einer 
planparalleleu  Schicht  eines  festen  elastischen  Körpers,  deren 
Grenzen  fest  oder  frei  sind,  oder  gegebene  Verrückungen  oder  ge- 
gebene Drucke  erfahren;  auf  ihre  Wiedergabe  darf  bei  der  großen 
Einfachheit  de3  Problemes  verzichtet  werden. 

Komplizierter  gestalten  sich  die  Probleme  der  Reflexion  und  der 
Brechung  schief  auffallender  ebener  Wellen  an  der  ebenen  Grenze 
zwischen  zwei  elastischen  Medien.  Hier  wird  eine  wesentliche 
Vereinfachung  durch  die  Annahme  der  Isotropie  der  Medien  nicht 
bewirkt,  sondern  nur  eine  formale,  und  daher  mag  dies  Problem 
erst  bei  Behandlung  krystallinischer  Medien  —  und  aus  gewissen 
Gründen  erst  im  nächsten  Kapitel.  —  in  Angriff  genommen  werden. 

Die  mittlere  Energie  einer  ebenen  Welle  berechnet  sich  genau 
so,  wie  auf  S.  358  für  longitudinale  Wellen  gezeigt  ist,  auch  für 
transversale;  bei  Einführung  der  größten  Amplitude  A  der  Ver- 
rückung erhält  man  in  beiden  Fällen  übereinstimmend 


Neben  den  ebenen  beanspruchen  auch  im  festen  elastischen 
Körper  die  Kugel  wellen  ein  besonderes  Interesse,  welche  auftreten, 
wenn  b\  U,  /*  H'  die  Koordinaten  nur  in  der  Kombination  enthalten, 
welche  die  Entfernung  r  des  betrachteten  Punktes  von  einem  be- 
liebigen festen,  etwa  dem  Koordinatenanfang  ausdrückt. 

Die  Gleichungen  für  jene  Funktionen  nehmen  dann  die  Gestalt  an 
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und  gestatten  dieselbe  Behandlung,  wie  S.  363  die  entsprechende 
für  F  allein.  Die  dort  erhaltenen  Resultate  über  die  Potential- 
verrückungen,  welche  longitudinal  stattfinden,  sind  sogar  unge- 
ändert  auf  unseren  Fall  zu  übertragen,  es  braucht  also  nur  auf  die 
Drillungsverrückungen,  die  sich  durch  l\  F,  W  bestimmen  und 
deren  Komponenten  wir  mit  u\  v\  tr  bezeichnen  wollen,  etwas  näher 
eingegangen  zu  werden. 
Aus 

BW  y      BV  % 


164-) 


H       Br   r        Br  r  ' 

BÜ  x      BW  x 

V  ~  br  T  ~~  ~B~r  r  > 

<=BV  x       Bü_  y 

Br    r        Br  r 


folgt 

u  x  +  vy  -f-  wz  =  0; 

die  resultierende  Verrückung  S*  ist  also  normal  zu  r  oder  trans- 
versal, analog  wie  bei  ebenen  Weilen. 

Einen  genaueren  Einblick  in  ihre  Natur  erhält  man,  wenn  man 
alle  Teilchen  betrachtet,  welche  auf  einer  Kugelfläche  um  den  An- 
fangspunkt liegen;  für  diese  sind  mit  r  auch  L\  W  die  gleichen, 
das  System  (164')  nimmt  also,  wenn  wir  mit  Z,  M,  N  jeuen  Teilchen 
gemeinsame  Funktionen  von  t  allein  bezeichnen,  die  Form 

u  =  Ny  —  Mz,  v  =  Lz  —  Nx,  ic  —  Mx  —  Ly 

an,  deren  Vergleichung  mit  den  Formeln  (118)  auf  S.  96  zeigt, 
daß  die  Kugelflüche  in  dem  Augenblick,  wo  die  Werte  u\  v\  tr 
gelten,  eine  Gesamtdrehung  vom  Betrage 

um  eine  Axe  durch  ihr  Centrum,  deren  Richtungscosinus  resp.  L(  D. 
M\D,  NjJ)  sind,  erlitten  hat 

Die  Rotationsaxe  fällt  mit  einer  Koordinatenaxe  zusaminen, 
wenn  zwei  von  den  drei  Funktionen  U,  F,  ff  verschwinden. 

Der  einfachste  Ansatz  für  eine  fortschreitende,  transversale 
Kugelwelle  wird  hiernach  durch 


164") 
erhalten. 


,     BW  y        ,         BW  x        ,  _ 

u  =  ,      V  =  „-  -       ,     IC  =  u, 

or    r  vr  r 

r-i  sin  «(/  +  ,,_/.) 
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Die  resultierende  Verrückuug  besteht  wieder  aus  mehreren 
Gliedern,  die  nach  verschiedenen  Gesetzen  mit  wachsender  Ent- 
fernung r  abnehmen.  In  großen  Entfernungen  bleiben  nur  diejenigen 
merklich,  bei  welchen  die  Differentiationen  nach  den  Koordinaten 
sich  ausschließlich  auf  das  unter  dem  Sinus  vorkommende  Glied 
beziehen,  so  daß  man  setzen  kann,  indem  man  dll  /dt  in  W 
abkürzt, 

u  —  ,     v  =  +  ,    w  =  0,  164  ) 

und  älmlich  für  die  lebendige  Kraft  i//  der  Volumeneinheit 

Das  Potential  qr'  der  Volumeneinheit  folgt  nach  (115")  wegen 
,7-  =  0  und  w  =  0  in  der  Form 

oder  bei  gleicher  Beschränkung  auf  die  höchsten  Glieder 

Hieraus  folgt  wegen  c2/2g  =  o>2 

V'  =  <P 

und 

«  =  =  ^J-smV  sin2«  ^  +  16o  ) 

wobei  y  den  Winkel  zwischen  r  und  der  -fZ-Axe  bezeichnet. 
Daraus  ergiebt  sich  der  Mittelwert 

und  bei  Einführung  von  aai(o=A  und  «  =  2?r/r  schließlich 

«;-->^«ri»v.  165-') 

Die  Fortpflanzung  geschieht  also  nach  verschiedener  Richtung 
mit  verschiedener  Intensität,  normal  zur  Rotationsaxe  mit  der 
größten,  ihr  parallel  mit  verschwindender. 


$  22.    Oleichgewicht  isotroper  Medien  bei  beliebiger  Begrenzung. 

Satz  von  Betti. 

Wenn  auf  einen  beliebig  begrenzten  isotropen  elastischen  Körper 
körperliche  Kräfte  wirken,  so  ist  es  nach  dem  vorigen  Paragraphen 
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immer  möglich,  ein  Verrückungssystem  zu  finden,  welches  den  jene 
enthaltenden  Hauptgleichungen  genügt,  aber  den  Oberflächen- 
bedingungen nicht  entspricht  Man  kann  dies  System  als  einen 
Teil  der  allgemeinen  Lösung  ansehen,  und  das  Problem  ist  voll- 
ständig gelöst,  wenn  es  gelingt,  ein  zweites  System  Verrückungen 
zu  finden,  welches  den  Hauptgleichungen  bei  verschwindenden 
körperlichen  Kräften  genügt  und  an  der  Oberfläche  die  gegebenen 
Werte  der  Verrückungen  oder  Drucke,  vermindert  um  die  von  dem 
ersten  System  herrührenden  Anteile,  ergiebt  Dies  soll  jetzt  aus- 
geführt werden ;  weil  aber  das  Problem  auch  selbständige  Bedeutung 
hat,  wollen  wir  die  bezüglichen  Verrückungen  wieder  mit  a,  v,  ir, 
die  Oberflächendrucke  mit  X,  F,  Z,  die  Oberflächenverrückungen 
mit  u,  v,  tr  bezeichnen  und  von  dem  Zusammenhang  mit  der  oben 
gelösten  Aufgabe  absehen. 

Bei  verschwindenden  körperlichen  Kräften  lassen  sich  die  Haupt- 
gleichungen schreiben 

Ibb)  =  .     A«.  a-  =    -        'Ar.  r=  r~  Aw; 

;       Bx  r  +  Ct  dy  r  +  ct         ■    dz  r  + 

die  Grenzbedingungen  lauten,  wenn  die  Verrückungen  in  der  Ober- 
fläche vorgeschrieben  sind, 

166)  u  =  mo.  v  =  vo,  ir  =  tro. 

wenn  aber  die  Drucke  gegeben  sind,  kann  man  sie  nach  (152')  bei 
Einfuhrung  der  Drillungen  /,  m,  n  leicht  in  der  Form  schreiben: 

ö";  =     X  —  ~»  d-  cos  (v,  x)  —  n  cos  {vyy)  +  m  cos  (v,  z), 


166") 


v  -  =     )'  —  ryff  cos        —  /  cos  (r,  z)  -f  n  cos  (r,  x). 


Ä  1 

ir-  =     Z  —  [l  frcoa{v,z)  -  7ncos{v,x)  +  l  cos(v.y), 

V  V  Ca  Ca 


worin  v  die  äußere  Normale  bezeichnet  und,  wie  schon  oben,  c  — Cj 
in  c2  abgekürzt  ist. 

Diese  Formeln  weisen  darauf  hin,  daß  bei  gegebenen  Ober- 
flächenverrückungen zunächst  auf  die  Bestimmung  von  xr  aus- 
zugehen ist;  aus  dessen  Werte  allein  findet  sich  dann  «,  »\  w  nach 
den  in  §  22  des  ersten  Teiles  entwickelten  Methoden  für  die  Be- 
stimmung einer  Funktion  aus  gegebenem  A  ■»/'  und  w.  Bei  ge- 
gebenen Oberflächen  drucken  muß  aber  &,  l,  m,  n  gefunden  sein, 
um  jene  Methoden,  und  zwar  für  gegebenes  At"  und  dy/dv,  anzu- 
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— 


wenden;  es  bleibt  in  diesem  Falle,  wie  begreiflich,  in  u,  v,  w  je 
eine  additive  Konstante  unbestimmt 

Für  die  Lösung  der  Aufgabe,  iV-  und  /,  m.  n  zu  finden,  erweist 
sich  eine  Beziehung  nützlich,  welche  den  Namen  des  BETn'schen 
Satzes  führt.77)  Sind  nämlich  zwei  Systeme  von  körperlichen  Kräften 
Xy  1,  Z  und  X,  %  ß,  sowie  von  Oberflächendrucken  X,  1 ,  /  und  £,  %  3 
gegeben,  und  bezeichnen  u,  t?,  tr  und  u,  t>,  w  zwei  Systeme  mit  ihnen 
verträglicher  Verrückungen  in  demselben  homogenen  elastischen 
Körper     so  ist 


Diese  Gleichung  wird  bewiesen,  indem  man  die  Werte  von 


aus  den  Hauptgleichungen  (118)  einsetzt  und  das  Raumintegral  so 
durch  teilweise  Integration  umformt,  daß  alle  Oberfiächenintegrale 
verschwinden. 

Man  erhält  aus  ihr  einfachere  Reciprocitätssätze,  indem  man 
Verfügungen  trifft,  welche  eine  größere  oder  geringere  Anzahl  von 
Gliedern  verschwinden  lassen.  Dabei  ist  indessen  zu  beachten,  daß 
die  damit  eingeführten  Annahmen  über  Kräfte  und  Verrückuugen 
miteinander  vereinbar  sein  müssen. 

Betrachtet  man  z.  B.  zwei  Gleichgewichtszustände,  bei  welchen 
die  Oberfiächenpunkte  sämtlich  festgehalten  sind,  und  läßt  körper- 
liche Kräfte  nur  auf  zwei  sehr  kleine  Bereiche  ä'  resp.  f  wirken, 
so  erhält  man 


dies  läßt  sich,  indem  man  von  den  Komponenten  einige  gleich  Null 
setzt,  noch  weiter  vereinfachen  und  ergiebt  einen  leicht  in  Worte 
zu  fassenden  Satz. 

Befindet  sich  der  elastische  Körper  unter  alleiniger  Wirkung 
von  Oberflächendrucken  im  Gleichgewicht,  so  nimmt  die  Formel 
(167)  die  speziellere  Gestalt  an 


167) 


A<  (Xu  +  i  ü  +  /am)  =  f  (Xu  +  Dp  +  3«-); 


167') 


f  do{Xu  +  i"ü  +  Zw)  =.  f  do(Xu  +  ?)  v  +  3  tr). 


167") 
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welche  die  Grundlage  __für  die  weitere  Kntwickelung  dieses  Ab- 
schnittes bildet 

Bei  derselben  soll  m,  v,  ?r  jederzeit  das  gesuchte  System  von 
Verrückungen  und  A",  i\  Z  das  ihm  entsprechende  System  von  Ober- 
Hächendrucken  bezeichnen,  welches  mit  dem  der  inneren  Drucke 
durch  die  Beziehungen 

a  +  ä;=  r+  yv  =  z  +  zv  =  o 

verbunden  ist. 

u,  ö,  tt>  soll  hingegen  ein  System  von  Hilfsverrückuugen  be- 
zeichnen, X,  ty,  3  das  ihm  entsprechende  System  von  Drucken, 
und  zwar  wollen  wir  so  über  sie  verfügt  denken,  daß  Verrückungen 
und  Spannungen  an  einer  Stelle  a,  b,  c  des  Körpers  k  unendlich 
werden,  so  daß  dieselbe  also  durch  eine  unendlich  kleine  Ober- 
fläche, etwa  eine  Kugelfläche  k'  um  a,  ä,  c  als  Centrum,  ausgeschlossen 
werden  muß,  um  die  Formel  (167")  anwenden  zu  können. 

Außer  über  die  gegebene  Oberfläche  o  von  k  sind  dann  die 
Integrale  in  (167")  noch  über  diejenige  o  von  A'  zu  erstrecken;  die 
auf  letztere  bezüglichen  Werte  mögen  aber,  als  für  das  Innere  von  k 
geltend,  nicht  durch  einen  Strich  ausgezeichnet  werden. 

Führt  man,  wie  auf  S.  384,  die  Richtungscosinus  «,  /?,  y  des 
Radiusvektors  von  a,  ä,  c  aus  ein,  so  werden  nach  (152')  die  in 
dem  Integral  links  in  Formel  (167")  auftretenden  Drucke  an  der 
kleinen  Kugel  die  Werte  erhalten: 

|  X  =  A'r  =  -  (ct xx  +  cx  &)  ((  -  \  c2  {xyß  -f  x.  y), 
168)      |  1  =  Jrr  =  -  [c%y9  +  cx  &)ß  -  |c2  {t/.y  +  yxu), 
I  Z  =  Zr=  -  (c2zs  +  cxd)y  - \c2{zxa  +  zyß). 

Da  die  wirklichen  Verrückungen  m,  i?,  ir  iunerhalb  k  stetig  sind, 
so  kann  man  hierin  die  Werte  der  Deformationsgrößen  statt  für 
die  Kugelfläche  o'  für  ihr  Centrum,  d.  h.  für  den  Punkt  a,  b,  c  selbst 
nehmen. 

Was  die  Verrückungen  m,  »,  w  in  dem  Integral  rechts  in 
Gleichung  (167")  angeht,  so  kann  man  auf  o1  für  sie  die  Kntwickelung 
setzen 

(du  du  0       du  \ 

\  (de       ,    ör    ,       dv  \ 

(du-      .  die   ,  ,  die  \ 

"•  =  "'  +  rU,"  +    + n> 
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wo  sich  nunmehr  die  Größen  rechts  ebenfalls  auf  die  Stelle  a,  b,  c 
beziehen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wählen  wir  zunächst  für  die  Hilfs- 
gröben u,  t>,  w  die  Komponenten  einer  Verrückung,  die  innerhalb  k 
regulär  ist,  aber  an  der  Stelle  a,  b,  c  sich  verhält  wie  diejenige  der 
S.  384  betrachteten  Potentialdeformation  mit  dem  Potential 

nämlich  wie 

d-  dl  ö- 

Setzen  wir  in  der  Formel  (167")  diese  Ausdrücke  neben  den 
Werten  (168)  in  das  Integral  links  über  die  kleine  KngelHäche 
ein  und  bemerken,  daß 


aber 


ist,  so  reduziert  sich  dasselbe  auf 

In  das  Integral  rechts  ist  neben  den  Werten  (168')  das  g'  ent- 
sprechende System  der  Potentialdrucke  einzusetzen,  das  nach  (158) 
lautet: 

X=-2c2nr3,   *)=-2ra£,   ;$=-2c2£,  169"') 
woraus  unter  Rücksicht  auf  (169  )  folgt 

g    ^2  '  '  a  (>  c ' 

Führt  mau  diese  Werte  in  (167")  ein,  so  erhält  man  wegen  cy  +  c2  =  c 
das  Resultat 

4 jrir.*afce  =  fdo  [{Xu  +  i)o  +        -  (Au  +  Yt,  +  Zw)] ,     1 70) 

wo  sich  das  Integral  über  die  gegebene  Oberfläche  des  elastischen 
Körpers  erstreckt. 

Kann  man  nun  für  den  gegebenen  Körper  ein  System  Hilfs- 
größen u,  ö,  n>  finden,  welches  die  Hauptgleichungen  (166)  und  die 
Nebenbedingungen  (169)  befriedigt,  und  überdies  an  der  Oberfläche 
des  Körpers  verschwindet,  so  ist 
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170')  4nc&abc  =  Jdo{Xu  +  tyv  +  3to); 

es  ist  in  diesem  Falle  also  &  durch  die  vorgeschriebenen  Oberflächen- 
werte m,  v,  w  mit  Hilfe  der  aus  den  u,  ü,  to  folgenden  Oberflächen- 
drucke 3E,  3  vollständig  bestimmt  und  durch  eine  einfache 
Quadratur  zu  finden. 

Ist  hingegen  das  Hilfssystem  u,  to,  tu  so  bestimmt,  daß  an  der 
Oberfläche  .V,  %  3  verschwindet,  so  wird 

170")  4nc&abe  =  -f  do{Xi  +  Ti  +  Zn); 

hier  ist  also  &  durch  die  Werte  der  Oberflächendrucke  und  die 
Oberflächenwerte  der  u,  o,  tt>  bestimmt 

Diese  Resultate  haben  große  Verwandtschaft  mit  der  S.  185  u.  f. 
auseinandergesetzten  Methode  der  GREEN'schen  Funktionen  zur  Lö- 
sung von  Randwertaufgaben  für  Funktionen  V,  die  der  Gleichung 
A  V  —  0  genügen. 

Für  den  Fall  gegebener  v,  v,  tc  ist  durch  Vorstehendes  alles 
erreicht,  was  zur  allgemeinen  Bestimmung  von  u,  vf  w  nötig  ist. 
Für  den  Fall  gegebener  X,  1\  Z  muß  dagegen  erst,  wie  hier  iA,  auch 
noch  /,  m,  n  gewonnen  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  für  u,  b,  tu  ein  System  von  Ver- 
rückungen ul?  öj,  Wj,  das  sicli  im  übrigen  innerhalb  k  regulär  ver- 
hält, aber  an  der  Stelle  «,  b,  c  übereinstimmt  mit  demjenigen,  welches 
einer  Drillungsdeformation  mit  der  S.  384  eingeführten  Drillungs- 
funktion 

ir  =  1 

r 

entspricht,  also  mit 

d  1  d- 
171)      u1==0.   ^  =  ^  =  -^  + 

Führt  man  in  der  Gleichung  (167")  diese  Werte  in  den  An- 
teil des  Integrales  links  ein,  welchen  die  unendlich  kleine  Kugel- 
fläche o'  liefert  so  erhält  man  nach  (109")  den  Wert  Null 

Die  dem  obigen  IV  entsprechenden  Drillungsdrucke  werden 
nach  (158  ) 

171')  X*  =  0,  iT 

setzt  man  sie  neben  (168')  in  den  auf  die  Kugelfläche  bezüglichen 
Anteil  des  Integrales  rechts  ein.  so  erhält  man 

4  71 C  j  la  (,  c , 

und  somit  das  Gesamtresultat 
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4*c2/abc  =  fdo  [{X^  +  J\  +  Zxox)  -  V  +  ^  +  3>)]  ,  171") 

worin  ,  ,  3i  die  dem  0Den  definierten  System  Uj ,  üj ,  »j  ent- 
sprechenden Drucke  an  der  Oberfläche  des  elastischen  Körpers  be- 
zeichnen. 

Führt  man  Hilfsgrößen  ua,  ö2,  ro,  ein,  die  in  a,  6,  c  mit  den 
durch  die  Drillungsfunktion 

r 

bestimmten 

«•.  -  -  ^  -  + = °'  = + =  - i72> 

übereinstimmen,  so  folgt  analog 

4*csmafcc  =  Jdo[(Xvit  +  7ü2  +  /rö2)  -  (*>  +  V  +  8a^)].  172') 

Endlich  liefert  ein  System  u3,  D3,  n>3,  welches  in  «,  c  tiber- 
einstimmt mit  den  aus  der  Drillungsfunktion 


folgenden 


die  Formel 

4«cano6e  =  fdo  [(Xu3  +  f»,  +  /rä3)  -  (£,«  +  V  +  33^)]-  173') 

Werden  die  uA,  d/  ;  toÄ  überdies  den  Bedingungen  unterworfen, 
daß  sie  an  der  Oberfläche  o  verschwinden,  so  erhält  man 

4nctlabe  =  /  doiXv^  +  ~}\  +  Zü^  173") 


werden  sie  so  bestimmt,  daß  daselbst  die  ihnen  entsprechenden 
Drucke  gleich  Null  sind,  so  ergiebt  sich 

4*c2/ttfcc  =  -  Jdoi&H  +  v  +  vV');  173"') 


Diese  Formeln  entsprechen  genau  den  für  *rahe  abgeleiteten  (170') 
und  (170  ")  und  gestatten,  wenn  für  einen  Raum  k  die  zugehörigen 
uhf  öA,  toh  gefunden  sind,  die  Bestimmung  der  Drillungskoraponenten 
/,  m,  n  für  eine  jede  Stelle  aus  gegebenen  Werten  der  Oberflächen- 
verrückungen  oder  Oberflächendrucke. 

Beide  Systeme  können,  abgesehen  von  der  Bedingung  der  Stetig- 
keit, im  allgemeinen  beliebig  vorgeschrieben  werden;  nur  in  dem 
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Falle,  daß  auf  der  ganzen  OberHäche  X,  }",  Z  vorgeschrieben  sind, 
müssen  diese  mit  den  A*.  }',  Z  zusammen  die  allgemeinen  mechanischen 
Gleichgewichtsbedingungen  erfüllen. 

Wie  aus  gefundenem  \r  allein  bei  gegebenen  w,  v,  w,  aus  ge- 
fundenen fr,  /,  m,  n  bei  vorgeschriebenen  X,  }',  Z  sich  schließlich 
die  Verrückungen  m,  v,  w  für  jede  Stelle  bestimmen  lassen,  ist  bereits 
auf  S.  392  erörtert  worden.  — 

Die  Bestimmung  geeigneter  Hilfsfunktionen  u,4,  vh,  mh  ist  im  all- 
gemeinen schwierig,  läßt  sich  aber  für  den  Halbraum,  den  wir 
durch  die  Bedingung  z  >  0  definieren  wollen,  verhältnismäßig  leicht 
durchführen.78)  ^ 

Bei  gegebenen  Oberflächenverrückuugen  m,  v,  tc  handelt 
es  sich  zunächst  nur  um  die  Berechnung  von  i%  nicht  auch  von 
/,  m,  n.  Für  dieselbe  ordnen  wir  dem  Punkte  a,  b,  c  seinen  Spiegel- 
punkt a,  b,  —  c  in  Bezug  auf  die  Ebene  z  =  0  zu  und  bezeichnen 
die  Entfernung  von  ihm  mit  r. 

Setzen  wir  dann 


174) 


a1 

>!> 

"? 

lt 

r 

dx 

dx 

*  dx dz ' 

al 

al. 

t) 

r 

-  a? 

r 

~  dy  - 

ZSyS:' 

a1 

a»1, 

r 

~  dx 

4- 

2-, 

r 

so  genügt  dies  System  den  Hauptgleichungen  (166),  wenn 

c-fc,       2c  — c, 


174')  c3 

7  3      3c -c,      2c +  C, 

ist,  stimmt  für  r  =  0  übereiu  mit  u',  X>\  tt>'  in  (169),  verhält  sich  im 
übrigen  für  z  >  0  regulär  und  verschwindet  für  z  =  0. 

Das  in  der  Formel  (170')  für  fr  vorkommende  Integral  ist  hier 
über  die  Ebene  z  —  0  zu  erstrecken,  die  £,  %  $  sind  daher  mit 
3,  identisch. 

Ihre  Werte  findet  man  leicht  zu 

174")  X,  =  -  4«4  ~r.t ,  %  =  _  4«4^ft ,  ä  -  -  4«,  ^  , 
worin 

174'")  <•  = -c -_c>  =     c' _  . 

'  *      3c -c,      2c +  c, 
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175) 


Vertauscht  man  weiterhin  «,  b,  c  mit  y,  r  und  bezeichnet  die  Ko- 
ordinaten von  do  mit  xx ,  yx ,  um  &  sogleich  als  Funktion  von  x,  y,  z 
zu  erhalten,  wie  es  weiter  gebraucht  wird,  so  wird  aus  Formel  (170') 

ff!  * '-         a"1        a. 1  \ 
*  -  -  « J J  W,  5«, +  ■»»,  a»,  ">  +  ^  "••/ rf*'  rf*>  - 

wofür  man  auch  setzen  kann 

*  -  -  -r  s'J'/(-ä;  ">  +    l7>  +  ai        rf*>  - 

oder,  wenn  man 

J I- %  dx,  dyx  =  4  f       dx,  dVx  =B,  JJ  «/y,  =  C    1 75  ) 

setzt, 

*  =  _  S  /..  f|i  +  »  *  +  */)  =  _  ^/ ,  1 75"  ) 

n  dx  \dx      dy      dx  j  n  dx  7  ' 

wo  P  eine  gegebene  Größe  bezeichnet. 

Aj  Ji,  C  sind  nach  S.  158  NEWTOK'sche  Potentialfunktionen  mit 
der  Konstante  f  —  1  von  Belegungen  der  Jf  J-Ebene  mit  den  Dichtig- 
keiten ii.  v,  w;  sie  erfüllen  demgemäß  die  Gleichungen 

As*  =  AB=  AC=0  176) 

und,  da  sie  symmetrisch  zur  XY-  Ebene  sind,  nach  Gleichung  (165') 
auf  S.  158  auch  die  anderen 

d/  =  -2nu,    dß=-27tv,    d/-=-2:iw.  176) 

dx  1     dx  dx  1 

Auch  P  erfüllt  die  Gleichung  A  P  =  0,  giebt  aber  für  z  =  0  auch 
dP/dz  =  0. 

Diese  Eigenschaften  zusammen  mit  der  allgemeinen  Beziehung, 
daß  für  eine  Funktion  <jr>,  welche  die  Gleichung  A  (f  =  0  erfüllt, 

Az<f  =  2d(f/dz  176") 

ist,  kommen  nun  bei  der  Bestimmung  von  i/,  te  aus  dem  gefun- 
denen fr  zur  Anwendung. 

Die  Hauptgleichungen  (166)  für  «,  r,  tr  nehmen  jetzt  die 
Form  an 

d*P 

dx  d 

öy  d> 
d-P 


f  ti  r  ii  *  ' 


TAir=r3-ö->  , 


177) 
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die  Grenzbedingungen  lauten  für  z  =  0, 

1 77')  u  =  m,    v  =  v,    w  =  w. 

Aus  ihnen  kann  man  nach  dem  Vorstehenden  schließen 


177") 


2nv 

2  JIM? 


dP 

d  A 

dx  ' 

dP 

dB 

c.  z  .  

3  dy 

dx} 

BP 

d  C 

dx1 

wodurch  alle  Bedingungen  befriedigt  sind. 

Die  Gleichungen  (177")  stellen  also  die  Lösung  des  Problemes 
der  Deformation  des  positiven  Halbraumes  durch  in  der  Grenz- 
ebene z  —  0  ausgeübte  Verrückungen  dar. 

Das  Resultat  drückt  sich  aus  in  Summen  über  die  Wirkungen, 
welche  die  einzelnen  Obertiächenelemente  ausüben.  Für  ein  einziges 
do  ==  q  im  Koordinatenanfang  und  einen  in  endlicher  Entfernung 
davon  befindlichen  Punkt  x,  y,  z  erhält  man  leicht,  falls 

r2  =  x*  +  y2  +  z\ 


177'") 


u-  -       («(3«2  -  1)  +  vaß  +  way)  +  « 

~  =  ¥ 1  ("  ß  a  +  '  &  F  ~  1 )  +  w  ß  r )  +  •  £ > 


2n  M 

'Zn  v 
7 


ein  Resultat,  das  sich  noch  vereinfacht,  wenn  man  nur  eine  der 
Komponenten  w,  v,  w  von  Null  verschieden  annimmt. 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  die  im  Innern  des  Körpers  erregten 
Verrückungen  ein  Glied  enthalten,  das  von  dessen  elastischen  Kon- 
stanten vollkommen  unabhängig  ist  — 

Nicht  so  einfach  ist  der  Fall  gegebener  Oberflächendrucke. 

Zur  Bestimmung  von  fr  hat  man  zu  setzen 

l 


178) 


e1-     l  a1,  ö>\ 

u  —    r-4-        r  4-  °z  r 
~~  dx       ca  dx      **  dxdx' 


6l 

dy       r9  dy 

a-1 


dx 


1»?  a*p 

+  2z 


0  X 


t  1 
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worin  der  zweite  Teil  sich  nur  durch  den  konstanten  Faktor  —  1  />3 
von  demjenigen  des  Ansatzes  (174)  unterscheidet,  also  den  Haupt- 
gleichungen genügt,  da  es  jener  thut;  der  Ansatz  verhält  sich  für 
r  =  0  wie  uT,  ü\  nV  in  Formel  (169),  ist  im  übrigen  für  z  >  0 
regulär  und  macht  für  z  =  0  auch 

\  =  1),  =  3,  =  0. 
Für  die  Ebene  z  =  0  giebt  er,  da 

i  +  1  =  4r- 

ist, 

4   al         4   al  4  ä 

4  c       r       —        4c       r  4c       r  4  __,v 

U  =  — —  -5-  ,     t)  =  —   ,     Jü  =  — --     -.  .  1 78  ) 

c  +  c,  d  je  7  c  +  c,  d  y  r  +  c,  d  x  '  ; 

und  man  erhält  aus  (170  ")  sogleich,  indem  man,  wie  oben,  a,  A,  c 
nunmehr  mit     y,  z  vertauscht 


178") 


Führen  wir  die  erste  abgeleitete  Potentialfunktion  (f  x  eines  Massen- 
punktes Eins  im  negativen  Halbraume  von  S.  207  mit  der  Kon- 
stante f  =  1  unter  der  Bezeichnung  ein 

/  =  l(zx  +  z  +  r )  179) 

worin  r'2  =  (x  —  xj2  -f  (y  —  yj2  +  {z  +  rj2  ist,  beachten,  daß  die 
Beziehung  gilt 

vr  - r"  -   •  17S>'> 

und  setzen  kurz 

34*  ,  Äff  ,  ÖC'      /r  f  179") 

öx  +  by  +         "      '  J 

so  erhalten  wir 

*Ä    i  1    ,  vT-  179"') 

71  (C  +  C,  >     Ö  X  ' 

A\  B\  C  sind  nach  der  Definition  Potentialfunktionen  der 
Art  x  v<>n  Belegungen  der  Ebene  z  —  0  mit  den  Flächendichteu 
X,  Y,  Z  und  sie  genügen  demzufolge  den  Gleichungen 

AA'=  A#  =  AC"  =  0;  180) 
ebenso  gilt  ersichtlich 

A  /"  =  0.  180') 

Voigt,  Theoretisch«  Physik.  26 
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Ferner  sind  d  Ä  \  d z,  d 2T  j dz,  dC  j  dz  die  NEWTON'schen  Flächen- 
potentiale von  den  gleichen  Verteilungen,  wie  A\  B\  C,  und  es  gilt 
demgemäß  wie  in  (176')  für  z  =  0 


180") 


d  z* 


~s — T  =  —  Iii  Y* 

dz* 


d*_C 

~'di 


=  -  2nZ. 


Diese  Eigenschaften  kommen  bei  der  Fortfuhrung  unseres  Pro- 
blemes  zur  Anwendung. 

Zur  Bestimmung  von  /  ist  ein  System  u,,  ulf  iDj  zu  finden,  das 
den  Hauptgleichungen  (166)  genügt,  sich  für  r  =  0  verhält  wie 
u'j,  t>|,  to\  in  (171),  im  Halbraum  z  >  0  übrigens  regulär  ist  und  in 
der  Ebene  z  =  0  die  Drucke 

^  =  % i  =  3X  =  0 

werden  läßt  Man  erhält  ein  solches  mit  Hilfe  der  von  einer  im 
Spiegelpunkt  a,b,  —c  befindlichen  Masse  Eins  genommenen  Potential- 
funktion 

*'=/(*  + c  +  r') 

in  der  Form 


181) 


M,  = 


Ö,  = 


Hl,  = 


2z 


öy_ 

dxdy dz  *r  c  +  r,  dxdy 1 


^  dz  ^      dy*dz  ^  c+r,  dy* 


«1 


2rt  dy 


dy 
dx»  ' 


ÖY 


dy  dy'dz*     c+cxdydz  dydz' 


welches,  wie  die  Berechnung  zeigt,  allen  gestellten  Bedingungen 
genügt 

Da  in  der  Grenze  z  =  0 


r 


181'>      a.  " 

ist,  so  erhält  man 


181") 


r' 

"d* 


öY 

dV ' 


d 


dy       dy       ^  dydz 


4  c  dy    2  dy 

c  +  c,  dxdy  dxdy1 


d*» 


4<?  dy 


1  c  +e,  d*  dy  * 


Dies  ist  nun  in  die  erste  Gleichung  (173")  einzusetzen,  wobei, 
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181'") 


wie  S.  399,  x,  y,  z  mit  xv  yv  zx  und  a,b,  c  mit  x,  y,  z  vertauscht 
werden  mag,  um  /  für  den  Punkt  x}  y,  z  zu  berechnen. 
So  erhält  man  zunächst 

1  =  M^7)Jj{^  äffe- +  r>  S*  "  ^  svrfo) 

-^j7(^Ä-^)<<*.<<*.  1 

oder  wegen  des  Wertes  von  /,  der  dix'ldxldy1  mit  d2x'jdxdy 
und  d%x'jdzldyl  mit  —  d*x'ldzdy  zu  vertauschen  gestattet,  bei 
Einführung  der  Abkürzungen  (179") 

'  ~  +  rr  (e*  -  c\)  dy  +         fix  1  a*        ay  )  ' 

Die  Berechnung  von  m  ist  nicht  erforderlich,  sondern  das  Re- 
sultat ist  aus  dem  vorstehenden  durch  Vertauschung  von  x  mit  y 
und  von  y  mit  —  x  sogleich  zu  erhalten  wie  folgt: 

m  -  -       c        ÖP-  4-    1    -ö  f00'  _  M\  182^1 
Zur  Bestimmung  von  n  ist  zu  setzen 

al    a-V  al  af 

woraus  durch  leichte  Rechnung  folgt 

■-i-1  /  (a/'  -4-)-  182") 

27ir8       \  ox         dy  )  ' 

Hiermit  sind  die  fr,  l,  m,  n  durch  die  gegebenen  A',  Y,  Z  voll- 
ständig bestimmt  und  es  erübrigt  nur  noch  die  Ableitung  der  ihnen 
entsprechenden  u,  v,  w  aus  den  Hauptgleichungen  (166)  und  den 
Oberflächenbedingungen  (1 66"). 

Letztere  nehmen  in  unserem  Falle,  wo  die  XY- Ebene  die 
Grenze  bildet,  die  einfachere  Form  an 


—  d  u '  =  —  T—  m     —  —  -     -  Y  4-  / 
dx       c%  dx  <"» 


183) 


Die  Grenzbedingung  für  w  enthält  also  keine  Drillungskomponente 
und  ist  deshalb  die  einfachste.  Für  w  gelten  bei  Benutzung  des 
Wertes  (179"')  von  fr  die  beiden  Formeln 

26* 
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I 


n  rtBi 

r 


1  y  r,  ÖP" 


öl» 


denen  man  wegen  der  Eigenschaften  (180)  bis  ;180")  der  A\  ff,  C* 
und  P\  sowi»-  wegen  der  allgemeinen  Beziehung  (176")  genügt  durch 


183") 


2»tr 


P'         1  /SC  _  ^  ÖP^\ 


Für  w  uml  »•  lauten  die  Bedingungen 


184) 


l  Ö'P" 


=  -  A«. 


1  d*P' 

nctBy  Bx 


ÖP;  1     d  /ÖP'  dA'\ 

r.              -*-<•,')  2nc,  öy  \öx  By  )  ' 

1    j              r         ÖP'  l.Ä/i5'  Ö^'\ 

r-s          ;n» •*-/•!*)  öy  öx  \  öj  öy  /  ~~ 


du 
öT' 

öT' 


Den  Haiiptgleiehungen  genügt  man  durch  die  partikulären  Lösungen 
u'  und  r\  gegeben  durch 

1Q.,,  .      ÖA'         ÖP'      4>        .      ÖP'  ÖP' 

184  '       -V  a  Äi        Ä/  .   j^'*=  ^-2  öjT' 

welch«-  in  den  Grenzbedingungen  die  Glieder  Ä'/ca  und  J  c3  hinweg 
liehen:  können  also  zwei  Funktionen  m"  und  v"  so  gefunden  wer- 
den, daß 

l        6P*        1     ö  /dir 
184'  )         2.H'-4-,-t)  öx       2«r,  Oy  \  Bx 


BA'\ 

Bit" 

dy  j 

~  Bx~ 

BA'\ 

-    .  d  pl 

dy  ) 

dx 

wird,  gi»*ht 

u  =  u  +  u\    v  =  »/  + 

die  vollständig'  Lösung. 

Dazu  definieren  wir  drei  neue  Funktionen  A'\  B",  (F  da- 
durch, daß 


185) 

also  jim-h 
185'^ 


BA" 
Bx 


F  = 


P' 


öß" 
~Bx  ' 

ÖP" 
=  Bx 


L   -  Bx  ' 


wird,  wo  7'"  ;m>  i".  ÜP,  6"  ebenso  gebildet  ist,  wie  P'  aus  A\ff,C\ 
und  nehmen  die  Gleichungen  (184  )  als  für  alle  z  gültig,  so  daß 
wir  sir  in?»'irrieren  können.    Es  folgt  dann 
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I        BP''        18  (o/r  HA 

11    =   —    ■  ,      ;    -„  h 


-  ' '  2nctdy  \  bx        dp  '      !         1 85") 


1  5P"  1  d 
2nie  +  c,|   öy       2nrt  bx 


lbB"  8A~\ 
[bx    ~    ry  )• 


wobei  je  eine  additive  Funktion  von  r  und  y  unbestimmt  bleibt,  die 
gleich  Null  gesetzt  werden  kann,  wenn  die  u\  r"  den  Haupt- 
gleichungen genügen. 

Nun  sind  aber  nach  der  Definition  (179")  A\  B\  C  l'otential- 
funktionen  ebener  Verteilungen  von  den  Dichten  \  .  i .  /.  wie  sie 
S.  207  als  erste  abgeleitete  bezeichnet  sind:  danach  sind  tf  \  H\C" 
die  entsprechenden  Potentialfunktionen  zweiter  Art.  genügen  nach 
der  Formel  (212')  auf  S.  207  auch  der  Gleichung  \<f  =  0.  und 
gleiches  gilt  somit  von  m"  und  t?". 

Es  wird  hiernach  allen  Bedingungen  genügt  durch  die  defini- 
tiven Werte 

2         b\     '"fix       r  +  r,   bx        by  \  bx         r  y        |   ^ g5'"A 

Q             blf        dP'        ct     bP"        b   (bB"       f<A'-\  I 
2tc,ü—  .    —  r   .     —  .       .      —    .  . 

2  6;  oy       f  +  r,    r//         tu*  ^  t>*  r'y  ' 

Die  Ausdrücke  für  «,  »\  ir  nehmen  eine  besonders  einfache 
Gestalt  an,  wenn  an  der  Oberfläche  nur  normale  Drucke  wirken, 
also 

x  =  r  =  o 

und  daher 


c  =  ir  =  0,   F  =  H"  , 

,r=Jß"=o,  /r'=  =c 


16C) 


ist;  sie  lauten  dann: 


b<" 

bx, 

HC 

b  y  b  \ 

f  4-  '•, 

b)l 

Z  bx'~ 

+  ff  +  ff, 

b<" 

b  X 

und  6"  ist  definiert  durch 

f- SS  *,*'•' '-^"v 

Die  gefundenen  Resultate  stellen  sich  dar  als  die  Summen  der 
Wirkungen,  welche  die  einzelnen  Flächenelemente  der  Grenzebene 
z  =  l)  infolge  der  erlittenen  Drucke  X,  J\  X  fortpflanzen.    Ist  die 
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ganze  Ebene  mit  Ausnahme  eines  einzigen  Elementes  q  im  Koordi- 
natenanfang frei,  so  wird  für  Punkte,  die  in  endlicher  Entfernung 
von  q  liegen,  das  letzte  System  die  Gestalt  annehmen 

2nrtu  =  %\nr  e% 

[  r        c  +  i 


186") 


c,  %  +  r 


=  z\li  — — 2_] 

[r       c  +  ct  z  +  r\  ' 

=  z 


f_  2c  1 
r       e  +  ct  r 


9 

2nc9v 

q 

2jic,tr 
Q 

worin  r%  =  x2  +  y2  +  z2  und  «  =  x/r,     =  y/r,  y  =  z jr  ist. 

Das  Gesetz  der  Ausbreitung  der  Wirkung  ist  auch  in  diesem 
einfachsten  Fall  ziemlich  kompliziert. 

Analoge  Behandlung,  wie  vorstehend  für  den  Halbraum  gezeigt 
ist,  gestattet  eine  planparallele  Schicht  und  eine  Voll-  oder  Hohl- 
kugel.79) 

Zu  neuen  interessanten  Verhältnissen  gelangt  man,  wenn  man 
die  Oberflächendrucke  als  nicht  direkt  gegeben,  sondem  durch  einen 
ohne  Reibung  gegen  die  Oberfläche  gedrückten  zweiten  elastischen 
Körper  bewirkt  denkt.  Auf  diese  Fälle  kann  hier  indessen  nicht 
eingegangen  werden. 


§  23.   Ein  durch  Einwirkungen  auf  die  Grundflächen  gleichförmig 
gespannter  Cylinder  aus  beliebiger  homogener  Substanz. 

Es  sei  ein  Cylinder  aus  beliebiger  homogener  Substanz  ge- 
geben, und  es  seien  in  ihm  die  Deformationen  xx,  . . .  xy,  und  dem- 
gemäß auch  die  Spannungen  A'^,  .  .  .  Xy  längs  der  Axenrichtung 
konstant  angenommen.  In  diesem  Zustand  wollen  wir  den  Cylinder 
gleichförmig  gespannt  nennen.80) 

Wählt  man  die  Cylinderaxe  zur  #-Axe,  so  ergiebt  sich  aus 
dieser  Annahme  durch  eine  einfache  Rechnung  für  die  Ver- 
rückungskomponenten  w,  v,  w  die  allgemeinste  Form 

w  =  T  +  z{fx  -  yxz  -  hy), 

187)  >    v  =  V  +  z(ft-\g%z  +  hx), 

tc=  IT+  z{9lx  +  9ly  +  <7S), 

worin  die  f,  g,  h  Konstanten  und  Uy  F,  W  Funktionen  von  x  und  y 
allein  sind. 

Setzt  man  fest,  daß  für  x  =  y  =  z  =  0 

187)        i/  =  v  =  ir  =  0  und  ^-  =  p  =  fr  -  j£  =  0 
'  dx       dz       dx  dy 
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ist,  d.  h.  daß  das  Teilchen  im  Koordinatenanfang  keine  Verschiebung 
und  keine  Drehung  um  die  Z-Axe  erleidet,  und  daß  das  benach- 
barte, ursprünglich  in  die  Z-Axe  fallende  Linienelement  seine  Rich- 
tung beibehält,  so  ergeben  sich  für  U,  /*  W  die  Bedingungen 


außerdem  wird  fx  =  f%  =  0. 

Die  vier  Konstanten  gv  gr  g3  und  h  lassen  sich  leicht  deuten, 
denn  es  ist 


also  bezeichnet  gs  —  c  die  lineare  Dilatation  der  Axenfaser  des 
Stabes,  g%  =  /',  —gl=>m}  h  =  ri  die  resp.  Änderungen  der  Drillungs- 
komponenten /,  m,  n  nach  der  Axenrichtung. 

Infolge  der  Deformation  nimmt  die  Faser  des  Cylinders,  welche 
ursprünglich  in  die  Z-Axe  fiel,  eine  geänderte  Gestalt  an. 

Führt  man  den  längs  dieser  Axenkurve  gemessenen  Abstand  s 
eines  ursprünglich  der  Koordinate  z  entsprechenden  Querschnittes  ein, 
so  ist  wegen  der  Kleinheit  der  Deformation  /'  mit  dl  lös,  m  mit 
dmjds,  ri  mit  dnjös  zu  vertauschen,  tri  und  — /'  sind  daher  zu- 
gleich auch  die  reciproken  Krümmungsradien  der  beiden  Kurven, 
welche  die  Projektiou  der  deformierten  Axenfaser  auf  die  XZ-  und 
die  1  Z- Ebene  liefert,  beide  nach  der  Seite  der  positiven  A'-  resp. 
J'-Axe  hin  positiv  gezählt;  da  ihre  Werte  von  z  unabhängig  sind, 
so  sind  beide  Kurven  Kreisbögen,  ri  ist  die  gegenseitige  Drehung 
zweier  um  die  Längeneinheit  voneinander  entfernter  Querschnitte 
z  =  Const.  des  Cylinders.  Wir  können  daher  die  Größen  m',  /'  weiter 
kurz  die  spezifischen  Biegungen,  ri  die  spezifische  Drillung 
des  Cylinders  nennen,  während  c  seine  spezifische  Dehnung  ist 

Nach  (187"')  läßt  sich  nun  (187)  auch  schreiben 


187") 


u  =  U+z[\mz-riy), 
r  =  l~  —  z{\l  z  —  rix), 
tr  =  //  +  z(  —  m  r  -f  Vy  +  c), 


188) 
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und  dies  ergiebt  für  die  Deformationsgrößen  die  Werte 

8U  BV 

\ 

188T 

.  BW  ,     ,  BW  BU  ,  ÖF 

Für  die  Spannungen  gelten  im  Falle  des  Gleichgewichtes 
wegen  ihrer  Unabhängigkeit  von  z  die  Formeln 

und  für  Punkte  des  Cylindermantels,  der  als  frei  gedacht  sein  mag, 

1 89')   I  °  =     C0S  ^    +  X» 008  ^'       °  =  *  -  C0S     ^  +     C0S  (n?  y)' 
1  0  =  Zx  cos  (n,  x)  +  Zy  cos  (n,  y). 

Aus  diesen  Formeln  folgen  für  die  Integrale  über  irgend  einen  nor- 
malen Querschnitt  des  Cylinders  die  Beziehungen 

f  fX9dq  =  f  Yydq  =  /  Ytdq  =  f  ZJq  =  /  Xydq  =  0, 
J       fXtxdq  =  /  r.rdq  =  /^*rfy  =  /Ixrf?  =  0, 


189") 

l  fZxydq=-/rxdq, 

welche  u.  a.  aussagen,  daß  ein  Cylinder  die  vorausgesetzte,  längs 
seiner  Axe  gleichförmige  Spannung  nur  besitzen  kann  unter  der 
Einwirkung  von  Kräften  auf  die  Grundflächen,  welche  über  diese 
summiert,  keine  Komponenten  normal  zur  Stabaxe,  sondern  nur 
eine  solche  C  parallel  zu  ihr  und  außerdem  Momente  L,  M,  N  um 
die  Koordinatenaxen  ergeben.    Es  gilt  nämlich 

\-fZsdq=C,     -fZzxdq=-M,  -fZs!/dq=+L, 

189'")     ,  r  r 

l  jZxydq=-Jrzxdq^^N, 

wobei  C,  L,  Jf,  .Y  auf  die  am  positiven.  —  C\  —  L,  —  M,  —  jV  auf 
die  am  negativen  Ende  liegenden  Grundflächen  wirken. 

Die  Gleichungen  (189")  und  (189"')  können  dazu  dienen,  die 
Konstanten  der  Dehnung  und  Biegung  c\  /',  m  ganz  allgemein 
für  beliebigen  Querschnitt  und  beliebige  Orientierung  des  Cylinders 
gegen  die  Krystallaxen  zu  bestimmen.  Die  dritte  Gleichung  (107"  ) 
liefert  nämlich  unter  Rücksicht  auf  (188  ) 

190)    m'  x  -  ty  -  c  =  *31  Xx  +  s32  Yy  +  *33  Zt  +  su  1\  +  s36  Zx  +  s36  Xy , 
und  hieraus  folgt,  wenn  die  Z-Axe  durch  die  Schwerpunkte  der 


Digitized  by  Google 


§  23.    Ein  gleichförmig  gespannter  Cgiinder.  409 


Querschnitte  des  Cyliuders  geht  und  die  A-  und  Y-Axe  deren  Haupt- 
trägheitsaxen  parallel  sind,  durch  Integration  über  den  Querschnitt 
nach  Multiplikation  mit  1,  resp.  x  oder  y 

qc  =  .v3S  C, 

yx>'=,33J/-i^,V,  190) 
7*j/'=  *33Z  -  |*35 iV, 

worin  xx  und  xy  die  Hauptträgheitsradien  des  Querschnittes  g  be- 
zeichnen. 

Diese  Formeln  zeigen,  daß  bei  Cy lindern  aus  kristallinischer 
Substanz  ein  Drehungsmoment  um  die  Längsaxe  im  allgemeinen 
neben  der  Drillung  noch  eine  gleichförmige  Biegung  bewirkt,  deren 
Betrag  nach  den  Hauptebenen  XZ  und  YZ  durch  die  Moduln  su 
und  *35  gemessen  wird. 

Die  Bestimmung  der  spezifischen  Drillung  n  ist  nicht  in  gleicher 
Weise  allgemein  durchführbar. 

Aus  der  vierten  und  fünften  Gleichung  (107"') 

-  {n'x  +  =uiX*+'«r,+'*zM+*„rg+,„z,+*„x9, 

folgt  zwar  auf  dieselbe  Weise  nach  Multiplikation  mit  x  resp.  y  und 
Integration 

/d  W 

qxin  -  pJ^ydq  =  -       L  +  i*„  A\ 

aber  die  weitere  Entwickelung  verlangt  die  Kenntnis  der  Funktion  /f, 
für  welche,  wie  auch  für  U  und  die  Bedingungen  sich  durcli 
Einsetzen  der  Werte  (188')  für  die  Deformationsgrößen  in  die  Glei- 
chungen (189)  und  (189')  ergeben. 

In  dem  speziellen  Fall,  daß  ein  Moment  N  um  die  #-Axe  nicht 
stattfindet,  kann  man  diesen  Formeln  sämtlich  genügen,  indem  man 

*.  J>*,-A;-0  191) 

setzt;  aus  (190)  folgt  dann 

Z,=  •-(«',  _/>-«■),  191') 
und  dies  verlangt,  in  die  Gleichungen  (190"),  sowie  die  analogen  für 


190") 


190'") 
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die  anderen  Deformationsgrößen  eingesetzt,  für  l\  Vy  W  Funktionen 
zweiten  Grades  von  x  und  y,  deren  Konstanten  sich  sämtlich  durch 
die  Gleichungen  bestimmen,  welche  die  fünf  Deformationsgrößen 
xx,  yv,  yt,  zx,  x  durch  Zt  ausdrücken.    Setzt  man  speziell 

191")  //'=  a  x  +  by  +  \cx*  +  dxy  +  \ey\ 

so  wird 

und  (190"')  giebt  nach  Elimination  von  d 
192)  2?n'  =  -(««f  +^r)i 

C  tritt  hierin  nicht  auf ;  ein  longitudinaler  Zug  bewirkt  also  bei  der 
vorausgesetzten  Befestigungsart  weder  eine  Biegung  noch  eine 
Drillung. 

Ist  JV  von  Null  verschieden,  so  kommt  zu  obigem  noch  ein  mit 
N  proportionales  Glied  hinzu,  das  sich  aber  nicht  allgemein  angeben 
läßt,  sondern  für  jeden  Querschnitt  besonders  bestimmt  werden  muß. 
Wir  schreiben  allgemein  kurz 

192')  +  + 

worin  die  Parameter  xx2  und  x22  sich  leicht  durch  die  beiden  in 
(190"')  auftretenden  Integrale  ausdrücken  lassen. 

Man  bemerkt,  wie  die  Nebenänderungen  —  Drillung  bei 
biegenden  und  Biegung  bei  drillenden  Momenten  —  von  denselben 
Moduln  *43  =  s34  und  *53  =  s35  abhängen ;  sie  verschwinden  mit  diesen 
nacli  S.  334,  sowie  die  Cylinderaxe  in  irgend  eine  elastische  Syni- 
metrieaxe  fällt.  — 

Die  Vergleichung  der  obigen  Formeln  (190')  und  (192')  zeigt, 
daß  man  setzen  kann 

,93)  S  = 

worin 

2p'  =  A0C*  und 
193')  2p  =  AllL*+Ali3P+AnS* 

+  2  4,Z;V+  2A^MN 

ist,  und  die  A  aus  dem  Vorstehenden  sich  ablesen  lassen.  Ebeuso 
muß  dann  auch  geschrieben  werden  können,  was  für  später  notiert 
werden  möge 

104  6=  .— ,  7/ =       ,  M=       ,  J  =  — 

'  vc  de  dm  an 
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worin 

2F  =  a0c'J  und  | 
2P=ehiri  +  aitm'i  +  a3S«'a  j  194') 

+  2al9l'ri  -f  2023  mV  +  2a12/'m'  J 

ist;  die  Koefficienten  a  hängen  mit  den  A  zusammen  durch  die 
Formeln : 

ao  —  A  »  ^aw  =  An  A3S  —  A^,  Da2i  =  An  Ass  —  A\v 

^«83  =  All  AW  DaK  =  -  All  4.3»  ^«81  =  -  At*  AXV 

Daii  =  A23  A13 


und 

D  = 


An  0  Ax% 
0       A2i  At3 


194") 


AiS      ^23  ^33 

Wenn  die  Moduln  .v84  und  ä36  und  damit  die  Nebenänderungen  ver- 
schwinden, folgt  aus  (1907) 

gc=sssC,    q*}m'=8MM,    qxll'=s^L  195) 
und  aus  (192') 

2*"'-(£  +  £)-V  195'> 


und  in  (193')  wird 
in  (194') 


Ais  —  A2ä  —  °» 

«23  =  «13  =  ö12  =  0- 

Hieraus  erhält  man  die  für  isotrope  Körper  gültigen  Formeln, 
indem  man  nach  S.  337  setzt 

*33  =  *»      *44  =  *6S  =  2  V2  =  2(#  -  *,).  — 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  liefern  strenge  Lösungen  des 
Gleichgewichts-Problemes  eines  nur  auf  den  Grundflächen  von 
Obern1  ächendrucken  beeinflußten  Cylindcrs,  wenn  letztere  eben  die- 
jenige Verteilung  über  die  Grundflächen  besitzen,  welche  die  spe- 
ziellen Werte  von  U,  V,  W  verlangen.  In  Wirklichkeit  fehlen  die 
Mittel,  über  die  Verteilung  dieser  Drucke  willkürlieh  zu  verfugen,  und 
man  kann  nur  ihre  Komponenten-  und  Momentensummen  Über  die 
ganze  Grundfläche  vorschreiben.  Trotzdem  giebt  die  obige  Ent- 
wickelung  praktisch  brauchbare  Lösungen  des  genannten  Problemes 
überall  da,  wo  die  Länge  z,  des  Oy  linders  groß  gegen  seine  Quer- 
dimensiouen  ist;  denn  man  kann  annehmen,  daß  in  einiger  Ent- 
fernung von  den  Grundflächen  die  Art  der  Verteilung  der  äußeren 
Drucke  über  jene  keinen  Einfluß  mehr  übt,  sondern  nur  die  durch 
sie  bewirkten  Gesamtkomponenten  und  -momente.81) 
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Die  erhaltenen  Lösungen  gestatten  auch  eine  Anwendung  auf 
den  Bewegungszustand,  wenn  die  äußeren  Bedingungen  derartige 
sind,  daß  sie  überhaupt  eine  Deformation  der  behandelten  Art  zu- 
lassen, und  die  Bewegung  eine .  so  langsame  ist,  daß  in  den  allge- 
meinen Bewegungsgleichungeu  (118)  die  Beschleunigungen  neben  ein- 
zelnen der  übrigen  Glieder  vernachlässigt  werden  können.  Dies 
findet  in  dem  wichtigsten  Falle  periodischer  Bewegungen  immer 
dann  statt,  wenn  die  Länge  A  der  Welle  gleicher  Periode,  welche 
die  vorausgesetzte  Beweguugsart  bei  einem  unendlichen  Cylinder 
gleicher  Natur  erregen  würde,  sehr  viel  größer  ist,  als  die  Länge  zl 
des  betrachteten  Cvlinders  selbst. 

Teilt  man  nämlich  dann  den  unendlichen  Cylinder  in  Abschnitte 
von  der  Länge  zv  so  ist  jeder  einzelne  als  gleichförmig  gespannt 
anzusehen  und  die  hier  räumlich  aufeinander  folgenden  Zustände 
sind  dieselben,  welche  bei  dem  betrachteten  Cylinder  von  der  Länge 
Zj  zeitlich  nacheinander  eintreten.  Veränderlich  mit  der  Zeit  sind 
in  diesem  Falle  in  obigen  Formeln  nur  die  vier  Parameter  c',  /',  m',  n 
der  Deformation. 

§  24.    Oleichgewicht  und  Bewegung  eines  unendlich  dünnen 

cylindrischen  Stabes. 

Es  sei  nunmehr  ein  gegen  seine  Länge  unendlich  dünner  Stab 
gegeben,  der,  obwohl  ursprünglich  gerade,  durch  die  Einwirkung  von 
körperlichen  Kräften,  die  auf  seine  Elemente,  und  von  OberHächen- 
drucken,  die  auf  seine  Endquerschnitte  wirken,  beliebige  endliche 
Gestaltsänderungen  erlitten  hat,  doch  so,  daß  die  Deformations- 
größen überall  unendlich  klein  sind. 

Wir  betrachten  ein  Element  des  Stabes,  welches  ursprünglich 
von  zwei  Querschnitten  q  und  q  im  Abstand  ds  begrenzt  ist  Da 
die  Deformationsgrößen  stetige  Funktionen  der  Axenrichtungen  sein 
müssen,  so  läßt  sich  ds  stets  so  klein  wälüen,  daß  ihre  Veränder- 
lichkeit parallel  der  Axe  innerhalb  des  betrachteten  Elementes  be- 
liebig klein  ist  und  vernachlässigt  werden  kann,  ohne  daß  dabei  ds 
klein  gegen  die  Querdimensionen  des  Cylinders  zu  werden  braucht. 
Das  Stabelement  ist  dann  gleichförmig  gespannt,  und  wir  können 
auf  dasselbe  die  Resultate  des  vorigen  Paragraphen  anwenden. 

Wir  beziehen  es  zu  dem  Zwecke  einmal  auf  ein  in  dem  Schwer- 
punkt des  Querschnittes  q  angebrachtes  Koordinatensystem  X  }',  Z, 
dessen  Axen  gemäß  den  Formeln  (187')  mit  dem  Element  verbunden 
sind,  und  außerdem  auf  ein  absolut  festes  System  iT,  H,  Z.  Die 
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Orientierung  des  Systemes  A,  Y,  Z  gegen  js,  H,  Z  soll  gegeben  sein 
durch  das  Schema 


x 

Y 

z 

.... 

s 

«\ 

«3 

H 

ß\ 

Ä 

A 

z 

'1 

y% 

r3 

f,  tj,  £  mögen  dabei  die  Koordinaten  eines  Punktes  der  Stabaxe  nach 
der  Deformation  sein,  der  vor  der  Deformation  die  Koordinaten 
|  =  0,  //  =  0,  £  —  s  besaß. 

Die  HAMiLTON'sche  Gleichung  läßt  sich  dann  nach  S.  228  und 
229  schreiben 

't  «» 

Jdtf  dq  [fds  (<)>  -  Stp  +  S'aa)  +  *\  +         =  0,  196) 

worin  Srp  die  Variation  der  lebendigen  Kraft,  dtp  diejenige  des 
elastischen  Potentiales  der  Volumeneinheit,  die  virtuelle  Arbeit 
der  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen  körperlichen  Kräfte  bezeichnet, 
und  <Ta0,  <SV,  die  virtuellen  Arbeiten  der  auf  die  Endquerschnitte 
s  =  s0  und  s  =  sl  ausgeübten  und  auf  die  Flächeneinheit  bezogenen 
Oberflächendrucke  bedeuten. 

Zur  Berechnung  der  lebendigen  Kraft  ds  f  \{>  dt/  eines  Abschnittes 
des  Stabes  von  der  Länge  ds  setzen  wir  voraus,  daß  die  lebendige 
Kraft  der  Deformation  verschwindend  gegen  diejenige  der  Translation 
und  Rotation  ist,  d.  h.  daß  wir  das  Element  als  undeformiert  bewegt 
ansehen  können.    Dann  ist  nach  Formel  (123")  des  ersten  Teiles 

+«te),+'jftT),+«ß"),]f^ 

worin  Ay,  k,  die  unendlich  kleinen  Trägheitsradien  des  Volumen- 
elementes um  die  Hauptträgheitsuxen  durch  seinen  Schwerpunkt, 
welche  mit  den  Koordinatenaxen  A,  J',  Z  parallel  sind,  bezeichnen; 
kj  ist  dabei,  wie  leicht  ersichtlich,  =  xi  -f  x*,  wo  xx  und  xy  die 
frühere  Bedeutung  haben. 

Hierin  können  die  Glieder  kl{d  l  j  d  t)*  und  k*[dm  j  d  t)2  nur 
dann  endliche  Werte  haben,  wenn  dl-jät,  di]  /  dt,  d^jdt  unendlich 
schnell  mit  s  wechseln,  und  können  daher  fortbleiben,  wenn  dieses 
ausgeschlossen  wird;  dnjdt  steht  mit  jenen  Größen  in  keinem  Zu- 
sammenhang.   Daher  reduziert  sich  die  obige  Gleichung  auf 
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196) 


ds  J  tydq  =  Tds 

-i((sa,+te),+  (5i),+«+-ofe),)f*. 


worin  T  nunmehr  die  lebendige  Kraft  der  Längeneinheit  des  Stabes 
bezeichnet. 

Analog  machen  wir  für  die  Berechnung  der  virtuellen  Arbeiten 
ffaa,  ffa01  ffal  der  körperlichen  Kräfte  und  der  Oberflächendrucke 
die  Annahme,  daß  die  Arbeit  der  Deformation  jener  Kräfte  neben 
derjenigen  der  Translation  vernachlässigt  werden  könne. 

Bezeichnen  wir  die  Komponenten  der  auf  die  Volumeneinheit 
des  Stabes  bezogenen  körperlichen  Kräfte  nach  den  absolut  festen 
Axen  mit  if,  IT,  Z1  und  nehmen  an,  daß  die  körperlichen  Kräfte  um 
Parallele  zu  diesen  Axen  durch  das  betrachtete  Volumenelement 
keine  endlichen  Momente  ergeben,  so  ist 

196")      dsfdq  V«  =  ffSds  =  q{x  *{  +  IT  3V  +  Z'3Q  ds. 

Ebenso  findet  sich,  wenn  man  die  auf  die  Endquerschnitte  qh,  wo 
h  gleich  0  oder  1  ist,  ausgeübten  Gesamtkomponenten  und  Mo- 
mente mit 

Äh,  Bh,  T\,  Äh,  Mh,  JVh 

und  die  virtuellen  Drehungen  um  die  Parallelen  zu  den  festen  Axen 
S,  H,  Z  durch  die  Schwerpunkte  der  Endquerschnitte  mit  <TAA,  3'/i„ 
ö'vh  bezeichnet, 

(  fdq  Ö'ah  =  3'Sk 

196"')  H      __   _  __ 

I    -  {Ah  nh  +  Bh  önh  +  rhKh  +  Ah  d%  +  Mh  ff(ih  +  Wh  ffvh) ; 

ff  8  und  ffSh  sind  neue  Bezeichnungen. 

Die  Variationen  des  elastischen  Potentiales  für  das  Volumen  q  da 
können  wir  nach  (17"')  schreiben,  da  3a.—  —dcp  ist, 

+^ffi+®+M'/?+V;)+M«+?*)l- 

Nun  ist  aber  nach  (189)  und  (189')  für  jeden  Querschnitt 
zwischen  q0  und  qv  wie  sich  durch  eine  teilweise  Integration  leicht 
zeigen  läßt, 

o  =  dsfdq  Ix//"  +  r     +  rz     +  z"»  +  x(s^  + 

J    7  L  x  dz        y  o  y        *  ö  y         x  bx         ?\dx        dy  )\ 
und  man  erhält  durch  Addition  der  letzten  beiden  Formeln 
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rf.JV?  =  -  ä,jdq  +  +  .  197) 

Hierein  sind  die  Werte  (188)  von  u,  vy  w  zu  setzen  und  in  ihnen  die 
Variationen  auf  c',  /',  m,  n  zu  beziehen ;  nach  Ausführung  der  Differen- 
tiation nach  z  darf  man  in  denselben  z  —  0  setzen,  da  jeder  Quer- 
schnitt zwischen  q0  und  qx  beliebig  zum  Querschnitt  z  =  0  gemacht 
werden  kann. 

So  erhält  man 

dx  =  —  y™>    -y^  =  +  * on,     ö-  =  —  xdwi  +  t/öl  +  de,     19<  ) 

und  durch  Einsetzen  der  Werte  in  Formel  (197)  und  Ausführung 
der  Integration  unter  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (189  ") 

dsfSydq  =  {LSI'  +  MSm  +  NSn  +  (M<?V-  197") 

Bei  der  Ableitung  dieser  Formel  ist  bezüglich  der  Verrückungen 
u,  v,  w  nur  allein  benutzt,  daß  die  Deformationsgrößen  Ton  z  unab- 
hängig sind,  bezüglich  der  Druckkomponenten,  daß  sie  den  Formeln 
(189)  und  (189')  genügen;  dagegen  ist  von  den  speziellen  Werten, 
welche  die  XxJ .  .  .  Xy  in  der  Elasticitätstheorie  besitzen,  kein 
Gebrauch  gemacht,  —  die  Resultate  haben  also  sehr  allgemeine 
Bedeutung. 

Nach  (194)  und  (194')  ist  aber  in  dem  speziellen  Falle,  daß  die 
Ansätze  (107")  resp.  (107"')  der  Elasticitätstheorie  gelten 

r     SP'      T     dP     M     dP      M  dP 

C=öc"      i=SäT'     M=dm"  A=Sdn" 

worin  2F  =  a^c*, 

2P=  «n/'2+  a„  m'a+  aS3n'8+  2«a3  mn '  +  2a$lnl'+  2a,,/'m' 

ist,  und  die  ahk  durch  die  Elasticitätsmoduhi  der  Substanz  und  die 
Gestalt  des  Querschnittes  bestimmt  sind. 

Sonach  nimmt  die  Formel  (197")  in  unserem  speziellen  Falle 
die  einfache  Gestalt  an: 

ds fdfp  dq  =  (Z  SV  +  MSm  +  Nöri  +  Cöc) ds  =  (3P  +  SP') ds.  197  ") 

Dabei  ist  es  nützlich,  hervorzuheben,  daß  nach  der  Ableitung 
auf  S.  4 1 1  a0  in  Bezug  auf  die  Querdimensionen  des  Stabes  vom 
zweiten,  die  ahk  aber  vom  vierten  Grade  sind. 

Unter  Berücksichtigung  der  vorstehenden  Resultate  nimmt  die 
Hamilton' sehe  Gleichung  (196)  die  Form  an: 
*,  *. 

fdt[jds{ST- SF- <>P  +  <T*)  +  dTfif,+  <^']  =  0.  198) 
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Ist  der  Stab  bei  gegebenen  Positionen  der  Endquerschnitte  und 
ohne  die  Einwirkung  körperlicher  Kräfte  im  Gleichgewicht,  so 
reduziert  sich  die  Gleichung  einfach  auf 

«i 

198)  fdstfl»  +  SP)  =  0. 

Hierin  enthält  SP  nur  Sl\  Sm,  Sn;  wir  wollen  für  S  P'  =  C Se- 
emen entsprechenden  von  Sl,  Sm,  Sji  abhängigen  Wert  bilden. 

Dazu  beachten  wir,  daß,  wenn  A,  B,  r  die  gegen  einen  Quer- 
schnitt q  wirkenden  Gesamtkompooenten  parallel  den  absolut  festen 
Axen  bezeichnen,  dann  die  Gleichungen  (189),  auf  ein  zwischen 
zwei  Querschnitten  q'n  und  q\  liegendes  Stück  des  Stabes  angewandt, 
ergeben,  daß  A,  B  und  r  längs  des  ganzen  Stabes  konstant  sein, 
also  auf  beide  Endquerschnitte  q0  und  qx  entgegengesetzt  gleiche 
Kräfte  wirken  müssen.  Gleiches  gilt  beiläufig  von  den  Momenten 
A,  M,  N  um  die  festen  Axen. 

Nun  sei  die  Z-Axe  in  die  Richtung  der  auf  den  Endquerschnitt 
qx  wirkenden  Kraft  gelegt,  also  A  =  B  =  0,  dann  ist  C  -  />s, 
falls  ys  den  Cosinus  des  Winkels  zwischen  der  Z-Axe  und  ds  an 
der  betrachteten  Stelle  bezeichnet,  und  es  ist  r  längs  *  konstant. 

Um  dann  die  virtuelle  Änderung  von  c  zu  bestimmen,  hat  man 
zu  bedenken,  daß  die  virtuelle  Verrückung  die  Stabaxe  nicht  zer- 
reißen darf,  also  eine  stetige  Funktion  von  *  sein  muß,  im  übrigen 
aber  beliebig  ist  Man  erhält  sogleich  das  veränderliche  Produkt 
y3Sc,  durch  Sl,  Sm,  Sn  ausgedrückt,  wenn  man  die  virtuelle  Ver- 
rückung so  vornimmt,  daß  alle  Punkte  der  Stabaxe  um  beliebige 
Beträge  normal  zur  Z-Axe  verschoben  werden ;  dann  wird,  wie  eine 
einfache  geometrische  Betrachtung  zeigt 

y5Sc  =  Sys  =  ß3Sl  -  a3Sm, 

also  die  Gleichung  (198')  zu 

«i 

198")  fds{SP+rSys)  =  0, 

wo  r  längs  s  konstant  ist. 

Diese  Formel  vergleichen  wir  mit  der  im  §  14  des  ersten 
Teiles  für  die  Rotation  eineB  schweren  starren  Körpers  um  einen 
festen  Punkt  ebenfalls  aus  dem  Hamilton' sehen  Prinzip  abgeleiteten 
Gleichung  (134"'),  welche  lautet 

u 

198"')  Jdt{dW+G*dy9)  =  0; 
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hierin  ist  W  die  lebendige  Kraft  des  starren  Körpers,  G  sein  Ge- 
wicht, *  der  Abstand  seines  Schwerpunktes  vom  festen  Punkte  und 
y3  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  der  Richtung  von  s  und  der 
Richtung  der  Schwerkraft. 

Führt  man  ein  im  Körper  festes  Koordinatensystem  X,  Y,  Z  ein, 
dessen  Anfang  in  dem  festen  Punkt  und  dessen  £-Axe  in  *  liegt,  so 
ist  W  nach  S.  107  eine  quadratische  Form  der  Rotationsgeschwin- 
digkeiten t,  m',  n  um  die  Axen  X,  Y,  Z,  und  zwar  gilt 

=  =/'2+  Hm'2+  Zn'2+  2='mV  +  2HVf  +  227  m', 

worin  E,  H,  Z  die  Trägheitsmomente,  H\  Z'  die  Deviations- 
momente um  die  Axen  X,  Y,  Z  bezeichnen. 

Hält  man  hiermit  zusammen,  daß  nach  (194') 

21>=  anl'2+  a22wi'a+  fl3S«'a+  2«23  mn  +  2a31  n7'*+  2o,2/'m' 

ist,  so  erkennt  man,  daß  die  formale  Übereinstimmung  der  Glei- 
chungen (198  ")  und  (198"')  eine  vollständige  ist. 

Es  entspricht  daher  jedem  Stab  von  gegebener  Substanz  und 
gegebenem  Querschnitt  ein  starrer  Körper  von  bestimmten  Trägheits- 
und Deviatiousinoinenten ;  es  entspricht  der  längs  s  wechselnden 
Lage  der  im  Querschnitt  des  Stabes  festen  Axen  A,  Y,  Z  gegen  das 
absolut  feste  System  if,  II,  Z  die  mit  der  Zeit  veränderliche  Lage 
der  im  starren  Körper  festen  Richtungen  X,  Y,  Z\  es  entsprechen 
den  für  das  Ende  s  =  0  geltenden  Richtungen  der  im  Stabquer- 
schnitt festen  A,  Y,  ÜT-Axen,  sowie  den  dort  stattfindenden  spezifi- 
schen Biegungen  und  Drillungen  dl /dz,  dm /dz,  dn/ dz  eine 
Anfangsposition  des  starren  Körpers  und  Anfangsrotationsgeschwindig- 
keiten dl  /  dt,  dm  j  dt,  dn  j  d  t. 

Ein  Unterschied  liegt  aber  darin,  daß  bei  dem  Rotationsproblem 
die  letzteren  Größen  direkt  gegeben  sind,  bei  dem  elastischen  hin- 
gegen die  auf  den  letzten  Querschnitt  wirkenden  Momente  Lv  Mv  Nv 
aus  denen  sich  zunächst  die  A,  M,  N  um  die  absolut  festen  Axen  be- 
stimmen, und  da  diese  längs  des  Stabes  konstant  sind,  auch  die  auf 
die  vorgeschriebenen  Axenrichtungen  A',  Y,  Z  bezogenen  LQ,  MQ,  N0, 
die  im  ersten  Querschnitt  q0  wirken.  Aus  ihnen  folgen  aber  die 
/,;,  ™;,  <  für  jenes  Ende  gemäß  den  Formeln  (190')  und  (192'). 

Hiernach  kann  man  behaupten,  daß  das  elastische  Problem  auf  das 
rein  mechanische  zurückgeführt  ist,  und  daß  jeder  spezielle  Fall,  für 
welchen  das  Rotationsproblem  eines  schweren  starren  Körpers  um 
einen  festen  Punkt  gelöst  ist,  zugleich  die  Lösung  eines  elastischen 
Problemes  liefert,  das  mit  ihm.  wie  oben  gezeigt,  zusammenhängt.*2)  — 

Vokst,  Theoretische  Physik.  27 
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Die  allgemeine  Gleichung  (198)  giebt,  wie  für  die  endlichen 
Deformationen  unendlich  dünner  ursprünglich  gerader  Stäbe, 
auch  die  Mittel  für  die  Behandlung  der  jeniger  ursprünglich  ge- 
krümmter, wenn  man  nur  die  Überlegung  zu  Hilfe  nimmt,  daß 
die  Momente  L,  M,  X,  welche  nötig  sind,  um  aus  der  ursprünglich 
gekrümmten  Gestalt  («)  den  Stab  in  die  neue  (b)  zu  bringen,  für 
jedes  Element  durch  die  Differenzen  derjenigen  gegeben  sein  müssen, 
welche  das  Element  aus  der  geradlinigen  Form  einmal  in  die 
Form  (b),  das  andere  Mal  in  die  Form  (a)  überführen. 

Der  Fall  eines  nicht  isotropen  Körpers,  der  wegen  der  von 
Element  zu  Element  wechselnden  Orientierung  der  Axen  A",  Y,  Z 
gegen  die  Hauptaxen  der  Substanz  große  Schwierigkeiten  bieten 
würde,  darf  hierbei  ausgeschlossen  werden.  Für  isotrope  besteht 
die  Erweiterung  darin,  daß  an  Stelle  der  Funktion  2P  auf  der 
vorigen  Seite  die  neue  tritt 

2P  =  au  (/'  —  /(',)2  +  fl22(m'  —  m'a)2  +  a33(n  —  n'a)2, 

worin  /„,  m'aJ  n'„  die  dem  ursprünglichen  Zustande  des  Stabes  ent- 
sprechenden Werte  von  l\  m\  ri  bezeichnen. 

Die  Gleichgewichtsbedingungeu  werden  dann  in  derselben  Weise 
durch  Benutzung  der  HAMii/roN'schen  Gleichung  erhalten,  wie  in  dein 
Fall  des  ursprünglich  geraden  Stabes.83) 

§  25.  Unendlich  kleine  Verrückungen  ursprünglich  gerader  Stabe;  Saiten. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  was  der  praktisch  wichtigste  Fall 
ist,  daß  die  Verrückungen  aller  Punkte  des  ursprünglich  geraden 
Cy linders  aus  ihren  Ruhelagen  nur  unendlich  klein  sind;  hier 
sind  dann  auch  die  Axen  A~,  Y,  Z  an  jeder  Stelle  nur  um  unendlich 
kleine  Winkel  gegen  die  Axen  jr,  H,  Z  geneigt. 

Für  einen  beliebigen  Punkt  der  ursprünglich  in  die  Z-Axa  fallen- 
den Stabaxe  darf  man  jetzt  in  erster  Näherung  setzen: 

199)  !  =  =  + 

wo  nun  1/,  t\  w  Funktionen  von  z  und  t  allein  sind.  Gleichfalls  in 
erster  Näherung  ist  dann  nach  (188) 

worin  n  den  Drehungsuinkel  des  Querschnittes  um  die  Z-  oder 
Z-Axe  bezeichnet.  Da  ferner  /'=d//dr,  m'=dmjdz  gesetzt  war, 
so  ist  auch 

ioo"\  ;         Sr       .,       1  ÖH 

199)  Z  =*-*»'    ",=  +cK' 
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199"') 


wobei  die  Integratiouskoustauten  als  weiterhin  irrelevant  unter- 
drückt sind. 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Werte  wird  nun  das  System  der 
Formeln  (196'),  (197"'),  (196")  und  (196"  ) 

"+ «•■-  -     + **(f;) + +»ß:). 

Wir  setzen  diese  Werte  in  die  HAMii/rox'sche  Gleichung  (198;  ein 
und  zerlegen  sie,  indem  wir  je  nur  m,  nur  v,  nur  w,  nur  n  variieren. 
Wir  erhalten  auf  diese  Weise: 

-4.*ß:)-4,('.?),+  l,«*e«+J,>'p'}-0' 
/  dt  [fdM  [i  y  (,  8  ( e4* ) 8  -  ca\  wx  +  ?  z  *»]  +  r„s,c„+ r,  * }  =  o, 

/«"{/ (a")*  -    (§=)]  +  iv.^  + Ai*«,}  =  o. 

Hierin,  wie  im  folgenden,  sind  die  Integrale  nach  *  zwischen  zwei 
beliebigen  Grenzen  t0  und  tv  diejenigen  nach  z  über  die  ganze  Länge 
des  Stabes,  d.  h.  von  z  =  0  bis  z  =  z,  |zu  nehmen;  in  der  letzten 
Gleichung  ist  x;  -f-  Xy  in  x2  abgekürzt 

Entwickelt  man  diese  Formeln  in  bekannter  Weise,  so  ergiebt 
sich  für  alle  Punkte  der  Z-Axe 


200) 


Mb*-  ' 

für  die  Grundfläche  z  =  0 


8*  1 


200') 


J/+M0=0,  /,  +  4o  =  o,  c+r0=o,  N+No  =  0, 


^  —  J  -  0 


ÖL 
dx 


! 


200") 


27 
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für  die  Grundfläche  z  —  z, 


M-  jv/j  -  o,  l  -  ax  =  u,  c-  rx  =  o,  iV  -  yv^  =  o, 


200"') 


1^4-^  =  0,  bJ-  -  1\  =  0. 
ö*         1       7     dz  1 


Im  Falle  des  Gleichgewichtes  muß  zugleich  nach  allgemeinen 
mechanischen  Grundsätzen  gelten,  da  sich  dabei  die  äußeren  Wir- 
kungen zerstören  sollen, 


A0  +  AX  +  qfSdz  =  B0  4-  Bx  +         rf2  =  r0  +     +  y/Z'rfr 


l  M0  +  M,  +  zx Ax  +  qfzS'dz  =  AQ  +  Al-zlB1-qfz Wdz  =  0. 

Hierzu  kommen  unter  den  S.  344  angegebenen  Umständen  noch 
die  Bedingungen  der  Befestigung,  auf  die  wir  unten  näher  eingehen 
werden. 

Alle  diese  Formeln  sind,  wie  Gleichung  (197"'),  von  den  spe- 
ziellen Gesetzen,  welche  die  Komponenten  und  Momente  mit  den 
Deformationsgrößen  verbinden,  unabhängig,  besitzen  also  eine  sehr 
allgemeine  Anwendbarkeit. 

Auf  die  uns  hier  speziell  beschäftigenden  elastischen  Erschei- 
nungen wendet  man  sie  an,  indem  man  für  C\  L,  Af,  Ar  die  Werte 
(194)  unter  Berücksichtigung  von  (194')  und  (199')  einführt. 

Wir  wollen  zunächst  die  Frage  erledigen,  welche  Grenzbedin- 
gungen nötig  sind,  um  mit  den  Hauptgleichungen  (200')  zusammen 
die  Deformationen  vollständig  zu  bestimmen. 

Zur  Behandlung  des  Gleichgewichtszustandes  fassen  wir  die 
Formeln  (200'),  nachdem  die  Beschleunigungen  darin  gleich  Null 
gesetzt  sind,  mit  den  Faktoren  uy  v,  m\  n  zusammen  und  integrieren 
das  Resultat  über  z  von  z  =  0  bis  z  =  zx ;  wir  erhalten  dann  unter 
Benutzung  der  Grenzbedingungen  (200")  und  (200"') 


0  =  (w0  A0  +  v0  B0  +  «r0  r0  +  n0  JV0 )  +  (ulA1  +  *, B,  +  urx  r.  +  n.N,) 


Führt  man  uoch  die  Beziehungen  (200"")  und  die  durch  (194)  und 
(194')  definierten  Funktionen  P  und  V  ein,  so  erhält  man 


200"") 


=  N0  +      =  0, 


201) 


+  aMrM  +  ((H)IMEM 


+  qf{2'n  +  Wv  -i-  Z'w)dz. 
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201) 


0  =  [nx  -  u0  -  zx  (*  j  J  Ax  +  [c,  -  i>0  -  r,  (  ~)  j  Ä 1  +  (»r,  -  w0)  ^ 

+  Z'  («•  -  ir0)}  rf*. 

Hierin  können  wir  den  von  den  anderen  Gliedern  unabhängigen, 
nämlich  allein  w  enthaltenden  Teil 

0  =  (wx  -  wn)  rx-2f  Fdz  +  q/Z'  (w  -  w0)  dz 

zuerst  für  sich  betrachten. 

Da  2  P'  =  a0(dw  j  dz)2  ist,  so  kanu  man  aus  dem  Verschwinden 
dieses  Ausdruckes  in  der  auf  S.  181  und  342  angewandten  Weise 
folgern,  daß  bei  gegebenem  Z'  und  (wx  —  w0)  oder  7^  die  longitu- 
dinale  Verrückung  bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt  ist. 

Die  übrigen  Glieder  ergeben,  daß,  wenn  P  eine  definite  qua- 
dratische Form  ist,  bei  vorgeschriebenem  £*  und  FV  und  zugleich 
gegebenem 

"i-"o-*,(**)o  °der  Av  t^-^-z^^oder  Bv  nx-n0  oder  Nv 

St)- 8").«^  «1.(21-8-3. 


n  stets  bis  auf  eine  additive  Konstante,  w  und  v  bald  bis  auf  eine 
Konstante,  bald  bis  auf  eine  lineare  Funktion  von  z  bestimmt  ist. 

Hierbei  hat  wx  —  w0  die  Bedeutung  der  Gesamtdehnung,  »,  —  n0 
die  der  Gesamtdrillung  des  Stabes;  (d  u  j  d  z)x  —  (d  u  j  ö  z\  und 
{d  v  I  d  z\  —  (d  v  I  d  z)0  geben  die  gegenseitige  Neigung  des  letzten 
und  ersten  Elementes  der  Stabaxe,  also  etwa  die  Gesamtkrümmung; 
ux  —  u0  —  zx{d  u I d  z\  und  vx  —  v0  —  zx (d  v  /  d  z\t  die  Ausweichung  des 
Endes  z  =  r,  aus  der  Tangente  an  dem  Ende  z  =  0  der  Stabaxe, 
also  etwa  die  Gesamtbiegung. 

Diese  Größen  stehen  auf  der  einen,  die  auf  das  Ende  z  =  zx 
ausgeübten  Kräfte  und  Momente  auf  der  anderen  Seite  und  beide 
können  sich  paarweise  bei  der  Bestimmung  des  Problemes  vertreten. 

Nimmt  man  als  Befestigungsbedingungen  hinzu,  daß  an  einem 
Ende  z.  B.  für  z  =  0,  w,  v,  w,  n  und  dujdz  und  dvjöz  vorgeschrieben 
sind,  so  sind  sämtliche  Verrückungen  vollständig  bestimmt. 

Genau  dieselbe  Überlegung  kann  man  für  den  Beweg  ungs- 
zustand  anstellen;  man  hat  dabei  nur  statt  der  oben  benutzten 
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Faktoren  u,  v,  w,  n  jetzt  du  j dt,  dv  j  dt,  die  j  dt,  dnj  dt  in  An- 
wendung zu  bringen  und  außer  über  die  Länge  des  Stabes  auch  in 
Bezug  auf  die  Zeit  zu  integrieren,  und  zwar  das  letztere  von  dem 
Zeitpunkt  t  =  0,  für  welchen  die  antänglicheu  Verrückungen  und 
Geschwindigkeiten  gegeben  sind,  bis  zu  einem  willkürlichen  t  =  tv 
Das  Resultat  ist  die  Formel: 


201") 


-f\P,+  P\dz  +  gf  dtf  {Fu+fTv  +  Pi^dz, 

0  0 

in  welcher  die  Geschwindigkeiten  kurz  durch  obere  Indices  be- 
zeichnet sind. 

Diese  Formel  läßt  sich  nicht  weiter  reduzieren,  da  für  den  Be- 
weguugszustand  die  Beziehungen  (200'"')  nicht  gelten,  und  man  er- 
sieht daraus,  daß  für  jedes  Eude  u  oder  ji,  v  oder  H,  w  oder  r, 
n  oder  JV,  du  jdz  oder  M,  dvjdz  oder  A  vorgeschrieben  sein 
muß,  um  u,  v,  ir,  n  allgemein  zu  bestimmen.  Unbestimmte  additive 
Konstanten  oder  lineare  Funktionen  von  z  kommen  dabei  nicht  vor, 
da  für  die  Zeit  t  ==  0  alle  Größen  u,  v,  w,  n  als  gegebene  ange- 
nommen sind.  — 

Wir  wenden  uns  nunmehr  spezielleren  Problemen  zu  und  be- 
trachten zunächst  einen  Stab  von  solcher  Substanz,  daß  für  ihn  die 
Moduln  s3i  und  .v36  und  damit  die  Nebenänderungen  verschwin- 
den; hier  erhält  man  aus  (195)  u.  f. 

202)  C=  q  —    L  =  —  —  ö'r   M=  + 9  *'J  d*u ,  X  =     29xi>x>*  dri 
und  somit  das  System  der  Hauptgleichungen  (200')  in  der  Form 
202')  ^  +  *1  f »  =      (,       +  *1  f  ^  =H\ 


d*tv       1  8*tr       y,       .  ,  ö»w  2gxl*x\  d'n 

"  ö  &  ~    ö   ~  z »  p  <**  +  *y >  d  ~  ^4T1^7  d   ~  a 

In  ihnen,  wie  in  den  Grenzbediugungen,  erscheinen  hier  die  Variabein 
u,  t\  ic,  n  völlig  gesondert.84) 
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Aus  diesen  Formeln  folgen  die  für  isotrope  Körper  gültigen, 
wenn  man  noch  setzt 

die  letzte  Spezialisierung  liefert  also  keine  formale  Vereinfachung 
der  Gleichungen  und  eine  wesentliche  Vereinfachung  nur  dadurch, 
daß  bei  isotropen  Körpern  die  Bestimmung  der  Parameter  xx  und  xa 
geringere  Schwierigkeiten  bietet,  als  bei  kristallinischen. 

In  dem  allgemeinsten  Falle  beliebiger  Orientierung  des  Clün- 
ders und  nicht  verschwindender  Nebenäuderungen  ist  die  Bestim- 
mung der  x,  und  x2  bisher  nur  für  einen  elliptischen  Querschnitt 
möglich  gewesen.  — 

Wenden  wir  uns  zunächst  zu  der  speziellen  Gestalt,  welche  die 
Formeln  (202')  im  Falle  des  Gleichgewichtes  annehmen,  so  können 
wir  dabei  auch  von  der  Wirkung  körperlicher  Kräfte  jT,  H\  Z\ 
deren  Behandlung  kein  theoretisches  Interesse  bietet,  absehen  und 
uns  allein  auf  die  Einwirkung  von  Kräften  und  Momenten  auf  die 
Endquerschnitte  beschränken.  Man  erkennt,  daß  hierbei  u  und 
v  Funktionen  dritten,  w  und  n  Funktionen  ersten  Grades  von  z 
werden,  deren  Konstanten  sich  aus  den  Bedingungen  für  den  End- 
querschnitt bestimmen.  Biegung  und  Längsdehnung  werden  allein 
von  dem  Modul  s33  resp.  *,  Drillung  von  den  Moduln  su  und  ä55 
resp.  ,v2  abhängig,  und  die  Beobachtung  der  betreffenden  Defor- 
mationen liefert  die  klassischen  Methoden  zu  deren  Bestimmung. 

Hierbei  wird  in  der  Kegel  das  eine  Ende  {z  =  0)  des  Stabes 
befestigt,  das  andere  {z  =  zx)  einer  Kraft  oder  einem  Moment  aus- 
gesetzt. 

Man  hat  so  ft'ir  z  =  0  bei  Dehnung  und  Drill ung  zu  setzen 

ir  =  0,    n  =  0;  202 ") 

bei  Biegung,  wenn  das  Ende  eingeklemmt,  also  vollkommen  be- 
festigt ist,  und  dadurch  Verschiebung  und  Drehung  verhindert  wird, 

w  =  „  =  0,    ?M  =  *P=0,  202") 

dagegen,  wenn  das  Ende  auf  einer  Unterlage  liegt,  die  eine  Ver- 
schiebung unmöglich  macht  und  ein  Moment  nicht  ausübt,  also  wenn 
es  unvollkommen  befestigt  ist, 

""^  i>U-°-  202""> 

Ein  an  beiden  Enden  unterstützter,  in  einem  mittleren  Punkte 
belasteter  Stab  wird  in  seinen  beiden  Teilen  gesondert  behandelt; 
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an  den  äußeren  Enden  gelten  die  Bedingungen  (202""),  an  den 
inneren  ist  die  ausgeübte  transversale  Kraft  vorgeschrieben  und  muß 
außerdem  m,  vf  du  /  d  z,  dvjdz  für  beide  Teile  übereinstimmen.  — 
Alle  Moduln  shk  sind  nach  den  Formeln  (112")  von  der 
Orientierung  des  Axensystems  X,  Yf  Z  gegen  die  Krystallaxen  ab- 
hängig und  dabei  lineare  Funktionen  der  21  Hauptmoduln  sj*, 
die  man  erhält,  wenn  man  das  Hauptaxensystem  zu  Grunde 
legt.  Ihre  allgemeinen  Werte  lauten,  falls  mau  für  die  Richtungs- 
cosinus der  Axen  A\  Jr,  Z  gegen  die  Hauptaxen  X°,  7°,  Z°  dasselbe 
Schema  benutzt,  das  S.  413  für  diejenigen  gegen  die  willkürlichen 
Axen  if,  H,  Z  aufgestellt  ist: 

'*83  =  *!!  'V  +  *M  A*  +  4u34 

203)  \    +  2  «33  [(^  +  *y  A  y3  +  *?•  x3  «3  +  *?«  ft] 

+  2;-32  K  ft  r3  +  *i  r3  «s  +  «,  +  «i) «,  AI» 

»  =  4Wi  «32«32  +  *i  A"  A*  +  'i^r,*) 
+  *i  (A  ra  +  r3  A)2  +  'i  (r8  «3  +  «,  r2)2  +  *i  K  A  +  A  *2)2 

+  8  (*»  Ä  ;  «  Ä  ^3  +  *il  ^2  »1  /  3  «3  +  *'l2  «%  A  «S  Ä) 

+  4  (A  r3  +  n  Ä)  K* *.  «3  +  *;»  Ä  A  +  *«  r2  r3) 
203')  |    +  4  (y,  *2  +  «3 ;-,)  (*;5  «2  a3  +  ^6  A  A  +  *i  ?'3  ;-,) 

+  4  («s  A  +  A  «1)  Wa  «2  «3  +  *2°e  A  A  +  -'s0«  Y%  /'s) 
+  2  K  (y,  «2  +  «3  ft)  («3  A  +  Ä  «2) 

+  *«(«8Ä  +  Ä«i)(Ari  +  >'3Ä) 
+  4»  (A  r2  +  r3  Ä)    «2  +  "3  y2)] ; 

556  geht  aus  su  durch  Vertauschung  von  «a,  A>  /'2  mit  av  A»  A 
hervor.86) 

Man  erkennt  leicht,  daß  wegen  der  Beziehungen,  die  zwischen 
den  neun  Richtungscosinus  stattfinden,  die  21  Hauptmoduln  in  den 
vorstehenden  Ausdrücken  nur  in  je  15  unabhängigen  Kombinationen 
auftreten,  so  daß  also  die  Beobachtung  von  Biegung  resp.  Dehnung 
allein  oder  von  Drillung  allein  auch  bei  vielseitigster  Veränderung 
der  Orientierung  immer  nur  15  Aggregate  der  abzuleiten  gestattet 
Um  sie  alle  zu  erhalten,  ist  also  stets  die  Kombination  der  Unter- 
suchung von  Biegung  und  von  Drillung  nötig;  auch  ist  es  im  allge- 
meinen unumgänglich,  Stäbe  in  Orientierungen  zu  benutzen,  für 
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welche  die  Nebenänderungen  nicht  verschwinden,  und  die  daher 
theoretisch  und  praktisch  erhöhte  Schwierigkeiten  bieten. 

Aus  den  gefundenen  Hauptmoduln  s£k  folgen  die  Hauptkonstan- 
ten gemäß  den  aus  (107")  und  (107"  )  sich  ergebenden  Beziehungen 

1  =  S\k  Clh  +  Sih  C2h  +  S3h  °3h  +  S4h  C4h  +  S6h  C*h  +  s6h  C6M  )  203") 
®  =  S\k  Clh  +  ÄJfc  Cth  +  ,V3k  C3A  +  '*«  C4fc  +  *6*  C5A  +  S6k  C6h'  ' 

Ihre  numerische  Bestimmung  hat  ein  hohes  Interesse  wegen 
der  eigentümlichen  Beziehungen,  welche  eine  gewisse  molekulare 
Theorie  der  elastischen  Kräfte  zwischen  ihnen  aufstellt. 

Geht  mau  nämlich  von  der  Auffassung  aus,  daß  die  zwischen 
den  kleinsten  Teilchen  eines  elastischen  Körpers  wirkenden  Kräfte 
nur  Funktionen  von  deren  gegenseitigen  Entfernungen  sind,  so  ge- 
langt man  nach  S.  128  zu  den  Gleichungen  (150"  ) 

die  sich  nicht  ergeben,  wenn  man  die  Kräfte  auch  noch  von  der 
Richtung  der  Verbindungslinie  abhängig,  sagen  wir  kurz  polar 
wirkend,  annimmt. 

Die  Beobachtung  hat  entschieden,  daß  bei  Krystallen  diese  Be- 
ziehungen mitunter  angenähert,  mitunter  aber  auch  gar  nicht  erfüllt 
sind,  und  man  gelangt  dadurch  zu  der  Auffassung,  daß  polar  wir- 
kende Moleküle  die  Regel,  solche  mit  verschwindender  Polarität 
die  Ausnahme  darstellen.  Ein  eigentümlicher  Zusammenhang 
zwischen  elastischen  und  elektrischen  Wirkungen  wird  dadurch  an- 
gedeutet, daß,  soweit  die  Beobachtungen  reichen,  anscheinend  die 
Krystalle,  deren  Konstanten  die  Gleichungen  (204)  nicht  erfüllen, 
piezoelektrisch  erregbar  sind,  die  übrigen  nicht.  — 

Eine  gewisse  Schwierigkeit  bieten  die  isotropen  Körper,  für 
welche  die  aus  den  Formeln  (204)  folgende  Beziehung 

Cj-Jcg    oder    c  =  3c1  204') 

Geltung  behält,  gleichviel  ob  man  die  Moleküle  als  polar  wirkend 
annimmt  oder  nicht,  wenn  man  nur  die  physikalische  Gleichwertig- 
keit aller  Richtungen  dadurch  bewirkt  denkt,  daß  jede  Orientierung 
des  einzelnen  Moleküles  gleich  häufig  ist.  Denn  offenbar  wird  die 
polare  Wirkung  der  Moleküle  dann  nicht  zur  Geltung  kommen, 
sondern  nur  ein  mittlerer  Wert  der  Kraft,  der  mit  der  Richtung 
nicht  variiert 

Nun  zeigt  die  Beobachtung,  daß  bei  isotropen  Körpern  die  Be- 
ziehung (204')  nur  selten  angenähert,  meistens  sehr  wenig  erfüllt 
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ist,  und  fordert  sonach  eine  von  der  zunächst  liegenden  und  ehen 
skizzierten  abweichende  Auffassung  der  Konstitution  isotroper  Körper. 

Eine  solche  wird  unmittelbar  nahe  gelegt  durch  die  Wahr- 
nehmung, daß  eine  große  Zahl  sogenannter  isotroper  Körper,  insbe- 
sondere alle  Metalle,  nur  Anhäufungen  Ton  verschieden  orientierten 
Krystallbrocken  darstellen,  deren  einzelne  Teile  gegenüber  der  Mole- 
kularwirkungssphäre sehr  groß  sind,  und  man  kann  die  Annahme 
plausibel  machen,  daß  diese  nur  quasiisotrope  Struktur  bei  schein- 
bar isotropen  Körpern  die  Regel  bildet. 

Das  elastische  Potential  für  solche  Körper  kann  demgemäß  aus 
dem  für  den  Krystall  geltenden  erhalten  werden,  indem  man  von 
dem  letzteren  den  Mittelwert  für  alle  möglichen  Lagen  des  Krystalles 
gegen  die  Koordinatenaxen  bildet.  Der  so  gefundene  Ausdruck  be- 
sitzt die  Konstanten 

204")      f  c  =  M3q  +  2C'  +  4Q,    cx  =         +'AC2-  2Q 
worin 

V\\  +  C22  +  C33  =  3C1  »     C23  +  ^31  +  C12  =  3  C2  >     C\\  +  C66  +  ^66  =  3  C3 

gesestzt  ist,  und  erfüllt  demnach  die  Beziehung  (204')  nicht,  wenn 
die  Konstanten  chk  des  Krystalles  die  ersten  drei  Formeln  (204)  nicht 
befriedigen.86)  — 

Das  Problem  der  Bewegung  cylindrischer  Stäbe,  bei  welchem 
wiederum  von  der  Einwirkung  körperlicher  Kräfte  abgesehen  und 
nur  anfängliche  Verrückungen  und  Geschwindigkeiten,  sowie  zeitlich 
wechselnde  Einwirkungen  auf  die  Endquerschnitte  in  Betracht  ge- 
zogen werden  mögen,  hat  praktisches  Interesse  allein  im  Fall  end- 
licher Länge  und  isotroper  Substanz. 

Die  Formeln  für  Dehnung  und  Drillung  nehmen  die  Ge- 
stalt an 

worin  bedeutet 


1     ..^  7 


205')  i»2=  —    resp.  = 

o  s„  1  Q (JC, » .*„  +  x2»  *u)  (xj  +  xj ) 

von  den  Bedingungen  für  die  Enden  kommen  besonders  die  in  Be- 
tracht, daß  die  Verrückung,  d.  h.  W  vorgeschrieben,  an  festen 
Endpunkten  speziell  gleich  Null  ist,  oder  daß  die  äußere  Kraft,  d.  h. 
dW\dz  vorgeschrieben,  an  freien  Endpunkten  speziell  gleich 
Null  ist. 

Dies  alles  stimmt  vollständig  mit  dem  System  der  Bedingungen 
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überein,  welches  für  Schwingungen  einer  elastischen  Flüssigkeit  in 
ebenen  Wellen  gilt  und  S.  350  behandelt  ist.  Für  begrenzte  Stäbe 
geschieht  im  Falle  einfacher  Töne  die  Integration  durch  trigono- 
metrische Funktionen  von  z,  womit  zusammenhängt,  daß  bei  stehenden 
Schwingungen  die  Stäbe  im  allgemeinen  in  eine  Anzahl  gleichartig 
bewegter  Teile  zerfallen,  deren  Grenzen  Schwingungsknoten  bilden. 
Die  Gleichungen  (202')  für  die  Biegungen  haben  die  Form 

worin 

resp.    =--*-  205"') 

ist,  sind  also  von  den  früher  behandelten  verschieden. 

Die  Grenzbedingungen  bieten  eine  wesentlich  größere  Mannig- 
faltigkeit als  bei  dem  Problem  der  Dehnung  und  Drillung. 

Gegebenes  U  bezeichnet  vorgeschriebene  Verrückung,  gegebenes 
dUldz  vorgeschriebene  Drehung  des  Stabendes  um  eine  Queraxe; 
gegebenes  ö2Ujöz2  entspricht  vorgeschriebenem  Drehungsmoment 
um  eine  Queraxe,  gegebenes  d3Uldz3  gegebener  transversaler  Kraft 

Welche  Kombinationen  dieser  Angaben  die  Bewegung  vollstän- 
dig bestimmen,  ist  aus  den  Betrachtungen  auf  S.  422  zu  erschließen. 

Man  erkennt  aus  ihnen,  daß,  neben  zur  Zeit  /  =  0  vorgeschrie- 
benem U  und  d  l'jdt,  für  jedes  Ende 

zugleich  U  und  d  Ujdz 
oder  U  und  d*  Ujdz2 
oder  d3Ujdz3  und  öUjöz 
oder  d3Vjdz3  und  d*U /  d  z2 

gegeben  sein  müssen,  damit  die  Bewegung  bestimmt  sei.  Von  diesen 
Möglichkeiten  besitzen  die  drei  besondere  Wichtigkeit,  daß  entweder 
U  und  düjdz,  oder  U  und  dit'j  dz2,  oder  endlich  d2U j  d  z2  und 
d3Ujdz3  verschwinden;  sie  entsprechen  den  Fällen,  daß  das  be- 
treffende Stabende  vollkommen  befestigt,  unvollkommen  befestigt  und 
vollkommen  frei  ist. 

Die  Integration  der  Gleichung  (205")  geschieht  bei  endlichen 
Stäben  im  Falle  einfacher  Töne  durch  Exponentialgrößen  und  trigo- 
nometrische Funktionen  von  r,  womit  zusammenhängt,  daß  bei  stehen- 
den Schwingungen  die  Stabe  nicht  in  gleichwertige  Teile  zerfallen.  — 

Ein  rein  theoretisches  Interesse  weckt  der  Fall  der  Fortpflan- 
zung einer  Bewegung  längs  eines  unendlichen  Stabes,  sei  sie  nun 
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durch  dauernde  Einwirkung  auf  einen  Punkt,  etwa  einen  Endpunkt, 
oder  durch  eine  Anfangsverrückung  und  -geschwindigkeit  erregt. 

Für  Dehnung  und  Drillung  gelten  hier  die  auf  S.  353  und  355 
abgeleiteten  Formeln  mit  entsprechender  Bedeutung  von  v;  eine  be- 
sondere Untersuchung  erfordert  dagegen  der  Fall  der  Biegung. 

Zur  Integration  gehen  wir  aus  von  dem  Ansatz87) 

x 

206) 

0 

und  bilden,  indem  wir  mit  i//(£)  den  Differentiahjuotienten  nach  dem 
ganzen  Argument  £  bezeichnen, 

0 

was  sich  durch  die  Substitution 
überführen  läßt  in 

0 

Hieraus  folgt  auch 

o 

oder  bei  Berücksichtigung  von  zjß  =  a 

X 

o 

Man  erhält  ebenso 

o 

^  -s:--H/rV±r)y(ä)'-. 

0 

während  auch  gilt 

X 

207')  ^  =  p»/r(p(±^)v,(^)rf«. 

0 
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Sonach  ist  obiger  Ansatz  ein  Integral  unserer  Gleichung,  falls 
nur  p  =  (o  und 

V'"(£)  +        =  0,  207") 

also 

y  =  a  cos  £  -4-  3  sin  £  ist. 

Ein  zweites  Integral  wird  nahe  gelegt  durch  den  Wert  (206') 
von  dVjdz,  der  offenbar  dieselbe  Behandlung  gestattet,  wie  /'selbst, 
und  für  den  wir  schreiben  wollen 


207'") 


wo  y1  (£)  =  a'  cos  £  +  3'  sin  £  ist. 

Mit  Hilfe  dieser  Lösungen  kann  man  nun  leicht  die  Fort- 
pflanzung der  auf  ein  Ende  des  nach  der  anderen  Seite  unendlichen 
Stabes  ausgeübten  Erregungen  bestimmen;  dabei  kommen  wieder 
die  vier  auf  S.  427  angegebenen  Kombinationen  von  Grenzbedingungen 
in  Betracht.88) 

Ist  für  z  =  0  U=F{t),  dU/dz  =  />(/),  so  wird 

u><  -  ^ j?(<  -  sin  2' + (<  -  *y -  £]  *«•  2°8) 

0 

Ist  für  z  =  0  U=F{t),  dH/dz2  «  /;(/),  so  wird 

0 

+/,.('-2,;'„)  («y-^t)]  dz- 

Ist  für  r  =  0  d'tf/dz3  =  /"(<),  öf  /ör  =  /',(<),  90  wird 

-7'i  (^^)(C0S2^~sin^)]rfa- 
Ist  für  z  -  0  d*Ujdz*  =  /"(/),  dWjdz*  =  so  wird 


208-) 


208") 


Haben  die  Funktionen  F  und  Fx  die  Eigenschaft,  für  ein  negativ 
unendliches  Argument  zu  verschwinden,  so  gilt  gleiches  von  den 
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Werten  U.  Diese  Resultate  lassen  sich  leicht  verifizieren,  wenn 
man  die  Gleichungen  (206)  u.  f.  zu  Hilfe  nimmt. 

Komplizierter  ist  die  Fortpflanzung  einer  anfänglichen  Ver- 
rückung und  Geschwindigkeit  auf  einem  beiderseitig  ins  Unendliche 
reichenden  Stab  auszudrücken.89) 

Setzt  man 

z  z 

für  *  =  0  U=  U0,  dU;dt=  Vx  und  jdz fl\{g)d£  =  ro> 
so  erhält  man 


-  X      -  X 


+  * 


209) 


U  =  - *  -  f[  U0  (z  +  2a  }  tr,))  (sin  a2  +  cos  a2) 


+  W0  [z  +  2  a  }'t(o)  (sin  a2  —  cos  a2)]  da, 
wofür  mau  auch  schreiben  kann 

f  V  =  —. iJf\u0  (C)  (sin  <^  f  +  cos^) 


209^ 


—  X 


+^(?)(-<^f--(:r;/)]^ 


Ist  nur  eine  Anfangsverrückung,  und  zwar  diese  nur  an  einer 
Stelle  z  =  z0  von  Null  verschieden  gegeben,  so  wird  hieraus 


209") 
worin 


c 


I 


.  (xa  —  x)1 
sin 


2\2n(ot\  4w' 


-f  COS 


4o>t 


*0  +  * 


ist,  und  €  eine  kleine  Größe  bedeutet 

Diese  Lösung  zeigt,  daß  an  jeder  Stelle  die  Wirkung  der  an- 
fänglichen Verrückung  eine  Schwingung  mit  abnehmender  Amplitude 
und  zunehmender  Periode  bewirkt.  — 

Schließlich  wollen  wir  noch  die  dem  GBEHs'schen  Satz  für  den 
Stab  entsprechenden  Formeln  aufstellen  und  wie  auf  S.  370  u.  f.  daraus 
Folgerungen  ziehen,  die  sich  auf  die  Erregung  von  Schwingungen 
durch  Resonanz  beziehen. 

Wir  gehen  aus  von  der  allgemeinen  für  die  Dehnungs-  und 
Drillungsschwingungen  eines  Stabes  gültigen  Formel,  die  wir  schreiben 


210) 


-  v1 


~dxi 


-  -  -<  =  o, 
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worin  A  eine  gegebene  Funktion  von  z  und  t  bezeichnet  und  v  eine 
je  nach  dem  Problem  verschiedene  durch  (205')  gegebene  Konstante  ist. 
Sei  nun  V  eine  Lösung  der  Gleichung 


8  t'       V  ex 


210') 


faßt  man  dann  beide  Gleichungen  mit  den  Faktoren  V  und  —  W 
zusammen,  integriert  das  Resultat  in  Bezug  auf  z  von  0  bis  zlf  in 
Bezug  auf  t  von  0  bis  tlt  wo  zx  die  Länge  des  Stabes  und  eine 
beliebige  Zeit  bezeichnet,  so  erhält  man  leicht 


'      0  o 


dz 


210") 


-  *firZ  -  "  V-  d'+ff(-lF- Bin-itdz. 

0  0  0  0 

Wir  wollen  nun  V  speziell  so  wählen,  daß  es  den  stehenden 
Schwingungen  eines  einfachen  Tones  ohne  Einwirkung  äußerer 
Kräfte  entspricht,  also  setzen 

r=  Zsma(t  +  t0),  211) 

worin  Z  der  Gleichung 


u*Z  +  v2 


d*Z 

dt2 


211') 


genügt  Ist  zugleich  tx  ein  Vielfaches  einer  Periode  r  =  2;r/«,  und 
verschwindet  IKunädtt'/di  für  t  =  0,  dann  nimmt  die  vorstehende 
Gleichung  die  Form  an: 


=  v* I  Z'6T  ~  "  ddl\ 8in«('  +  <o)rf'+ ffAZsina(t+t0)dtdz. 


u  0 


211") 


Dies  Resultat  vereinfacht  sich  noch  dadurch,  daß  je  nach  den 
Umständen,  unter  denen  die  stehende  Schwingung  V  stattfindet  für 
z  =  0  und  z  —  zx  entweder  Z  selbst  oder  dZjdz  verschwinden  muß. 

Nimmt  man  für  beide  Enden  Z  =  0  an,  so  wird 

#=sin— r,  uz.=hvn,  cos-—  =±1, 
und  die  vorstehende  Formel  nimmt  die  Gestalt  an 
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211"') 


=  avf  (//0  ^  »;,)8ina(*  +  /0)rff 

o 

+  JJ  A  sin      sin  a{t  +  t0)dtdz. 

o  o 

Sie  sagt  aus,  daß,  wenn  die  Enden  z  =  0  resp.  z  =  zx  gegebene 
Verrückungen  W0  resp.  JfXi,  beliebige  Punkte  zwischen  ihnen  mit  A 
proportionale  Kräfte  erfahren,  welche  Anteile  mit  der  Periode  r 
von  V  enthalten,  dann  mit  wachsender  Zeit  das  Integral  links  und 
damit  die  durch  W  gegebene  Schwingung  über  alle  Grenzen  wächst. 
Dies  Resultat  gilt  für  jedes  et  und  jede  Periode  r,  welche  mit  den 
Bedingungen  des  Problemes  vereinbar  ist;  ausgenommen  ist  nur  der 
Fall,  daß  die  äußere  Einwirkung  A  sich  ausschließlich  auf  eine 
Stelle  erstreckt,  wo  bei  der  stehenden  Schwingung  von  der  gleichen 
Periode  ein  Knoten  liegt,  also  sin(az/v)  verschwindet. 

Ganz  analoge  Formeln  wie  (211'")  lassen  sich  für  die  Fälle  auf- 
stellen, daß  die  Enden  nicht  befestigt,  sondern  frei  sind,  d.  h.,  daß 
daselbst  nicht  V  sondern  d  V  jd  z  verschwindet,  oder  daß  an  einem 
Ende  V,  am  anderen  d  V\  d  z  gleich  Null  ist 

Aus  ihnen  allen  folgt  in  der  auf  S.  377  ausführlicher  be- 
sprochenen Weise,  daß  bei  auf  mittleren  oder  Endpunkten  ausge- 
übten Erregungen  die  Eigentöne  der  Stäbe  stärker  als  alle  anderen 
ansprechen;  und  zwar  werden  die  betreffenden  Eigentöne  bei  Er- 
regung mittlerer  Punkte  durch  die  gegebenen  Bedingungen  für  die 
Endpunkte  direkt  bestimmt,  bei  der  Ausübung  von  Verschiebungen 
auf  einen  Endpunkt  treten  diejenigen  auf,  welche  festgehaltenem 
Ende,  bei  Ausübung  von  Kräften  diejenigen,  welche  freiem  Ende 
entsprechen.  — 

Genau  dieselbe  Behandlung  gestatten  die  Formeln  für  die  Bie- 
gungsschwingungen von  Stäben,  die  wir  in  der  Form  schreiben 

212)  ^T+t„*»\V-A  =  0l 

worin  A  eine  gegebene  Funktion  von  z  und  t  bezeichnet  und  m  durch 
die  Gleichung  (205"  )  gegeben  ist. 

Wir  ziehen  eine  zweite  Funktion  /'  heran,  welche  der  Gleichung 

2.2-)  ... 
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genügt,  multiplizieren  die  Formel  (212)  mit  J~,  die  Formel  (212')  mit 
U,  subtrahieren  und  integrieren  in  Bezug  auf  z  über  die  ganze  Stab- 
länge z,,  in  Bezug  auf  t  über  eine  beliebige  Zeit  tx,  und  erhalten 
nach  ausgeführter  teilweiser  Integration 


O  HO 


2r:r~d*U      r.B*V     dVB'U  ,  BUB*V 


212") 


Setzt  man  hier  für  /'  den  Wert 

/'=  #sin«(r -Mj  213) 

ein,  der  den  stehenden  Schwingungen  eines  einfachen  Tones  ohne 
äußere  Kraft  entspricht,  wenn 

tf^+w»^  =0  213') 

ist,  so  erhält  man  wie  oben,  wenn  r  und  dC  dt  für  f  =  0  ver- 
schwinden, und  /j  ein  Vielfaches  einer  Periode  von  /"  ist: 

J        ^  sin  atit  —  u  l cos  u  f„J  Zdz  —  JJ  AZ&\\\«{t  +  /0)  rf/ rfz 


+  (o2  I  ,  /  .    3  —  -   ,  T  .  sin  w  (/  +         =  °- 


213") 


Diese  Formel  gestattet  dieselbe  Behandlung  wie  (211");  durch  Ein- 
führung der  Grenzbedingungen  für  /'"  nach  einem  der  auf  S.  427 
gegebenen  Schemas  verschwinden  vier  von  den  acht  Gliedern  des  dritten 
Integrales  und  es  bleiben  sonach  im  ganzen  fünf  Glieder  unter  den 
Integralen  nach  t  stehen,  die  fünf  verschiedene  Erregungsarten  des 
Stabes  repräsentieren.  Enthalten  die  ausgeübten  Wirkungen  Anteile 
mit  einer  der  für  /  durch  die  Grenzbedingungen  zugelassenen  Periode, 
so  wird  das  erste  Integral  und  damit  die  Intensität  der  erregten 
Schwingung  von  dieser  Periode  mit  wachsender  Zeit  über  alle  Gren- 
zen wachsen. 

Eine  nähere  Erörterung  dieser  Verhältnisse  ist  nach  dem  früher 
Gegebenen  nicht  nötig.  — 

Die  am  Anfang  dieses  Paragraphen  vorgenommene  Entwickelung 
der  HAMiLTON'schen  Gleichung  hört  auf,  streng  zu  sein,  wenn  die 
Querdimensionen  des  Stabes  so  klein  und  zugleich  die  auf  ihn  aus- 

Voiot,  ThTOretii-aie  Physik.  28 
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geübte  Längsspannung  /'  so  groß  ist,  daß  in  dem  Wert  (199"  )  für 
das  Glied  Cd'c  die  übrigen  weitaus  übertrifft.90) 
In  diesem  Falle  darf  man  sich  bezüglich  des  Wertes  der  line- 
aren Dilatation  c  nicht  auf  die  erste  Annäherung  (199')  beschränken. 
Man  erhält  eine  zweite,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  die  relativen 
Koordinaten  der  Endpunkte  eines  Axenelementes  ds  nach  der  De- 
formation resp.  gleich 


sind:  daraus  folgt 


es  ,     dt/  ,     d :  . 

a"  "S>  a  "*>  a  "* 
OS  ÖS  CS 


was  man  nach  (199)  leicht  in 
214)  '  *" 


überführen  kann,  da  man  ds  mit  dz  identiri zieren  darf. 

Benutzt  man  diesen  Wert  in  der  HAMiLTON'schen  (Gleichung 
(198)  und  nimmt  den  Stab  so  dünn  an,  daß  die  in  dP  enthaltenen, 
von  u  und  v  abhängigen  Glieder  ganz  vernachlässigt  werden  können, 
und  variiert  man  nur  wegen  u  und  v.  während  diese  Größen  an  den 
beiden  Enden  z  =  0  und  z  =  zl  gegebene  Werte  haben,  z.  B.  gleich 
Null  sind,  so  erhält  man  statt  der  ersten  beiden  Formeln  (200) 


214) 


während  die  beiden  letzten  sich  wie  früher  finden  lassen. 
Daraus  folgt  aber  in  bekannter  Weise 


214") 


Ö2U 

Vi* 

6*  r 

c*tr 

9l> 

SC 


rr.V 
8  x 


Fehlen  longitudinale  Bewegungen  und  ebensolche  körperliche 
Kräfte,  so  ist  nach  der  dritten  Formel  innerhalb  der  benutzten  An- 
näherung 6  konstant,  nämlich  gleich  der  auf  die  Enden  wirkenden 
Spannung  /',  und  es  wird  aus  den  zwei  ersten  Gleichungen  (214"): 
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ieei,  =  rex,  +  ,,H. 

Zur  vollständigen  Bestimmung  des  Problems  treten  hinzu  für  die 
Enden  r  =  0  und  z  =  zl  vorgeschriebene  Werte  von  u  und  r,  sowie  für 
irgend  eine  Zeit,  etwa  t  —  0,  vorgeschriebene  u,  v  und  du /dt,  dvjdt:  für 
die  Enden  der  Saite  gegebene  du  dz  und  dvjdz,  die  ähnliches  leisten 
würden,  wie  dort  gegebene  u  und  v,  kommen  in  der  Praxis  nicht  vor. 

Dagegen  sind  Fälle  denkbar,  wo  die  Grenzbedingungen  die 
Aggregate  F*u  ±  ö  u  j  d  z  und  F2v  ±dv  j  dz  bestimmen,  etwa  gleich 
Null;  dieselben  werden  dann  eintreten,  wenn  die  Enden  der  Saite 
nicht  völlig  unverrückbar  fest  sind,  sondern  transversalen  Zugkräften 
etwas  folgen  können.91)  Solche  Kräfte  übt  während  der  Bewegung 
die  Spannung  r  der  Saite  selbst  aus,  und  zwar  ist  der  Betrag  ihrer 
Komponenten  parallel  der  A'-  und  J'-Axe  resp.  gleich  ±  rd  u  j  d  z, 
±  rdv  /  d  z.  Tritt  nun  in  jedem  Augenblick  eine  Verschiebung  des 
Befestigungspunktes  ein,  welche  der  wirkenden  Kraft  proportional  ist, 
und  versteht  man  unter  F2  eine  geeignet  bestimmte  Konstante,  so 
wird  in  der  That  F2u  —  dujdz  und  F2v  — dvjdz  am  Ende  z  =  0, 
F2u-\-dtijdz  und  Ftv  +  dv jdz  am  Ende  z  =  zx  verschwinden  müssen. 

Diese  Haupt-  und  Nebenbedingungen  enthalten  die  vollständige 
Grundlage  der  Theorie  des  Gleichgewichts  und  der  Schwingungen 
von  Saiten.  Ihre  Form  stimmt  überein  mit  derjenigen  der  für 
ebene  Wellen  in  einer  Flüssigkeit  und  der  für  Dehnung  und  Dril- 
lung eines  Stabes  geltenden  Formeln :  ihre  Behandlung  ist  also  mit 
der  auf  S.  353  u.  f.  gegebenen  identisch,  doch  haben  hier  andere 
spezielle  Fälle  praktische  Bedeutung  als  dort. 

Für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  a)  erhält  man  die  Beziehung 

(oz=  rjqo\ 

r  ist  darin  die  gesamte  die  Saite  spannende  Kraft,  rj  q  der  auf 
die  Flächeneinheit  bezogene  Wert. 

Das  Problem  der  Saite  fällt  im  Grunde  aus  dem  Gebiete  der 
elastischen  Erscheinungen  heraus,  da  die  Elasticität  bei  ihrer  Be- 
wegung keine  Bolle  spielt;  ihr  Interesse*  ist  besonders  in  dem  Um- 
stand begründet,  daß  sie  hervorragend  geeignet  ist>  auf  verschiedene 
Erregungsarten  anzusprechen  und  ihre  Wirkung  zu  zeigen. 

Benutzt  man  neben  den  von  der  Längsspannung  /"abhängigen 
Gliedern  die  in  (202')  enthaltenen,  welche  von  den  Elasticitätsmoduln 
abhängen,  so  erhält  man  allgemeinere  Formeln,  welche,  wie  man  sagt, 
die  Steifigkeit  der  Saite  berücksichtigen. 

2S  * 
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$  26.   Oleichgewicht  einer  gleichförmig  gespannten  Platte  von 

beliebiger  homogener  Substanz. 

Es  sei  nunmehr  eine  planparallele  Platte  aus  homogenem  Ma- 
terial gegeben,  und  es  seien  in  ihr  die  Deformationsgrößen  xz,  . .  .  xy 
und  daher  auch  die  Spannungeu  Xx,  . .  .  .Y  in  zu  den  Seitenflächen 
parallelen  Ebenen  konstant  angenommen.  In  diesem  Zustand  wollen 
wir  die  Platte  gleichförmig  gespannt  nennen. 

Legt  man  die  AT-Ebene  in  die  Mittelflache  der  Platte,  so  er- 
giebt  sich  für  die  Verrückungen  u,  v,  w  aus  der  gemachten  Annahme 
folgende  «allgemeinste  Form: 

u  =  r  +  x  (/;  +  <h  z)  +  y  (/  +  hz\ 
215)  |  v=  r+x{mg  +  hz)+y(ff  +  p2z). 

u,  =  //'+  xy\  +  yy2  -  fax*  -  ys2f*  -  hxy. 

in  der  U.  V,  )V  Funktionen  von  z  allein,  die  /;  y,  h  aber  Konstanten 
bezeichnen.  Verbindet  man  das  Koordinatensystem  so  mit  der  Platte, 
daß  für  x  =  y  =  z  =  0 

oie'\  i\     & "'       d  tc       dr  du 

215  )  u  =  v  =  ?r  =  0,    .-=-  =  -  =  () 

'  ox       dy      dx      d y 

ist,  was  aussagt,  daß  der  Koordinatenanfang  an  seiner  Stelle,  das 

benachbarte  Element  der  XJ'-Ebene  in  seiner  Ebene  bleibt  und  keine 

Drehung  um  die  Z-Axe  erfahrt,  so  ist 

215")      r=  r=  //"=  0  für  2  =  0,  und  auch  y\  =  yt  =  /  -  y  =  0. 

Die  übrigen  Konstanten  /,  y,  h  lassen  sich  leicht  deuten. 
Es  ist  nämlich 

,  d  (du      d  ic\  .dm 

2iyy  9x  =     [r*  ~  Tu)  -  +  n  =  + • 
„  =  iÄ  (ir =  _  e'  =  -r 

'  ö  y\d  x       d  y  '  d  y 

,       .dldu      d  ir\       j  d  Idr      d  tr\      dm  dl  . 

'  *ö  y  [dl  "  dx)  ''  ''  ?ö  x  [dl  ~  dy)  ~  dy~  ~~  6 x  ~  *  ' 

d.  h.,  es  ist  f\  —  a  die  lineare  Dilatation  parallel  der  A-,  /*  =  b' 
diejenige  }>arallel  der  i-Axe,  2/'  =  d'  die  Wiukeländeruug  zwischen 
der  X-  und  )'-Axe,  —  dies  alles  in  der  Mittelfläche  der  Platte  ge- 
messen; -f  y1  =  m  ist  die  Änderung  der  Drillung  m  nach  der  X-, 
—  </.,  =  I  diejenige  der  Drillung  /  nach  der  F-Axe,  während  h  =  ^k' 
sowohl  durch  die  Änderung  von  m  mit  y  als  vou  /  mit  x  ge- 
geben wird. 
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Die  Verrückungen  werden  unter  Einführung  der  neuen  Ab- 
kürzungen 

w  =  f  -j-  J*(a'-f  m  z)  -f-  \y{d'     k'  z). 
v=  V  +  fr(«f+  k'z)+y{b'-l'z\  216) 

und  die  Deformationen  lauten: 


xx  =     +  m  r.    y^b-l  z,    z  =  J;  , 


216') 


Die  Hauptgleichungen  werden  nach  den  gemachten  Annahmen 


6Z; 

6; 


0, 


217) 

217) 
217") 


bx  ~~  b\ 

die  Bedingungen  für  die  Plattenflächen 

X  =  i,  =  K  =  o, 

woraus  für  alle  Stellen 

A.  =  Y\  =  Z.  =  0 

folgt. 

Denken  wir  uns  die  Platte  seitlich  durch  einen  Cylindermantel 
begrenzt,  und  bezeichnen  die  äußere  Normale  auf  einem  seiner 
Elemente  mit  n,  so  muß  dort 

A  +  A'()  =}  +  >h  =  =  0  217' 

sein;  da  Zn  nach  (217")  gleich  Null  ist,  kann  die  gleichförmige 
Deformation  der  betrachteten  Platte  nur  durch  gegen  den  Rand 
wirkende  Zugkräfte,  die  in  der  A\T- Ebene  liegen,  und  durch 
Drehuugsmomente  bewirkt  werden. 

Begrenzen  wir  die  Platte  durch  zur  XZ-  und  zur  YZ- Ebene 
parallele  Seitenflächen,  so  sind  auf  diese  pro  Längeneinheit  des  Randes 
der  MitteJHäche  folgende  Komponenten  und  Momentejauszuübeii 

-  fXrdz  =  -  fr  dz  =  B,      -  fX  dz  =  D,  | 


-/.V:rf:  =  .l/.    +P>'^  =         -  fXtzdz=K.  -\ 


217 » 


Von  den  Gleichungen  (107  ")  lauten  nunmehr  die  erste,  zweite 
und  letzte  unter  Benutzung  der  vorstehenden  Resultate 


-  («'  -f  mz)  =  su  Xx  +  a12  K  +  *w  \y 

-ib'-iz)  =^A;  +  .v22iy  +  .v2„A;, 

—  [j  +  k'z)  =  ^A,  +  .fl2r +  .«ö6a;. 


218) 
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218') 


Integriert  man  sie  über  die  Dicke  2A  der  Platte,  so  findet  sich: 

2ha  =  suJ  +  sJtB  +  siaU, 
2hb'=s9lA  +  *„B  +  *uD, 

integriert  man  sie  nach  Multiplikation  mit  z,  so  erhält  man: 

|  f  h3m'=      snM-  snL  +  slAK, 
218")  }A»/'  =  -  ,ail/+.v32Z-,2ßÄ-, 

Hieraus  folgt,  daß  gesetzt  werden  kann: 


_  dPi   dPt    rf  _  dpt 


'   r    .1  ■     "    ""     r'./:  '  " 

worin 


219) 

"  4 Aft  =     /f 2  +  *M £2  +  *ee 2>*  +  2.sla ^£  +  2*16 AB  +  2,2fl £2> 
bedeutet,  und 


219) 


ÖL'  dM1       ~~  d'K' 


worin 

s  ÄV2  =  *n  Mz-\-st%L2  +  566Ä'a—  2snL  M  +2sl9  MK  -2si0LK. 
Umgekehrt  ist  auch 


220) 


j-Bpi    »_öpt  n-dP* 

T  —dP*      1/  _  Ö  ^        I'    Ö 

^"W9       ~  dm"    A  ~  dk" 


220') 


wo  i\  und  /J3  quadratische  Formen  von  a\  b\  d'  resp.  von      m.  k 
bezeichnen,  die  aus  den  Umkelirungen  der  Formeln  (21 S')  und  (218") 
ebenso  zu  bilden  sind,  wie  p1  und  p-  aus  diesen  selbst. 
Wir  8clireiben  sie 

f  t  =  r.i  «'* + r» *'! + r„ <f  +  2 y„ «'  4'  +  2 «'  d'  +  2 y„ *•  rf\ 

dabei  ist  von  Wichtigkeit  zu  beachten,  daß  /»  den  Faktor  A,  da- 
gegen ^_den  Faktor  /t8  hat,  daß  beide  also  in  Bezug  auf  die  Dielte 
der  Platte  verschiedene  Größenordnung  besitzen.  — 

Nunmehr  können  auch  die  noch  in  den  Werten  von  u.  v,  ic 
unbekannten  Funktionen  U,  V,  ff  von  z  allein  leicht  bestimmt  werden. 
Denn  aus  der  dritten,  vierten  und  fünften  Gleichung  (107"')  folgt  bei 
Benutzung  der  Werte  (216')  von  zf,  ya,  zx 
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d 

~~  dt  =  *<31  *32   y  +  *36'V 

—  =  541        +  SA2  *,j  +  Ä46-\? 

dU  y  y  y 

—  (/i  —  *61  -V    '    ,V52  7y  +  Ä56'ly* 


220") 


Setzt  man  für  A'z,  iy,  A'y  die  aus  (218)  folgenden  Werte  ein  und 
berücksichtigt  die  Bedingungen  (215  ),  so  erhält  man  für  U,  V,  /F 
Funktionen  zweiten  Grades  von  z  mit  völlig  bestimmten  Konstanten; 
das  Problem  ist  also  allgemein  gelöst. 

Wir  bemerken,  daß  bei  ausschließlicher  Wirkung  von  Zugkräften 
A,  B,  D  die  von  den  Drehungen  abhängigen  /',  m\  k'  und  die 
quadratischen  Glieder  in  U,  V,  H  verschwinden,  bei  alleiniger  Wirkung 
der  Momente  Z,  M,  K  die  a,  //,  d'  und  die  linearen  Glieder  in  U,  I  \  W 
gleich  Null  sind. 

Von  den  Moduln  haben  die 

Ä33>  *43>  *Ä3>  *44>  *65>  *\b 

keinen  Einfluß  auf  das  gestellte  Problem;  die  Deformation  der 
Mittelfläche,  welche  durch  a\  b\  d,  l\  m,  k'  bestimmt  wird,  hängt 
ausschließlich  ab  von 

*U»  *12'  *22»  *16»   *20>  *66* 

Von  spezielleren  Fällen  kommt  hier  besonders  der  in  Be- 
tracht, daß 

«1«  -  *26  -  0 

ist,  wie  das  z.  B.  stets  stattfindet,  wenn  die  X-  oder  Y-Axe  eine 
mindestens  zweizählige,  die  Z-Axe  eine  drei-  oder  sechszählige 
elastische  Synimetrieaxe  ist 
Dann  ist 


2ha'=snA  +  s„B,  2hb'  =  snA  +  s„B,  2hd'  =  smD, 
h3m  =  *nM  —  sxiLy 

also  wenn  man  abkürzt 


f  -  -vo«  A    I  o2i) 


8iisn  ~  *n2 


A  =  2Ä(a>n  +  b'yn),   B  =  2h  (a'y2l  -f  b'y22),   D  =  2hd'yM,  I  g 
M=\h\myu-l'y„),  L  =  -  §A»21  -/>22),  A'=  f  A'A>6fl.  |  " 
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Für  isotrope  Körper  ist  spezieller 


221"') 


*11  —  "V22  —  *> 


rn  =  rn  =  Y 


.Vj2  —  A'j?     «v6fl  —  •v2  —  2(.V  A'j), 


2' 


•«'1 .« ** 


/'««  —  /'a  —  2(.s  -  .*,)  "~  i     ~~  ft)' 

worin  *,  *1?  .v2  die  früheren,  y,  yv  y2  neue  Bezeichnungen  sind. 

Bezüglich  der  Tragweite  der  im  vorstehenden  abgeleiteten  Re- 
sultate und  ihrer  Anwendbarkeit  auf  die  Praxis  einerseits,  auf  Be- 
wegungszustände  andererseits  sei  auf  das  S.  411  Gesagte  verwiesen. 


§  27.   Gleichgewicht  und  Bewegung  einer  unendlich  dünnen  Platte. 

Das  Problem  einer  beliebig  gespannten  unendlich  dünnen  Platte 
läßt  sich  ebenso  auf  dasjenige  einer  gleichförmig  gespannten  von  end- 
licher Dicke  zurückführen,  wie  das  Problem  des  unendlich  dünnen 
Cylinders  auf  dasjenige  des  endlichen,  aber  gleichförmig  gespannten. 

Denken  wir  uns  die  Mittelfläche  der  Platte  vor  der  Deformation 
mit  der  jg//- Ebene  eines  absolut  festen  Koordinatensystenies  zu- 
sammenfallend und  die  Platte  in  diesem  Zustande  durch  Ebenen 
parallel  zu  den  anderen  Koordinatenebenen  in  parallelopipedische 
Elemente  zerlegt;  denken  wir  uns  ferner  in  der  der  —  Jg  und 
— //-Axe  zugewandten  Ecke  jedes  Elementes  ein  Koordinatensystem 
X,  V,  /,  wie  in  (215')  festgesetzt  ist,  mit  dem  Element  verbunden, 
so  kann  man  die  Volumenelemente  jederzeit  so  klein  annehmen,  daß 
bei  stetiger  Deformation  der  ganzen  Platte  in  einem  jeden  Element 
die  Deformationsgrößen  nicht  merklich  von  x  und  y  abhängen,  ohne 
daß  dabei  die  Querdimensionen  der  Volumenelemente  verschwindend 
gegen  ihre  Dicke  wären.  In  diesem  Falle  kann  man  also  auf  das 
Volumenelement  sofort  die  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten 
Formeln  anwenden.  Dabei  mögen  die  absoluten  Koordinaten  eines 
Punktes  der  MittelHäche  nach  der  Deformation  mit  |,  £  bezeichnet 
werden;  2h  sei  wieder  die  Dicke  der  Platte,  dq  ein  Element  seiner 
MittelHäche,  ds  ein  Element  von  deren  Randkurve. 

Die  Hamilton' sehe  Gleichung  lautet  hier 
*i     +  & 

222)        f  dt  jdz  [/ dq  (<»  -  Uff  +  iVaa)  +  f  dsffu^  =  0. 

und  zwar  bezeichnet  darin  r)w  und  Stf-  die  Variation  der  lebendigen 
Kraft  und  des  Potentials  der  Volumeneinheit,  ä"aa  die  gleichfalls 
auf  die  Volumeneinheit  bezogene  Arbeit  der  körperlichen  Kräfte,  <Ya0 
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die  auf  die  Flächeneinheit  bezogene  Arbeit  der  auf  die  Randfläche 
wirkenden  äußeren  Drucke.  An  den  Integralen  nach  z  mögen  der 
Kürze  halber  weiter  die  Grenzen  —  h  und  -f-  h  fortbleiben. 

Die  lebendige  Kraft  eines  Volumenelementes  2hdq  drückt  sich, 
wenn  man  wieder  das  einzelne  Volumenelement  als  Ganzes  bewegt 
denkt,  analog  wie  in  (196)  aus;  da  aber  alle  Trägheitsradien  un- 
endlich klein  sind,  so  reduziert  sich,  weun  die  d^jdt,  dt) /dt,  d£/dt 
nicht  unendlich  schnell  mit  dem  Ort  auf  der  Mittelfläche  der  Platte 
wechseln,  der  Wert  auf 

«falz  =Tdq  =  e  ((«)'+  (I;)')  Ä  dq.  222") 

Die  Arbeit  der  körperlichen  Kräfte  an  demselben  Volumen 
wird,  wenn  diese  Kräfte  keine  Momente  um  zu  den  festen  Axen 
parallele  durch  den  Schwerpunkt  des  Elementes  liefern, 

dq  f  <Vaudz  =  Ö'Sdq  =  2/<  {Ed £  +  Il'dt)  +  Z'd:)  dq,  222") 

worin  ~\  H\  Zy  auf  die  Volumeneinheit  der  Platte  bezogen  sind. 

Endlich  wird  die  Arbeit  der  Oberflächendrucke  an  dem  Rand- 
element 2h  ds,  falls  <TA,         8'p  die  Drehungswinkel  angehen, 

dsfd'aodz  =  <VSod.s 

=  {J  d£  +  //  <)r}  +  r <?Z  +  A  d"/.  +  M  Ö'fi  +  JVö'p)  ds, 

worin  B,  F,  A,  M,  N,  die  Komponenten  und  Momente  nach  den 
festen  Axen,  sich  auf  ein  Stück  der  Randfläche  von  der  Länge 
Eins  beziehen.    T,  (YS  und  ff  So  sind  neue  Bezeichnungen. 

Die  Variation  des  elastischen  Potentiales  des  Volumencleinentes 
2hdq  wird  lüer  wegen  Xs  =  )\  =  Zx  =  0  einfach 

Hier  hinein  sind  die  Werte  (216')  zu  setzen  und  das  Resultat 
=  -  dqf  dz  [Xx{<)a  +  z  dm)  +  J"y(M'-  r  W)  +  .V  (rW  +  r  r>Ä')J 

nach  z  zu  integrieren;  dadurch  erhält  man  nach  (217"") 

=  +  [{ASa  +  ifrW  +  ZMrf')  +  (ZW  +  J/Am'  +  ÄtfA')]  r/y,  223') 

oder  wegen  (220)  auch 

dqf  dz  drf  =  (f)Pl  +  ,YPa)  223") 
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Die  HAMiLTON'schc  Gleichung  (222)  lautet  somit 
223"')     / dt  [f  dg  (<*  T  -  ÖP,  -  ÖP3  +  8'S)  +  fd*S'S9]  =  0. 

Die  vorstehenden  Formeln  gestatten  leicht  die  Erweiterung  auf 
den  Fall  ursprünglich  gekrümmter  Platten,  wenn  man  sich  dabei 
auf  den  allein  in  Betracht  kommenden  Fall  isotropen  Materiales 
beschränkt  Indem  man  die  auf  S.  418  angewandte  Schlußweise 
wieder  benutzt,  kommt  man  zu  dem  Resultat,  daß  P2  für  de»  Fall, 
daß  die  Anfangswerte  von  /',  m\  k'  die  Beträge  m'a,  h'a  besaßen, 
den  durch 

>  =  ru  (*»'  -     +  r»  C  -  Q2  +  r»o  (*'  -  «)"  -  2r12  (>'  -  ö  K  -  »•;) 

gegebenen  Wert  annimmt,  das  übrige  sich  aber  nicht  ändert. 

Auf  Folgerungen  aus  den  vorstehenden  allgemeinen  Gleichungen, 
die  sich  auf  endliche  Formänderungen  ebener  oder  ursprünglich 
gekrümmter  Platten  beziehen,  gehen  wir,  weil  sie  zugleich  nur 
umständlich  zu  erhalten  und  von  geringerem  praktischen  Interesse 
sind,  nicht  ein. 


§  28.    Unendlich  kleine  Verrücktingen  ursprünglich  ebener 
elastischer  Platten;  Membranen. 

In  dem  wichtigsten  Fall,  daß  die  Platte  nur  unendlich  wenig 
von  der  ursprünglichen  ebenen  Gestalt  abweicht  und  auch  in  ihrer 
Ebene  nur  unendlich  kleine  Verrückungen  erfahren  hat,  bilden  die 
in  jedem  Volumenelement  konstruierten  X,  }\  Z-Axen  nur  unendlich 
kleine  Winkel  mit  den  absolut  festen  is,  //,  Z-Axen. 

Es  kann  demnach  hier 

224)  £  =  *  +      *  =  y  +      ;  = 

gesetzt  werden,  wo  m,  v,  w  sich  auf  die  Mitteltiäche  z  —  0  beziehen 
und  nur  von  x,  y  und  t  abhängen;  es  ist  dann  weiter  in  erster 
Näherung 

,  _  du    ,,_  ör    j'—du  dv 
a  ~  bx'  Ö~dj'  a  ~dy  +  dx' 

  d9w        ,  __       d*w      ,,_       cy  d*w 

l~W    m  ~  ~  dx*>    *  "dxJy> 

also  nach  (215"'),  bis  auf  zwei  irrelevante  Konstanten, 
224")  — 


224') 
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Demgemäß  wird,  wenn  wir  nur  Momente  um  die  Randlinie  der  Platte 
zulassen,  also  N  in  dem  Wert  von  S'S0  gleich  Null  setzen, 


224"') 


".-^(5")+w(S)+w(S+S9- 

<rs  =  ^    +  ß^r»  +  r^ir  +  a  e.w  - m \~ . 

°  Oy  or 

Führt  man  diese  Werte  in  die  Hamilton'scIic  Gleichung  (223  ") 
ein  und  variiert  darin  successive  nur  u,  nur  v,  nur  w,  so  erhält  man: 


+  J  Aluds\  =  0, 
+ J1  Ä  *»rf*}  =  o, 

vi:)]"}-»- 


+  2AZ,*n>]  +  J[rd«T  +  ^(^)-Af*(^-l|rf«, 


225) 


Die  Entwickelung  dieser  Formeln  durch  teilweise  Integration 
giebt,  soweit  man  das  resultierende  Flächenintegral  in  Betracht  zieht, 


2hQ 

d*U 

dl*  ~ 

dÄ 

dx 

+ 

dD 
dy 

+  2A5\ 

d*v 
dt*  " 

dD 
dx 

+ 

dli 
dy 

+  2A/i\ 

2ho 

d*w 
dt*  " 

d*M 

cx* 

d*L 
dy* 

+  *fd- 
oxoy 

+  2AZ\ 


225') 


Für  Punkte  der  Randkurveu  giebt  das  Nullsetzen  der  Faktoren 
von  Su  und  d'v  unter  den  Kurvenintegralen  sogleich,  falls  man  unter  n 
die  äußere  Normale  versteht: 
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225") 


225"') 


|  A  cos  (»,  x)  +  B  cos  (n.y)  =  A, 
|  Dcos{n,x)  +  Bcos(n,y)  =  B; 

außerdem  folgt  für  den  Fall  des  Gleichgewichts  aus  allgemeinen 
mechanischen  Bedingungen 

f  Ads  +  2h  jzdq  =  / Bds  4-  2h  jirdq  =  0, 

J{xB-yA)ds  4-  2hS(xtr-y~>)dq  =  0. 

Hingegen  sind  die  Glieder  mit  S(dw/dx),  Ö(dirfdy)  und  d  w  erst 
umzuformen.    Wir  haben  zunächst 

J ds  {(A  cos  (n,  x)  —  Z  cos  («, y)  4-      #  [|  ^  j 
4-  (j7cos(n,.r)  4-  Acos(n,y)  —  jV/)  ^'(^") 

-  [(£ + «»<"•*> + (§*  -  S  cos(b--v)  -  rM = °- 

Liegt  *  zu  7*,  wie  die  >-  zur  X-Axe,  so  ist  cos  (n,  x)  =  cos 
cos  («,  y)  =  —  cos  (.v,  .r)  und 


ßtd  ic\   d  ä  ic 

\dx)       d  n 


cos  (/»,?/)  4-  d—  cos(n,r) 
cos (7i.x)  —  cos(«,y); 


femer  wird,  da  nach  der  Annahme  das  resultierende  Moment  A  um 
das  Randelement  ds  wirkt, 

—  y|cos(7/,y)  -}-  A/cos(7f,  x)  =  A. 

A  cos  (n,  .r)  4-  M  cos  (n,  y)  —  0 ; 

daraus  folgt  für  das  obige  Integral,  falls  man  kurz  cos(w,x)  =  cos^> 
setzt, 


J  rf.v|(2A' 


cosy  siny  —  Z  sin2  *f  4-  M  cos2  ff  —  J) 


4-  (A  (cos2<p  —  sin2  q)  —  (L  4-  J/)  cos  <p  sin  y)  -^'r 


4-  —I  co*ff  4-        -  ffj)  sin y  -  r\  du]. 


Formt  man  das  zweite  Glied  durch  teilweise  Integration  über  die 
ganze  Randkurve  um,  wobei  das  abgesonderte  Glied  verschwindet, 
so  ergiebt  sich  durch  Nullsetzen  der  Faktoren  von  dir  und  d{dir/dn) 
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226) 


226') 


226") 


dg  |A*(cos  2(f  —  sin  2<f)  —  [L  +  Jf)  cos  ff  sin  y  j 

+     +  öy)cos*  +  (ä*  "  a9)*mv  -  r=  °' 

2  Ä'cos     sin  y  —  /,  sin2  y  +  -V cos2  y  —  J  =  0. 
Zugleich  muß  im  Falle  des  Gleichgewichts  gelten 

frds  +  2A  /  Z'dq  =  ü,  I 
f(A  +jr)d*  +  2hfyZ>dq=0, 
J{M-xr)ds  —  2hfzZ'dy=Q. 

Außer  diesen  Bedingungen  für  die  Kräfte  und  die  Momente 
existieren  noch  solche  für  die  Verrückungen,  auf  die  wir  weiter 
unten  eingehen  werden. 

Alle  die  vorstehenden  Bedingungen  (225')  Iiis  (226 ")  sind  unab- 
hängig von  dem  speziellen  Gesetz,  welches  die  Funktionen  A,  B,  1) 
und  X,  I/,  Ä*  mit  den  Verrückungen  u,  v,  w  verbindet;  sie  haben 
also  eine  bemerkenswerte  Allgemeinheit 

Auf  das  spezielle  elastische  Problem  werden  sie  durch  Ein- 
führung der  Werte  A,  B,  L  und  Z,  Mf  K,  welche  aus  deu  Formeln 
(220)  und  (220')  folgen,  angewandt.  — 

Wir  wenden  uns  zunächst  zur  Behandlung  der  longitudinalen 
Verschiebungen  innerhalb  einer  Platte  und  bemerken  dazu,  daß 
wegen  jener  Werte  geschrieben  werden  kann 

A  =  -  2h  ,1x.   B  =  -  2k  By,   I)  =  -  2h  Atj  =  -  2h  Bx,  227) 

worin  nun 

-^=r,6^+/8«yy+;'«o-v 

ist;  zugleich  nehmen  die  zwei  ersten  Gleichungen  (225')  die  Form  an 

9  dt*--     U.r  +  d 


by 


oV_  iBB       8B\  j 

die  Randbedingungen  (225")  die  andere 

J  +  ^'  =  7?„+  »'=0, 

worin  gesetzt  ist 

Ax  cos  (n,  x)  +  cos  («,//)  =  An,  A  =  2hA\ 
Bz  cos  (»,  x)  +  /*ycos(n,y)  =       B  =  2hB. 


227") 


227' 
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Diese  interessante  Form  zeigt,  daß  die  für  die  ebenen  Defor- 
mationen einer  ebenen  Platte  maßgebenden  Formeln  aus  den  allge- 
meinen für  räumliche  Probleme  gültigen  auf  S.  331,  340  u.  f.  durch 
eine  einfache  Übertragung  auf  die  AT- Ebene,  d.  h.  durch  Nullsetzen 
der  Komponenten  und  Verrückuugen  parallel  der  Z-Axe,  sowie  aller 
Difierentialquotienten  nach  z,  —  allerdings  unter  gleichzeitiger  Ver- 
änderung der  Elasticitätskonstanten  chk  in  die  yltk  —  erhalten  werdeu. 

Hieraus  folgt,  daß  man  für  eine  ganze  Reihe  von  räumlichen 
elastischen  Vorgängen  Analoga  für  die  ebene  Platte  ohne  alle  Rech- 
nung behandeln  kann;  z.  B.  ist  die  Untersuchung  über  die  Bestimmt- 
heit des  elastischen  Problems  von  S.  342  u.  f.  direkt  auf  den  vor- 
liegenden Fall  anwendbar. 

Für  spezielle  Probleme  kommen  besonders  solche  Platten  in 
Betracht,  die  sich  für  longitudinale  Verrückungen  wie  isotrope 
verhalten,  wozu  eine  bestimmte  Symmetrie  des  Krystalles,  aus  dem 
sie  hergestellt  sind,  und  eine  bestimmte  Orientierung  der  Platte 
gegen  die  Krystallaxen  erforderlich  ist.92) 

Hier  wird  nach  den  ersten  drei  Formeln  (221") 


228)        1  Kr -r,)*,-*r,v 

und  die  Gleichungen  (227")  lauten,  wenn  man 


-  B.  = 


setzt, 
228') 


ö'u 

«Bt 


Macht  man  hier  die  korrespondierenden  Zerlegungen 


228") 


und 


60     BX     JT         6  0  J 
-~  ~  dz :"  öy>    11  ~  ~  dy  + 


BN 
6i' 


6  II* 


vy  By 

so  zerfällt  die  letztere  die  Deformation  in  eine  durch  F  bestimmte 
Potential-  und  eine  durch  ffHnestimmte  Driliuugsdeformation. 


Für  die  Potentialdeformatioii  ist 


229) 


8*F  6*F 


-  B 


o*F  6>F 
6x*+r  By*  ' 


PF 
Bx  By ' 
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also  in  dem  speziellen  Falle,  daß  A2^7=0  ist, 

%F  l  -  I, 


4  PF  d  .  w  VF  00(V, 


daher 

und  falls  wieder  cos(//,.r)  =  cos  (*,#),  co8(n,y)  =  —  cos  (5,  .r)  ist,  und 
A  und  £  die  Komponenten  nach  den  Richtungen  von  n  und  rr  be- 
zeichnen, 

Für  eine  Drillungsdeformation  ist 


230) 


,        «     1    /öMr  «mf\ 

daher  also 

-  J  ^2  ^y  öw  +  öx  ds)  J  »  ~  > y»  (dy  d«      dx  önj  ' 

Die  Grundgleichungen  (228')  nehmen  infolge  der  Substitu- 
tion (228")  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  die  Gestalt  an 


230') 


231) 


eine  partikuläre  Lösung  ist  gegeben  durch 

o  <l*  =  y  A  F\    0  X  =  |  ;'2  A  //",  231) 
woraus  mau  schließen  kann 

Diese  Lösungen  sind  für  eine  unendliche  Platte,  die  im  Unendlichen 
fest  ist,  die  vollständigen;  sie  geben  in  dem  speziellen  Falle,  daß 
0j  und  j\j  nur  auf  einem  kleinen  Flächenstück  qx  von  Null  ver- 
schieden sind,  für  Punkte  in  endlicher  Entfernung  von  qx 

F=  JU(e%     //  =//(e2), 
worin  }  ^ 

gesetzt  ist. 
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Wenn  qx  unendlich  klein,  aber  H  wie  J  trotzdem  endlich  ist, 
wird  F  und  W  in  qx  unendlich  und  dessen  Ort  muß  demnach  für 
die  Betrachtung  durch  eine  qx  umschließende  Kurve  sx  ausgeschlossen 
werden.  In  diesem  Falle  sind  die  Deformationen  als  durch  Drucke, 
welche  gegen  sx  wirken  und  sich  nach  (229")  und  (230')  berechnen 
lassen,  hervorgerufen  zu  betrachten. 

Ist  die  Kurve  sx  ein  Kreis  vom  Radius  e  um  qx  als  Mittel- 
punkt, so  wird  die  obige  Poteutialdefonnation  durch  einen  normal 
gegen  sx  wirkenden  Druck  von  der  Größe  2;#a //",/ e2,  die  Drillungs- 
deformation  durch  einen  tangentialen  von  der  Größe  y2  J  j  e% 
bewirkt.  — 

Die  allgemeinen  Lösungen  (231"),  die  in  Wirklichkeit  vierfache 
Integrale  enthalten,  kann  man  auf  eine  einfachere  Form  bringen 
durch  Betrachtung  der  kombinierten  Deformation,  die  gegeben 
ist  durch 

232)  F=-q.cl(e%     U  =  -pyl[e% 

und  die  den  Hauptgleichungen  genügt,  wenn  gilt 

232)  2</r  =  pY*=pir-ri)- 

Es  wird  dabei 
232'") 

V  =  +pT_  71..9.. 

die  Verrückungen  sind  also  im  Unendlichen  nicht  gleich  Null,  u  ist 
dort  sogar  unendlich. 

Begrenzt  mau  die  Platte  durch  eine  kleine  geschlossene  Kurve 
um  den  Koordinatenanfangspunkt,  so  sind  gegen  dieselbe  Drucke 
auszuüben,  deren  Gesamtkomponenteu  sind 

{X)  =  4zp{y-yi)t  (i')  =  0. 

Hiernach  kann  man,  analog  wie  auf  S.  385  und  386,  sogleich  bilden, 
wenn  alle  Elemente  der  Platte  Komponenten  JE",  H  erfahren 

"  -  -4*„J["  IfPr-riWM  +  rii'-'tr+trb-*)1) 
.  -Htir  +  ;•>)  (*-',)  (y  ->A)]-i> 

233)  \  rr 
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233") 


Wirken  Kräfte  js  und  H  nur  im  Endlichen,  und  ist 

J'Zxd,h  =  SIIxd,h  =  Q,  233') 

so  ergeben  diese  Lösungen  im  Unendlichen  u  —  u  =  0  und  lassen 
sich  überdies  auf  die  mit  (161')  übereinstimmende  Form  bringen 

"  =  +  *nrrJW  +  ;'-> (r  ~  *•)     ('  -     +       -  fi» 
-(»r-y,)^  «*/(.)]  4?-, 

-(3r -/,)//,  «''(«)]'';"• 

Auch  die  in  §  22  gegebenen  Entwickelungen  über  Gleiehge- 
wichtsdeformationen  beliebig  begrenzter  isotroper  Körper  infolge  von 
Oberfiächendrucken  und  -verrückungen  gestatten  eine  teilweise  Über- 
tragung auf  den  Fall  der  Platte:  doch  mag  deren  Umständlichkeit 
wegen  von  der  Auseinandersetzung  abgesehen  werden. 

In  gleicher  Weise  mag  es  an  dem  Hinweis  genügen,  daß  die 
Fortpflanzung  von  longitudinalen  geradlinigen  Wellen  innerhalb  der 
Platte  nach  ganz  analogen  Gesetzen  geschieht,  wie  die  von  ebenen  Wellen 
im  Räume;  bezüglich  der  Kreiswellen  gilt  das  auf  8.  364  Gesagte. — 

Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  wichtigeren  Problem  der  trans- 
versalen Verrückungen  einer  Platte  und  betrachten  zunächst  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes. J,s) 

Die  Hauptgleichung  lautet  nach  (225  ) 

^) 

mit  ihr  sind  die  allgemeinen,  aus  (220)  und  (220  )  folgenden  Werte 
von  L,  M,  A  zu  kombinieren. 

Multiplizieren  wir  sie  mit  w  und  integrieren  über  die  ganze 
Ausdehnung  der  Platte,  so  erhalten  wir  zunächst,  falls  n  die  äußere 
Normale  bezeichnet, 

—  j  j\  J/ cos  (/<*,. r)  4-  A  cos(  w,  y)  ) 
■f  ( A  c< »s  («,  x)  —  L  c» >s  («, >/)  i  °.  "  rix 

+  fi ,/':'  *  _  i  *  +  2  a      +  2 h  /:  „■)  d., : 

Voigt,  ThcorHisuh«'  I'liy*ik.  *-Ö 


234) 
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durch  teilweise  Integration  des  zweiten  Integrales  und  Benutzung  der 
Formeln  (226)  und  (226')  ergiebt  dies  bei  Berücksichtigung  des  Wertes 
von  1\ 

234")         0  =  f  \rw  -  A  *  ~)  ds  -  2  f  (P2 -hP  w)  dq. 

Hieraus  folgt,  falls  P2  eine  definite  quadratische  Form  ist,  was 
wir  voraussetzen  wollen,  in  mehrfach  benutzter  Weise,  daß  w  bis 
auf  eine  additive  lineäre  Funktion  von  r  und  y  vollständig  bestimmt 
ist,  wenn,  neben  der  äußeren  Kraft  Z*  für  alle  Stellen  der  Platte, 

noch  r  und  J, 
oder  r  und  d  w  /  d  n, 
oder  w  und  A, 
oder  tr  und  dw  /  dn 

für  alle  Randpuukte  —  r  und  A  natürlich  im  Einklang  mit  den 
Bedingungen  (226")  —  vorgeschrieben  sind. 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  zwei  Greuzfdlle,  daß  r  und 
A  oder  w  und  dwjdn  ringsum  gleich  Null  sind;  im  ersten  Falle 
ist  der  Rand  der  Platte  frei,  im  letzteren  vollkommen  befestigt. 

Man  kann  die  Gleichung  (234")  auf  eine  mit  (201')  korrespondie- 
rende Form  bringen,  indem  mau  die  erste  Formel  (226"),  mit 
—  w0,  die  zweite,  mit  —  (dw/dy)(i,  die  dritte,  mit  -{-(dwjdx)^ 
multipliziert,  zu  ihr  addiert,  wobei  durch  den  Index  0  der  Wert  in 
dem  auf  der  Platte  liegend  gedachten  Koordinatenanfang  bezeichnet 
werden  mag.    Das  Resultat  lautet 


234'") 


u-/W--w-'(f3.-*(S). 

^HK)J-"[£-(2:)> 


bietet  indessen  hier  keine  besonderen  Vorteile  dar. 

Dieselbe  Betrachtung  läßt  sich  für  den  Fall  der  Bewegung  an- 
stellen, wie  dies  auf  S.  422  gezeigt  ist;  statt  mit  wdq  ist  dabei  die 
Hauptgleichung  mit  {dwjdi)dqdt  zu  multiplizieren  und  sowohl 
über  die  Mittelfläche  der  Platte,  als  über  die  Zeit  von  t  —  0  bis  zu 
einem  willkürlichen  t  =  tx  zu  integrieren.  Die  Resultate  bezüglich 
der  zur  Bestimmung  des  Problems  erforderlichen  Randbedingungen 
sind  mit  den  früheren  identisch.  — 
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In  dem  auf  S.  439  besprochenen  speziellen  Fall,  daß  *16  =  *26  =  Ü 
ist,  wird 


aa 


235) 


und  die  Hauptgleichuug  (234)  für  «?  nimmt  die  Form  au 

f  t'; + ä  *s  (t;  + 2  £  ö-., + +  8-;  r„) = 

Für  isotrope  Körper  erhält  man  noch  einfacher  wegen 
Yxx  =  Yn  =       r12  =  Yx >    Zoe  =  /a  =        ~  ?') 

+iAVA2A8tr  =  Z\  235") 

Im  Falle  des  Gleichgewichts  hei  gegebenen  Randwerten  von  ?r 
und  dtrjdn  treten  die  auf  8.  207  angegebenen  Regeln  in  Kraft; 
die  übrigen  dort  angegebenen  Fälle  von  Randbedingungen  haben 
kein  physikalisches  Interesse.  — 

Das  Problem  der  stehenden  transversalen  Schwingungen 
einer  begrenzten  ebenen  Platte  ohne  äußere  Kräfte  bietet  im  allge- 
meinen der  Behandlung  große  Schwierigkeiten. 

Setzt  man  w  =  Äsin«(*  +  /0),  so  gilt  für  R  die  Gleichung 

-««Ä  +  ft^AjAj/f-O,  235"') 

wo  c>)2=h3yj3o  ist;  die  Randbedingungen  sind  dem  Schema  auf 
S.  450  bei  Berücksichtigung  der  für  isotrope  Medien  vereinfachten 
Werte  von  r  und  A  aus  (226)  und  (226')  zu  entnehmen. 

Bei  rings  freiem  Rande  ist  bisher  die  Lösung  nur  für  die  Kreis- 
scheibe gefunden,  bei  teilweise  freiem  Rande  für  das  Rechteck, 
hier  nämlich  in  dem  Fall,  daß  für  ein  Seiteupaar  r  und  J,  für 
das  andere  w  und  J  gleich  Null  sind.  Bei  ringsum  festem  Rande 
sind  die  Schwierigkeiten  geringer.04) 

Im  allgemeinen  findet  sich,  wie  bei  dem  Stab,  für  u  und  damit 
für  die  Periode  r  der  Schwingung  eine  unendliche  Anzahl  diskreter 
Werte;  in  speziellen  Fällen  können  zwei  oder  mehrere  zusammen- 
fallen, so  daß  also  mehrere  Lösungen  R  oder  mehrere  Schwingungs- 
formeu  demselben  Ton  entsprechen.  Solche  Töne  heißen  doppelte 
oder  mehrfache. 

Die  Schwingungsknoten  sind  bei  einfachen  Tönen  gegeben  durch 

R  =  0, 

bei  mehrfachen,  falls  Rl ,  R2  .  .  .  demselben  a  entsprechen,  durch 

R1  +  tf3+  •  •  •  =  0; 

29' 
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da  die  ßh  nur  Funktionen  von  x  und  y  sind,  so  erfüllen  die  Knoten- 
punkte im  allgemeinen  gewisse  Kurven,  die  Knotenlinien,  stetig. 
Einfachen  Tönen  entspricht  nur  ein  einzelnes  System  von  Knoten- 
linien, n-fachen  ein  (n  —  l)fach  unendliches;  die  speziellen  Formen 
hängen  in  letzterem  Falle  von  der  relativen  Intensität  ab,  welche 
die  einzelnen  einfachen  Schwingungen,  d.  h.  von  der  relativen  Größe, 
welche  die  einzelnen  Funktionen  Bh  in  der  allgemeinen  Lösung 
besitzen. 

Über  die  Erregung  von  transversalen  Schwingungen  in  endlichen 
Platten  durch  Resonanz  kann  man  einen  allgemeinen  Satz  auf  dem 
auf  S.  433  für  die  transversalen  Schwingungen  endlicher  Stäbe  ein- 
geschlagenen Wege  erhalten,  der  jenem  genau  entspricht  und  hier 
daher  ausgelassen  werden  kann. 

Die  allgemeinen  Gesetze  für  die  Fortpflanzung  einer  anfäng- 
lichen Verrückung  und  Geschwindigkeit  auf  einer  unbegrenzten 
isotropen  Platte  sind  noch  nicht  gefunden.  — 

Wenn  in  den  Werten  (224"')  von  8Pl  und  ffPt  zugleich  wegen 
sehr  geringer  Dicke  der  Platte  r>P2  sehr  klein  uud  wegen  sehr  großer 
./,  7i,  D  auch  dPl  sehr  groß  ist,  so  muß  in  den  Ausdrücken  für  die 
Faktoren  Öa\  Sb\  öd'  der  letzteren  in  ÖPX  noch  die  zweite  Ordnung 
berücksichtigt  werden.  Bedenkt  man  die  Bedeutung  von  a',  b',  c 
und  berücksichtigt,  daß  die  relativen  Koordinaten  der  Endpunkte 
eines  Linienelemeutes,  welches  ursprünglich  der  .s-Axe  parallel  lag, 

dx,        dx,    *!  *  dx, 

C  x         d  x         o  x 

diejenigen  eines  Linienelementes,  das  ursprünglich  der  H-Axo 
parallel  lag, 

a/*  a,rf*  aid*> 

sind,  so  erhält  man  leicht,  indem  man  schließlich 

£  =  ,r  +  u,    tj  -if  +  »,    JT  =  w 

setzt, 

_  | d  r      du \  i .      dtt__dr  \      d  u  dudrdrd  tc  d  ic 
|      ~  \vx  +  vyl  {        dx      d~>,}  +  dxdy  +  dxdy  +  dx  dy  ' 


230) 


Benutzt  man  diese  Werte  bei  der  Entwickelung  der  H.VMii/roN'schen 
Gleichung  (223"')  und  variiert  allein  ir,  während  man  zugleich  die 
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von  Ö  l\  herrührenden  Glieder  vernachlässigt,  so  erhält  man 
zunächst 


236') 


Ar«  K*  (£)■  -  *■«($■-  i  K)  -  w  (!:  J;) 

0 

4-  2/iX'dw]  =0. 

Führt  man  die  Variation  bei  gegebenen  Randwerten  von  w,  also  ver- 
schwindendem dw  aus,  so  giebt  dies"5) 

dabei  muß,  wenn  Bewegungen  und  körperliche  Kräfte  parallel  der 
Platte  fehlen,  nach  (225') 

dx      o  y  '  dy      ox  ' 

außerdem  am  Rande  nach  (225") 

A  cos  (/i,  ./•)  +  7)  cos(«#)  =  X»  cos  (»,  x)  +  .0  cos  (//,  y)  =  B  237  ) 
sein. 

Hier  kann  man,  da  f  in  diesen  Gleichungen  nicht  auftritt, 
L  B,  D  als  von  der  Zeit  unabhängig  anseilen,  was  nur  aussagt, 
daß  der  Einfluß  der  transversalen  Schwingungen  auf  diese  Größen 
höherer  Ordnung  ist. 

Der  wichtigste  spezielle  Fall  ist  der,  daß  auf  die  Randkurve 
eine  konstante  normale  Zugkraft  //  wirkt;  dann  ist 

A  =  77  cos  («,  x\    B  =  77  cos  (n,y) 

und  //  konstant;  hieraus  folgt 

A  =  Ii  =  77,    D  =  0 

und 

2Ä  o       =  77  A2  «•  +  2Ä  Z\  237") 

Dazu  kommen  für  den  Rand  vorgeschriebene  Werte  von  w,  und 
für  die  Zeit  t  =  0  vorgeschriebene  Werte  von  w  und  dir  j  ö  t,  um 
das  Problem  vollständig  zu  bestimmen;  am  Rand  gegebene  dir  j  du 
kommen  in  der  Praxis  nicht  vor,  doch  kann  man,  ähnlich 
wie  S.  435  geseheben,  den  Fall  konstruieren,  daß  am  Rande 
F'lw  —  dw;dn  gegeben,  etwa  gleich  Null  ist,  ohne  daß  derselbe 
eine  praktische  Bedeutung  besäße. 

Diese  Formeln  enthalten  die  Theorie  des  Gleichgewichts  und 
der  Bewegung  einer  Membran  und  sind  die  gleichen,  ob  jene  von 
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isotroper  oder  anisotroper  Substanz  ist,  was  damit  zusammenhängt, 
daß  die  Elasticität  der  Membran  bei  der  Erscheinung  überhaupt 
keine  Rolle  spielt. 

Ihre  Gestalt  stimmt  überein  mit  derjenigen  der  Gleichungen 
für  die  nur  von  zwei  Koordinaten  abhängigen  Verrückungen  inner- 
halb einer  elastischen  Flüssigkeit;  sie  gestatten  demgemäß  die  genau 
gleiche  Behandlung,  doch  sind  hier  andere  spezielle  Fälle  von 
praktischer  Bedeutung,  wie  dort. 

Im  Falle  des  Gleichgewichts  lautet  die  Hauptgleichung 

238)  0  =  77a2^  +  2ÄZ'; 

sie  läßt  sich  also  bei  gegebenem  w  nach  8.  199  mit  Hilfe  der  ersten 
GnEEN'schen  Funktion  behandeln. 

Im  Falle  der  Bewegung  ohne  körperliche  Kräfte  erhält  man 
238)  2/„4'£  =  77A,">, 

woraus  sich  der  Wert  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  <u  gerad- 
liniger Wellen  ergiebt  gemäß 

238") 

77  ist  darin  die  gegen  die  Längeneinheit  des  Randes  wirkende  Zug- 
kraft, 77/2/e  also  ihr  auf  die  Flächeneinheit  bezogener  Wert, 

Eine  eigentliche  Fortpflanzung  von  Kreiswellen  auf  einer 
Membran  findet  nicht  statt,  wie  das  schon  auf  S.  364  erwähnt  und 
S.  375  näher  begründet  ist,  sondern  statt  dessen  eine  Ausbreitung, 
welche  die  ergriffenen  Punkte  erst  nach  unendlich  langer  Zeit  in 
die  Ruhelage  zurückkehren  läßt. 

Hiermit  hängt  zusammen,  daß  die  Erregung  einer  transversalen 
Bewegung  durch  ebensolche  Anfangsverrückungen  und  Geschwindig- 
keiten auf  einer  unendlichen  Membran  nach  viel  komplizierteren 
Gesetzen  geschieht,  als  die  einer  Bewegung  in  einer  unendlichen 
elastischen  Flüssigkeit,  obgleich  die  Bedingungen  für  erstere  aus 
denen  für  letztere  durch  die  Vereinfachung  hervorgehen,  daß  in 
ihnen  jede  Abhängigkeit  von  der  z-Koordinate  beseitigt  wird.  Wie 
man  das  räumliche  Problem  für  das  vorliegende  ebene  nutzbar 
machen  kann,  ist  auf  S.  375  erörtert  worden. 

Für  die  Erregung  stehender  Kreiswellen  durch  die  periodische 
Bewegung  eines  sehr  kleinen  Bereiches  innerhalb  einer  sonst  unbe- 
grenzten Membran  folgen  die  Gesetze  aus  der  Formel  (141'). 

Von  praktischer  Wichtigkeit  sind  allein  die  Fälle  stehender 
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Schwingungen  in  ringsbegrenzten  Membranen.  Hier  erhält  man 
durch  die  Substitution 

w  =  Rsma{t  +  t0),  239) 
welche  einem  einfachen  Ton  entspricht  aus  (238) 

u*R  +  <u2A,#  =  0,  .  239) 
wo  nun  für  u  durch  die  Randbedingung  ein  System  diskreter  Werte 
bestimmt  wird;  unter  bestimmten  Umständen,  z.  B.  bei  Membranen 
von  quadratischer  Form,  fallen  mehrere  dieser  Werte  zusammen 
und  liefern  dann,  wie  S.  451  schon  ausgeführt,  doppelte  und  mehr- 
fache Töne.  £Rh,  über  die  demselben  a  entsprechenden  Lösungen 
ausgedehnt  und  gleich  Null  gesetzt,  giebt  die  Gleichung  der  Knoten- 
linien für  den  durch  a  definierten  mehrfachen  Ton. 

Membranen  mit  ringsum  festen  Grenzen  können  in  der  Praxis  nur 
durch  Resonanz  in  Schwingungen  gesetzt  werden,  und  eben  deshalb 
wollen  wir  schließlich  noch  die  Grundformel  der  Resonanz  für  die 
Membran,  die  ebenso  leicht,  wie  S.  431  für  den  Stab  gezeigt  worden, 
zu  bilden  ist,  augeben;  sie  lautet,  wenn  tx  ein  ganzes  Vielfaches 
einer  Periode  bezeichnet: 


J  |«,rticos«f0-^"j  sm«i())/td<i+  *  j  dt  j  Z'Äsin a{t  +  t0)d<j 


239") 


+  <»*fdtf( Ii      -  .r  *  *)  sin  u  (t  +  y  ds  =  0. 

Ist  der  Rand  der  Membran  festgehalten,  also  sowohl  w  als  R  gleich 
Null,  so  wird  noch  einfacher 

j  (a^cosa^-dy)  m\at0\Rdq=  -  X- J  Rdq  j  Z  sin  a{t+t0)  dt,  239"') 

und  diese  Formel  gestattet  dieselben  Schlüsse,  die  S.  432  an  die 
entsprechende  Formel  für  den  Stab  geknüpft  sind. 
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Innere  Reibung  und  elastische  Nachwirkung. 

8  29.    Die  Druckkomponenten  der  inneren  Reibung  und  der 

elastischen  Nachwirkung. 

Die  in  den  beiden  vorhergehenden  Kapiteln  aufgestellten  Gesetze 
für  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten  und  von  elastischen  Körpern  werden 
von  der  Beobachtung  zwar  angenähert,  liestätigt,  bewähren  sich  aber 
keineswegs  streng.  Am  auffälligsten  von  den  obigen  Resultaten 
abweichend  ist  die  Erscheinung,  daß  ein  in  innerer,  z.  B.  in 
Schwingungsbewegung  begriffener,  aber  äußeren  Einwirkungen  nicht 
unterworfener,  nichtstarrer  Körper  seine  Energie  nicht,  wie  oben 
entwickelt  ist,  unverändert  beibehält,  sondern  anscheinend  teilweise 
verliert.  Man  hat  aus  ihr  zu  schließen,  daß  die  bisher  in  nicht- 
starren  Körpern  wirksam  angenommeneu  Druckkräfte  nicht  die 
einzigen  in  Wirklichkeit  vorhandenen  sind,  und  wo  die  Gleichge- 
wichtsphänomene mit  der  Theorie  übereinstimmen,  wie  das  jedenfalls 
vielfach  anscheinend  geschieht,  wird  man  schließen  müssen,  daß 
die  als  Korrektionen  zu  den  früher  benutzten  zuzufügenden  Kräfte 
von  der  Bewegung,  und  zwar,  nach  dem  oben  Gesagten,  von  der 
inneren,  d.  Ii.  der  Deformationsbewegung  jener  Körper  abhängen. 

Um  eine  Verallgemeinerung  der  oben  benutzten  Ansätze  zu 
erhalten,  i*?t  der  einfachste  Weg  der,  die  Druckkomponenten  durch 
Summen  von  Gliedern  in  der  für  die  Elasticitätstheorie  benutzten 
Form  (107  "),  genommen  über  die  Difterentialquotienten  der  Defor- 
mationsgrößeu  nach  der  Zeit,  auszudrücken,  also  zu  setzen06) 

+  ey      +     v*'  u.  s.  f.. 
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wobei    in   den   c^l    der  Exponent  ;*   einen    Index    bedeutet,  und 
j  =  0,1.2,...  ist. 
Setzt  man 

(A'J  =  Xx  +  AxJ  .  .  .  (T )  =  .V  +  A,r  240') 

worin  die  Xz,  .  .  .  X  die  Bedeutung  der  gewöhnliehen  elastiscben 
Druckkomponenten  haben,  so  sind  Ax,  Bij}  .  .  .  die  zu  den  früheren 
Ansätzen  gefügten  Korrektionen.  Für  manclie  Zwecke  ist  es  bequem, 
(240)  abzukürzen  in 

(Xx)  =  ^  \"J\  .  .  .  (A;)  =  V  A^,  240") 

wo  dann  der  obere  Index  /'  sich  auf  die  Ordnung  der  in  A*" . . .  A"^' 
vorkommenden  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  bezieht,  und  Xr\ 
.  .  .  Xy  identisch  mit  A'x,  .  .  .  A  ist. 

Bei  einem  solchen  Ansatz  berührt  also  die  Erweiterung  nicht 
die  früher  gemachte  Grundannahme,  daß  die  Drucke  in  irgend 
einem  Volumenelement  ausschließlich  von  der  Deformation  desselben 
Volumenelementes,  und  zwar  linear,  abhängen;  sie  läßt  aber  die 
Drucke  nicht  mit  den  Deformationsgrößen  verschwinden,  sondern 
ergiebt  sie  nur  dann  stets  gleich  Null,  wenn  gleichzeitig  auch  alle 
in  dem  Ansatz  (240)  vorkommenden  Differentialquotienten  der  Defor- 
mationsgrößen nach  der  Zeit  gleich  Null  sind;  dies  wird  aber  bei 
jeder  Veränderung  der  Deformationen  im  allgemeinen  erst  nach 
unendlich  langer  Zeit  eintreten. 

Die  zu  den  früheren  elastischen  Drucken  A*  V  neu  hinzu- 

gekommenen  Summen  Jx,  .  .  .  A  mögen  die  Komponenten  der 
inneren  Reibung  im  allgemeinsten  Sinne  heißen. 

Für  die  Gesamtkomponeuten  (A'x), . . .  (.V  )  müssen  die  allgemeinen 
Gleichungen  gelten,  welche  in  §  2  dieses  Teiles  ganz  ohne  spezielle 
Annahmen  über  die  Natur  der  inneren  Drucke  abgeleitet  sind; 
auch  die  Grenzbedingungen  für  die  Verrückungen  bleiben  die 
gleichen.  Dagegen  bedürfen  die  für  letztere  geltenden  Anfangs- 
bedingungen einer  Erweiterung,  weil  die  Gleichungen  (14)  für  die 
Bewegung  des  nichtstarren  Systemes  durch  die  verallgemeinerten 
Werte  der  Drucke  höhere  Differentialquotienten  nach  der  Zeit,  als 
die  zweiten  enthalten.  Sind  die  höchsten  vorkommenden  von  Äter 
Ordnung,  so  erfordert  die  Bestimmung  des  Problems  die  Angabe 
der  Anfangswerte  für  die  Oten  bis  (h  —  l)ten  Differentialquotienten 
der  Verrückungskomponeuten  nach  der  Zeit,  oder,  mit  anderen 
Worten,  die  Angabe  eines  Teiles  der  Vorgeschichte  des  elastischen 
Systemes  bis  zur  Zeit  t  =  0. 


Digitized  by 


458 


//.  Teil.    Mechanik  nichtstttrrer  Körper.    V.  Kap. 


Diese   Überlegung  steht  in  engem  Zusammenhang  mit  einer 
eigentümlichen  Deutung,  welche  man  dem  Ansatz  (240)  geben  kann. 
Schreibt  man  die  Konstanten  desselben 

X 

241)  '^-i-^Si.t—M^ 

0 

und  bezeichnet  mit  irgend  eine  der  Deformationsgroßen  xxt...x  t 
so  wird 

Dies  ist  aber,  falls  die  Reihe  konvergiert, 

0 

oder,  wenn  man  f  —     =  r  setzt, 

2«')  ^^;"=^(r)/«(<-r)rfr- 

'  —  x 

Dann  wird,  wenn  man  r^,  .  .  .  xy  als  Funktionszeichen  beuutzt, 

t 

I  ~  (A*x  +  Ax)  =  /rfr  [/n  (<  -  rK(r)  +  /i2  (*  -  r)yy{x) 

241") 

I  +/;3(/-r)zf(r)+/;4(^-r)yt(r)  +  /;6(/-r)zi(T)+/;6^-T)xy(r)], 

d.  h.,  es  wird  die  Druckkraft  zur  Zeit  t  nicht  nur  abhängig  von  den 
Werten,  welche  die  Deformationsgrößen  zur  gleichen  Zeit  besitzen, 
sondern  auch  von  allen  Werten,  die  sie  in  früheren  Zeiten  r  be- 
saßen; die  Funktionen  fhk{t  —  r)  stellen  die  Wirkungsgrade  jeder 
einzelnen  Deformationsgröße  über  die  Zeit  (t  —  r)  hinweg  dar. 

In  dieser  Deutung  nennt  man  die  Zusatzglieder  Ax,  .  .  .  A  die 
Druckkomponenten  der  elastischen  Nachwirkung.97)  Innere 
Reibung  und  elastische  Nachwirkung  sind  also  bei  dieser  allgemeinen 
Auffassung  im  Wesen  nicht  verschieden. 

Beitie  Ansätze  (240)  und  (241")  haben  etwas  unbefriedigendes, 
denn  der  eine  enthält  unendlich  viele  Konstanten,  der  andere  unbe- 
kannte Funktionen,  welche  mit  Hilfe  der  Beobachtung  zu  bestimmen 
sind.  Da  gemäß  der  Form  (240)  die  Einwirkung  einer  vergangenen 
Deformation  nach  unendlicher  Zeit  verschwindet,  so  liegt  es  nahe, 
für  dir  f'hk{t  —  r)  wiederum  Reihen  von  Exponentialgrößen  einzu- 
führen, was  man  auch  unter  Benutzung  plausibler  Hypothesen 
näher  begründen  kann.®*! 
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Sieht  mau  von  dem  Wege  ab,  auf  welchem  die  Formeln  (241") 
gefunden  sind,  und  betrachtet  sie  als  einen  frei  gebildeten  Ansatz, 
so  könnte  man  versuchen,  ihn  dahin  zu  erweitern,  daß  er  auch  den 
in  Wirklichkeit  sehr  häufigen  Fall,  wo  durch  eine  frühere  Defor- 
mation dauernde  Veränderungen  bewirkt  werden,  mit  umfaßt  Hierzu 
müßten  die  fhk  für  unendlich  großes  Argument  von  Null  verschieden 
angenommen  werden.  Indessen  erweist  sich  eine  solche  Annahme 
als  unzulässig,  da  sie  bei  zeitlich  konstanten  Deformationen  eine 
allmählich  über  alle  Grenzen  wachsende  Wirkung  ergeben  würde. 

Der  Ansatz  (241")  kann  also  dauernde  Deformationen  nicht  mit 
umfassen.  Praktisch  bringt  dies  keine  Nachteile,  weil  durch  die 
Beobachtung  sichergestellt  ist,  daß  die  dauernden  Deformationen 
dem  Gesetz  der  Proportionalität  mit  den  Druckkräften,  welches 
durch  (241"  i  statuiert  wird,  nicht  folgen.  — 

Die  ursprünglichen  Gleichungen  (240)  sind  in  allen  den  Fällen 
vorzuziehen,  wo  die  in  ihnen  enthaltenen  Keinen  stark  konvergieren, 
und  man  für  die  Anwendung  auf  Beobachtungen  mit  einer  endlichen 
Anzahl  von  Gliedern  auskommt.  Für  solche  Zwecke  ist  es  nützlich, 
die  in  (240")  definierten  Summen  2 XJ\  . . .  J2X»  in  Gruppen  von 
Gliedern  verschiedener  Eigenschaften  zu  zerlegen.99) 

Zunächst  unterscheiden  wir  solche  mit  geraden  und  solche 
mit  ungeraden  Difl'erentialquotienten  nach  der  Zeit,  und  darauf 
zerlegen  wir  jedes  dieser  Systeme  von  Druckkomponeuten  in  zwei, 
(X^)a  und  {Xf)b  u.  s.  f.,  mit  den  Koeffizienten  ahk  und  blik,  von  denen 

ist.  Von  jedem  Anteil  der  Komponenten  {Xj*)a  und  (A'^')fc  u.  s.  f. 
bilden  wir  danach  die  Arbeit  A{J>  resp.  Ajf  während  der  Zeitein- 
heit, welche  nach  (17"')  lautet,  falls  man  6%  idt  in  /  abkürzt. 

Jeder  der  so  erhaltenen  Ausdrücke  besteht  aus  einer  Reihe 
von  Aggregaten  von  der  Form 

welche  sich  auch  schreiben  läßt 

+  ...—(  —  l)"(^«n>  »/'"-"'  ±  xf  ^rfJ-"  ) 

4.  (_  l)»(y"»+  D^'J-ni  4_  + 
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oder  kürzer 

=        H)  +  (-  \Y{fftn  +  l>  '/''•/"f"  ±  vi,i  + 11 

worin       jdtj  =  /J}  gesetzt  ist,  und  0  <  «  <  /  sein  muß. 
Dies  ergiebt 

für  gerades     d.  h.  j  =  2/w,  falls  k  =  2?»  -  1  gesetzt  wird. 

242)  2{cf '        +     7-'^ )  =  ^-y-1^  , 

und 

242')  0  =  '/r//J?'"-2"L~  lL; 

für  ungerades  jy  d.  Ii.  /  =  2 7/1      1,  falls  n  =  m  gesetzt  wird, 

(2;//  -f  1,»/) 

242") 
aber 

242'")  rf/,.i/2^i'-  ,/.y2»  +  "  =  '^A"'* 


Ii  4.  „,y2«+  1. 

4-  (        1 )  "  2  </- 1 +  1 J  t/f 1 


Hieraus  folgt,  daß  die  Arbeiten  --/;-"'■  und  A*"' +  l)  vollständige 
Differentialquotienten  nach  der  Zeit  sind,  die  sie  liefernden  Druck- 
komponenten  also  die  Energie  erhalten;  sie  erweisen  sich  daher 
als  Ergänzungen  des  in  (107")  gemachten  Ansatzes  für  die  elasti- 
schen Kräfte,  welche,  wie  jene,  konservative  Natur  besitzen. 

Die  Arbeiten  uV2m  +  l1  setzen  sich  aus  zwei  Teilen  zusammen, 
aus  einem  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  und  einer  quadrati- 
schen Form  der  (m  +  l)ten  Differentiaiquotienten  der  Deformations- 
größen. Ist  die  letztere  wesentlich  negativ,  so  wird  durch  die  Arbeit 
der  betreffenden  Kräfte  die  Energie  des  bewegten  elastischen  Körpers 
jederzeit  vermindert,  nie  vermehrt;  legt  man  also  den  A^,H  +  11 
die  genannte  Eigenschaft  bei,  so  kommt  dadurch  der  Ansatz  (240) 
in  Einklang  mit  der  allgemeinen  Beobachtung,  daß  die  Energie  der 
Deformations-Bewegung  eines  sich  selbst  überlassenen  Körpers  stets 
abnimmt,  niemals  wächst.  Wir  nennen  derartige  Kräfte  absor- 
bierende. 

Die  letzte  der  vier  Arten  innerer  Arbeit  ^/'-"')  hat  keine  der 
beiden  an  den  drei  anderen  nachgewiesenen  Eigenschaften;  sie  kann 
vielmehr  je  nach  dem  zeitlichen  Verlauf  der  Deformation  bald  die 
Energie  derselben  vergrößern,  bald  verkleinern;  da  ersteres  der 
Beobachtung  widerspricht,  so  wird  man  annehmen  dürfen,  daß  die 
KoefHzienten  der  Drucke  (A'^p '"'),,  .  .  .  {-\'y2'"\  in  Wirklichkeit  ver- 
schwinden. 


Digitized  by  Google 


461 


Um  die  allgemeinen  Ansätze  für  die  verschiedenen  Kristall- 
systeme zu  spezialisieren,  hat  man  die  in  §  17  des  ersten  Teiles 
gegebenen  Regeln  einfach  auf  die  Arbeiten  der  einzelnen  Anteile 

\  J\  .  .  .  XU) 

*  ■  v 

anzuwenden,  die  vom  Koordinatensystem  unabhängig  sein  müssen. 
Diese  Arbeiten  fallen  uuter  die  auf  S.  142  angegebene  Form  (154)  und 
ist  darin  A,  B,  C,  Ii,  E,  G  mit  xx,  yy,  z2,  i/.  /  }2,  zx  / j  2,  xjfä,  L,  M, 
N,P,Q,R  mit  frxJdtJ,  diyjdts,  d*zjdt>,  d^JfldtK  d'zj^dv, 
dixyl^2dv,  wo  j  beliebig  ist,  zu  identifizieren.  Dabei  kann  man 
auch  noch  die  beiden  Teile  der  Arbeiten,  welche  oben  mit  Aa  und 
Ah  bezeichnet  sind,  gesondert  behandeln,  da  sie  ganz  verschiedenen 
Charakter  besitzen.  Die  Konstantenwerte  für  eine  jede  Krystall- 
gruppe  sind  daher  aus  dem  Schema  IV  auf  S.  143  unmittelbar  ab- 
zulesen, wenn  man  darin  nur  für  die  Kräfte  der  Gattung  (a)  die 
Beziehung  c,(Jt  =  cWl,  für  die  Kräfte  der  Gattung  (b)  aber  die  Be- 
ziehungen ihh  =  0  und  =  —  cW(  eiuführt.  Die  Konstanten  jeder 
Reihe  der  betreffenden  Zusammenstellung  geben  dann  sehr  leicht 
die  Koeffizienten  der  Komponenten  X'J\  .  .  .  X'JK  — 

Um  die  für  die  Anwendungen  nötigen  Formeln  beisammen  zu 
haben,  setzen  wir  schließlich  noch  die  Hauptgleichungen  und  die 
Grenzbediugungen  in  den  verallgemeinerten  Druckkomponenten 
hierher. 

Es  gilt  für  alle  inneren  Punkte 

f/*.r  /  6lA'f)      BiXtJ)      diX)  \ 

«  dt*  =  A    ~~l    r.r    +  -i,y  +  ~üx    ]'  243) 

für  die  äußeren  Grenzen 

•V  +  (A>  J>(U  =  Z+ (/)  =  (>,  243' 
für  die  Zwischcngrenzcn  bei  Ausschluß  von  Grenzdrucken 

(\\  +  (-V  )k  =  (I'A  +  {i'X  =  {/,),,  +  (ZH)k  =  0  ;  243") 

dazu  kommen  die  Bedingungen  für  die  Verrückungen  oder  Geschwin- 
digkeiten, die  je  mich  den  Umständen  verschieden  lauten. 
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$  30.  Die  hydrodynamischen  Gleichungen  bei  Berücksichtigung  der 

inneren  Reibung. 

Nach  den  Darlegungen  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  sind 
absorbierende  Kräfte  bestimmten  Charakters  in  nichtstarreu  Körpern 
durch  einen  Ansatz  von  der  Form  (240)  gegeben,  wenn  in  demselben 
nur  ungerade  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  vorkommen,  und 
die  Koeffizienten  den  Beziehungen  cJj»  =  cjß  entsprechen.  Für  iso- 
trope Körper  spezialisieren  sie  sich  nach  dem  letzten  System  in 
Schema  IV,  welches  sich  auf  S.  144  findet. 

Den  vorhandenen  Beobachtungen  an  Flüssigkeiten  wird  indessen 
befriedigend  schon  genügt,  wenn  man  sich  auf  die  Einführung  des 
niedrigsten  derartigen  Gliedes  der  Summen  (240)  in  die  hydrodyna- 
mischen Gleichungen  beschränkt;  dasselbe  entspricht  dem  Wert  j  =  1. 

Hiernach  nehmen  die  Druckkomponenten  der  inneren  Reibung 
in  einer  Flüssigkeit  die  folgende  einfache  Form  au,  in  der  die 
Konstanten  kurz  durch  ah  bezeichnet  sind,  und,  wie  bei  den  elasti- 
schen Drucken  c  —  cx  =  c, ,  auch  a  —  ax  =  a2  gesetzt  ist  l0°) 


a  und  ax  resp.  a{  und  a2  sind  die  beiden  Konstanten  der 
inneren  Reibung  der  Flüssigkeit;  ihre  Dimensionalgleichung  ist 


Eine  Relation  zwischen  a  und  ax  würde  sicli  ergeben,  wenn 
man,  wie  dies  ausgesprochen  ist,  annehmen  dürfte,  baß  bei  einer 
nach  allen  Seiten  gleichförmigen  Dilatation  die  Kräfte  der  inneren 
Reibung  verschwänden.  Hierzu  ist  indessen  gar  keine  innere  Veran- 
lassung gegeben  und  die  durchgeführten  Bestimmungen  der  ah  bei 
festen  Körpern  stehen  damit  in  vollkommenem  Widerspruch.  Es 
sind  also  im  allgemeinen  zwei  Reibungskonstanten  beizubehalten. 

Die  Bewegungsgleichuiigen  (243)  erhalten  in  Rücksicht  auf 


244) 


a2  rj  +  a, 
«,  + 


[ah]  =  ml-U-\ 


y  =  z  =  v  =  o,  x  =  r  =  z  =  v 

z  x  y  '         x  y  z  1 


allgemein  die  Form 
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du 

de' 

«dt 

dw 

e  dt 


OD 


=  ^-^  +  K«-«i)A^+l(a4-«1)^, 


244') 


worin  X\  Y\ZJ  wie  früher  die  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen 
körperlichen  Kräfte  bezeichnen;  hierzu  kommt  die  Kontinuitäts- 
gleichung 


f>  dt 


244") 


und  zumeist  noch  eine  Bedingung  für  o,  z.  B. 

9  =  ^W?  244"') 

indessen  ist  eine  solche  Gleichung  nicht  unbedenklich,  da  das  Vo- 
lumenelement von  der  Dichte  o  bei  Berücksichtigung  der  inneren 
Reibung  gar  keinen  allseitig  gleichen  Druck  von  der  Größe  p,  son- 
dern vielmehr  parallel  den  Koordinatenaxen  die  verschiedenen  Drucke 

P  -       p  -  ßy,  p  -  C 

erleidet 

Daher  beschränken  wir  uns  auf  die  Betrachtung  inkompres- 
sibler  Flüssigkeiten  und  gehen,  indem  wir  zugleich  die  körperlichen 
Kräfte  auf  die  Masseneinheit  beziehen,  aus  von  dem  System 

du'  d p  .   ,      A  , 


Ö  X 
C  p 


d  v'  »• 
P  dt  ='■'*  -cy+  *"*AV' 

Q-d-  =  o/-  ^-f  <«2  Air, 

du'      8  v'  dir' 

+         -r   -.     =  U> 


245) 


Zu  diesen  Hauptgleichungen  kommen  noch  folgende  Grenzbe- 
dingungen. Für  die  Geschwindigkeitskomponenten  gilt  in  der  Grenz- 
fläche zwischen  zwei  Körpern  (h)  und  (A)  mit  der  Normalen  w,  von 
denen  der  eine  oder  auch  beide  flüssig  sein  können, 


(uh'  —  uk')  cos  (w,  x)  +  {vh'  —  vk')  cos  (n,y)  +  (wh'  —  irk')  cos  («,  z)  —  0,  245') 
für  die  Drucke 
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worin  Xhk,  .  .  .  die  von  {k)  auf  (h),  und  A'w,  .  .  .  die  von  (h)  auf  (k)  aus- 
geübten Druckkomponenten  bezeichnen,  für  die  also  gelten  muß 

245'")  XIJt  +  A„  =  i„  +  j-u  =      +  4  =  0. 

Diese  Komponenten  rühren  einmal  von  einem  normalen  Druck 
Phk  resP'  iu  ^er  Frenze  her,  sodauu  von  einem  tangentialen  Wider- 
stand Jfhk  resp.  7?^,  welcher  der  Verschiebung  der  beiderseitigen  Grenz- 
teile aneinander  hin  entgegenwirkt  und  nach  Symmetrie  der  relativen 
Geschwindigkeit  V))k  resp.       entgegengesetzt  parallel  sein  wird. 

Wir  erhalten  demnach 


246) 


(\  +  4.)*  -  Pitk cos  K> *)  -  K        =  °>  u*  S*f-J 


w. 

hierin  sind       und  und  i?^,  TJy,.  und  Fkh  dem  Werte  nacli 

gleich,  aber  von  entgegengesetzter  Richtung;  nh  und  nk  bezeichnen 
die  resi>.  äußeren  Normalen.  Bfik  resp.  J?Wi  verschwindet,  wenn  Vhk 
gleich  Null  ist,  man  wird  also  in  erster  Annäherung 

246  )  K„t  =  ä  fu 

setzen  können,  worin  a  der  Koeffizient  der  äußeren  Reibung 
zwischen  den  Körpern  (h)  und  (A)  heißt.   Es  ist  ersichtlich 

[«]  =  ml-*t~\ 

Wenn  a  über  alle  Grenzen  wächst,  so  muß  notwendig  Vhk  unendlich 
abnehmen,  und  im  Grenzfall,  wo  die  eine  Flüssigkeit  die  andere  oder 
den  festen  Körper,  wie  man  sagt,  benetzt,  muß  f'hk  verschwin- 
den, d.  h. 

246")  uh  —  uk  =  v',t  —  v'k  =  ir'u  —  ir'k  =  0 

sein.  Hier  verliert  wegen  der  Unbestimmtheit  der  Größe  und  Rich- 
tung von  Jf}ik  das  System  (246)  seine  Bedeutung  als  Grenzbedinguug 
und  giebt  vielmehr  nur  die  Grüße  der  Inanspruchnahme  der  Adhä- 
sion zwischen  {h)  und  (k)\  es  treten  an  seiner  Stelle  die  drei  For- 
meln (246").  — 

Die  Bewegungsgleichungen  (245)  werden  für  den  Fall,  daß  die 
körperlichen  Kräfte  ein  Potential  haben,  durch  dieselbe  Potential- 
bewegung befriedigt,  die  ihnen  bei  verschwindender  Reibung  genügt; 
denu  wegen  der  Inkoinpressibilitätsbedingung,  die  für  das  Geschwin- 
digkeitspotential die  Bedingung  A  J =  0  ergiebt,  verschwinden 
die  mit  «2  behafteten  Glieder  A  «'»  A  v\  A        So  lange  also  keine 
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Grenzbedingungen  zu  erfüllen  sind,  hat  die  innere  Reibung  auf  die 
Potentialbewegung  durchaus  keinen  Einfluß. 

An  den  Begrenzungen  kann  aber  durch  das  Geschwindigkeits- 
potential im  allgemeinen  nur  einer  Bedingung,  z.  B.  (245'),  genügt 
werden;  daraus  folgt,  daß  Bewegungen  mit  irgend  welchen  Begren- 
zungen in  reibenden  Flüssigkeiten  keine  reinen  Potentialbewegungen 
sein  können. 

Für  die  Wirbelkomponenten  /',  m',  n  folgt  bei  Existenz  einer 
Potentialfunktion  der  körperlichen  Kräfte  aus  (245),  analog  wie  (50"), 


dl      j.du.     ,Bu   .    ,du    .    at  .  Jf 

dy         dx  2q 


dt 
dm' 


dx 


A  "»', 


,,dv'  ,dv'  ,dv'  at 

dt          d  x  d y  d  x  2q 

dn'      Jtdw'  ,     ,8tc'  ,dte'  ,    a.   .  , 

dt          dx  d  y  dx  2p 


246"') 


Dies  zeigt,  daß  der  Fundamen talsatz  für  Wirbelbewegungen  in 
reibenden  Flüssigkeiten  seine  Gültigkeit  verliert,  daß  nämlich  die 
einzelnen  Teilchen  Wirbelbewegungen  erhalten  und  verlieren  können. 

Die  Hauptgleichungen  (245)  lassen  sich  auch  für  den  einfach- 
sten Fall  stationärer  Bewegungen  nur  in  sehr  wenigen  Fällen  streng 
integrieren,  so  für  die  Strömung  zwischen  zwei  koaxialen  Kreis- 
cylindern  parallel  deren  Axe  und  parallel  deren  Grundlinie,  —  zwei 
Probleme,  welche  mit  wichtigen  Methoden  zur  Bestimmung  der 
Reibungskonstanten  a,  und  a  in  Zusammenhang  stehen.  Die  Schwie- 
rigkeit liegt  besonders  in  den  in  u,  v\  w  quadratischen  Gliedern 
und  fällt  zum  Teil  hinweg,  wenn  man  sich  auf  so  kleine  Ge- 
schwindigkeiten beschränkt,  daß  jene  Glieder  neben  den  linearen 
vernachlässigt  werden  können.  Man  erhält  dann  aus  (245),  falls  man 
p  I  q  =  II  und  a,  /  2  o  =  u  setzt, 


0  U 

TF 

dx 

dv' 

~dT 

v     d  II  ,       .  / 

d  ic' 
dt 

du' 
dx 

dy 

247) 


Wegen  der  lineären  Gestalt  dieser  Gleichungen  kann  man  wie 
in  der  Elasticitätslehre  verfahren,  die  Abhängigen,  hier  also 
77,  ut  v,  w',  in  je  zwei  Teile  zerlegen  und  den  ersten  nur  der  Ein- 
wirkung der  körperlichen  Kräfte  gemäß  bestimmen,  mittels  des 
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zweiten  aber  die  Oberflächenbedingungen  erfüllen.  Sind  die  körper- 
lichen Kräfte  zeitlich  konstant,  so  können  wir  für  ihre  Behandlung 
die  Bewegung  als  stationär  betrachten. 

Die  Hauptgleichungen  nehmen  aber  bei  stationärer  Bewegung, 
falls  man  die  Komponenten  von  Kraft  und  Geschwindigkeit  wie  früher 
zerlegt,  die  folgende  Gestalt  an: 

BjQ  +  II)     cLV  _  BM  l  BF     BW  _  8  V\ 

Bx      +  By       Bx  ~  r/AUx'  +  ~8y  Bx)1 


248) 


8(0+ II)      BA      BN  I BF      8  ü  BW 

By      +  Bx       Bx  ~  aA  [dy  +  Bx  Bx 


+  Yx-Yx=aAfc  + 

d(<fl  +  J7)      BM      BA  (BF  ,8V  8C 


Bx 


BM      BAL  ( BF  .  8  V  8C\ 

+  Bx      By  ~  aA\8x  +  Bx  By}' 


248)  | 


A  v     n  BU^BV.BW 
1    Bx      By  Bx 

woraus  die  partikulären  Lösungen 

(0  +  77)  =  Const 

a  A  U  =  A,  u  A  F=  M,  u  A  W  =  N 

folgen;  für  letztere  Formeln  kann  man  nach  (61"')  auch  schreiben: 

248")  -2«/'=  A,    -2am'=M,    -  2an  =  N. 

Die  erste  Gleichung  (248')  bestimmt  77  vollständig,  wenn  dasselbe 
für  eine  Stelle  gegeben  ist;  die  übrigen  drei  lassen  sich  nach  be- 
kannten Methoden  integrieren  und  liefern  in  einer  unendlichen  Flüssig- 
keit, wenn  überdies  nach  S.  283  F  =  0  ist,  die  vollständige  Lösung. 

Sind  aber  Begrenzungen  vorhanden,  so  geben  diese  Ausdrücke 
nur  den  einen  Teil  der  Geschwindigkeiten  u,  v,  w  und  der  Funk- 
tion 77;  der  zweite  hat  den  Gleichungen 

oAas  /   B H         A    ,   Bit         .     ,   8  u'      8  r'      8  w'  n 

'  Bx  7  8y  1  Bx  7  8 x      8  y       8 x 

und  dazu  den  Grenzbedingungen  unter  Rücksicht  auf  die  von  den 
ersten  Teilen  gelieferten  Beiträge  zu  genügen.  Die  Grenzbedingungen 
nehmen  ihre  einfachste  Form  an,  wenn  die  Begrenzung  durcli  irgend- 
wie bewegte  und  von  der  Flüssigkeit  benetzte  Wände  gebildet  wird; 
hier  schreiben  sie  direkt  die  Werte  der  drei  Geschwindigkeitskom- 
poneuten  für  die  Flüssigkeit  vor. 

Daß  sie  neben  den  Hauptgleichungen  (249)  zur  Bestimmung 
der  u,  tr'  genügen,  ergiebt  sich  leicht;  multipliziert  man  die 
Formeln  (249)  resp.  mit  u,  v\  w'y  integriert  sie  über  den  von  der 
Flüssigkeit  erfüllten  Raum  und  addiert  die  Resultate,  so  erhält  man, 
falls  v  die  innere  Normale  bezeichnet,  wegen  fr  =  0 
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J  |m' cos  (v ,  x)  +  v  cos  {v, y)  4-  w  cos  (v,  z) j  IJdo 

—  a J*(0  k'+Wü'+0  w/)  rfA. 

Hieraus  kann  man  aber  nach  früheren  Methoden  schließen,  daß  bei 
gegebenen  Randwerten  von  ic  durch  die  vorstehenden  Gleichungen 
u,  v,  w  für  alle  Stellen  der  Flüssigkeit  bestimmt  sind. 

Ist  u,  v,  w'  gefunden,  so  folgt  II  aus  (249)  durch  eine  Quadratur 
bis  auf  eine  additive  Konstante,  und  diese  bestimmt  sich,  wenn  sein 
Wert  für  irgend  eine  Stelle  vorgeschrieben  ist 

Eliminiert  man  ZZ,  so  giebt  (249)  bei  Einführung  von  Fy  /f 

A^T=0,   A  A  U=  A  A  F=  A  A  JT  =  0, 

8  U  t  8  V  l  d\V  _  n  249") 
dx  +  By  +  Bz  ~  U' 

und  die  Grenzbedingungen  schreiben  die  Werte  von 

,/-dF-L.dw    dV  W  BU    BW      .__BF    BV    BU  , 

U  ~  8x+  6y~ dx>  V  ~  8y+8~x~ '  6  x  '  W  "  8  x+ 8~x"~  ~8y  > 

vor;  es  existiert  keine  allgemeine  Methode,  die  Unbekannten  ihnen 
gemäß  zu  bestimmen. 

Sehr  einfach  wird  dagegen  das  Problem  in  dem  Falle  ebener 
Bewegungen,  in  welchem  V  —  J '  —  0,  F  und  W  von  z  unabhängig 
sind,  und  die  Formeln  (249")  die  Gestalt  annehmen: 

A^-O,  A,A2r=  0.  249"") 

Hier  kann  man  nämlich  die  Oberflächenbedingungen  auch  bei  der 
Vereinfachung  F  =  0  befriedigen.  Denn  aus  vorgeschriebenen 
u  und  v  resp.  B  it  jdy  und  d  H  jdx  folgt  auch  gegebenes  dll  jdn 
und  d  ff  jös,  falls  s  das  Element  der  Randkurve  bezeichnet;  statt 
des  letzteren  auch  bis  auf  eine  additive  Konstante  gegebenes  H~. 
Um  aber  aus  Aa  A2  #  ?  ^  und  d  TV \  dn  für  alle  Punkte  //  zu  finden, 
ist  S.  207  eine  allgemeine  Methode  angegeben ;  das  Problem  ist  hier- 
durch also  auf  ein  früheres  zurückgeführt. 


§  31.  Die  elastischen  Gleichungen  unter  Berücksichtigung  der 

inneren  Keibung. 

Zur  Bestimmung  der  Bewegungen  elastischer  Körper  unter 
Wirkung  der  inneren  Reibung  ist  der  allgemeine  Ansatz  (240)  mit 
den  in  §  2  gegebenen  Sätzen  über  die  Druckkräfte  in  nichtstarren 

30* 
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Körpern  zu  verbinden.  Das  so  entstehende  Problem  gestattet  eine 
Behandlung  bei  homogenen  cyliudrischen  Stäben,  falls  man  den  in 
(240)  für  die  Druckkomponenten  angesetzten  Reihen  die  Eigenschaft 
beilegt,  daß  sich  die  Gleichungen  durch  Annäherung  nach  xx,  .  .  .  xy 
auflösen  lassen.101)    Dann  ist 


250) 


'     -7"  V  "    dl'        "   d  H        "dt*         i*  Bt1 


u.  s.  f.,  wo  der  Exponent  an  den  Moduln  shk  die  Bedeutung  eines 
Index  hat,  und  ebensowenig,  wie  cjß  =  cjjj,  von  vornherein  auch 
für  alle  j      =  *0J  zu  sein  braucht. 

Der  einfachste  Fall  ist  der  von  Schwingungen,  bei  denen  in 
jedem  Moment  längs  der  Axenrichtung  z  des  Stabes  die  Deforma- 
tionsgrößen, und  daher  die  Druckkomponenten,  konstant  sind.  Der- 
gleichen lassen  sich  nach  dem  S.  412  Gesagten  hervorbringen,  indem 
man  die  Bewegungsfreiheit  des  Stabes  geeignet  beschränkt  und  ihn  durch 
Verbindung  mit  trägen  Massen  zu  so  langsamen  Schwingungen  zwingt, 
daß  in  den  Gleichungen  (14)  die  Beschleunigungen  vernachlässigt 
werden  können. 

Dann  verwandeln  sich  diese  Formeln  in 

«     d(x)     d(xv)     ~     d(T)     d(Y«)  d(z)  d(Zv) 

dz         dy  1  dx         dy  '  dx        dy  7 

während  die  Grenzbedingungen  ungeändert  bleiben. 

Man  kann  demgemäß  genau  den  in  §  23  eingeschlagenen  Weg 
auch  hier  benutzen.    Für  u,  »,  w  sind  dieselben  Ansätze  (188) 

(  u=  U+z{\m'z-n'y\ 
250")  |  v=  V-z{\l'z-rix), 

I w  =  W+  z{—  m'x  +  Xy  +  c) 

einzuführen  und  in  ihnen  nur  die  Parameter  c,  t,  m,  ri,  welche  wie 
in  §  23  die  Differentialquotienten  der  longitudinalen  Verrückung 
und  der  Drillungen  nach  z  bezeichnen,  als  langsam  mit  der  Zeit 
wechselnd  zu  betrachten. 

Auch  die  Formeln  (189")  und  (189'")  behalten  ihre  Gültigkeit, 
wenn  man  nur  überall  die  Komponenten  des  elastischen  Druckes 
Xx,  .  .  .  Xy,  mit  den  Gesamtkomponenten  (XJ;  .  .  .  (Xy)  vertauscht 

Infolgedessen  werden  auch  die  Parameter  c,  V,  m  ganz  allge- 
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mein,  in  ri  wenigstens  die  von  M  und  L  abhängenden  Glieder  für 
alle  Querschnitte  bestimmbar,  während  die  in  ri  von  N  abhängenden 
Glieder  für  jeden  Querschnitt  einzeln  berechnet  werden  müssen  und 
allgemein   nur  in  einer  symbolischen   Form  geschrieben  werden 


können. 

Man  erhält 

so : 

qc  = 

■ 

qx]  tri  — 

atl + ■ 

*x3  d/' 

250"') 


Ist  der  vertikal  aufgehängte  Cylinder  am  oberen  Ende  z  —  0 
fest,  am  unteren  z  =  Zj  mit  einer  gegen  die  Masse  des  Cylinders  selbst 
sehr  großen  trägen  Masse  SW  beschwert,  so  kann  nach  dem  früheren  die 
Wirkung  der  Schwere  außer  Acht  gelassen  werden,  und  man  erhält 
aus  den  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  für  einen  starren  Körper, 
da  z1c  die  Verschiebung  w1  des  unteren  Endes  ist, 

2R  *«*  =  -  C;  251) 

mit  Hilfe  dieser  Gleichung  kann  man  aus  der  ersten  Formel  (250'") 
C  eliminieren  und  findet  den  Ansatz 

251') 

Die  Integration  wird  durch 

bewirkt,  und  die  Koeffizienten  a  und  ß  passend  durch  successive 
Annäherung  bestimmt.  Die  Lösung  giebt  gedämpfte  Schwingungen, 
deren  Dauer  und  Dämpfung  sich  durch  die  Konstanten  *£J  aus- 
drücken läßt. 

Einer  analogen  Behandlung  kann  man  auch  die  übrigen  For- 
meln (250"')  unterziehen,  indem  man  den  am  Ende  z  =  0  befestigten 
Cylinder  am  Ende  z  =  z1  passend  mit  einer  um  einen  festen  Punkt 
drehbaren  Masse  verbunden  denkt,  so  daß  deren  Drehungsgeschwin- 
digkeit linear  mit  m',  resp.  /'  und  ri  verbunden  ist.  Noch  ein- 
facher gestalten  sich  die  Verhältnisse,  wenn  der  Stab  isotrop,  oder 
derartig  gegen  die  Krystallaxen  orientiert  ist,  daß 

3»  36  43  63 
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ist,  was  u.  a.  dann  gilt,  wenn  seine  Axe  eine  zwei-  oder  mehr- 
zählige  Symmetrieaxe  ist.  Dann  sind  die  drei  durch  /',  m  und  ri 
gegebenen  Bewegungen  von  einander  völlig  unabhängig,  und  man 
kann  die  träge  Masse  jedesmal  um  eine  bestimmte  feste  Axe  drehbar 
anbringen.  Ist  sie  z.  B.  mit  dem  Ende  z  =  z1  des  Stabes  fest  ver- 
bunden und  um  die  Z-Axe  drehbar,  so  ist  ihr  Drehungswinkel  nJ 
gegeben  durch  zx  ri  =  ^ ,  und  es  gilt 


0  Wi 


251")  a». iv\ 

worin  9Wa  das  Trägheitsmoment  der  Masse  2R  um  die  #-Axe  bezeichnet. 
Die  Elimination  von  jV  aus  der  letzten  Gleichung  (250'")  kann  also 
in  derselben  Weise  stattfinden,  wie  oben  diejenige  von  C.  Dasselbe 
Verfahren  ist  auf  L  und  M  anwendbar.  — 

Um  beliebige  Schwingungen  eines  unendlich  dünnen  cylindrischen 
Stabes  unter  Berücksichtigung  der  inneren  Reibung  zu  behandeln, 
kann  man,  wie  in  §  24,  jedes  Längselement  als  gleichförmig  gespannt 
betrachten  und  auf  dasselbe  die  Formeln  (250")  und  (250"')  an- 
wenden, in  denen  nun  c,  /',  m,  ri  Funktionen  der  Zeit  und  des 
Ortes  auf  der  Stabaxe  sind. 

In  dem  wichtigsten  speziellen  Falle,  daß  die  Verrückungen  und 
Drillungen  der  einzelnen  Stabelemente  unendlich  klein  sind,  ist,  wie 
in  (199')  gezeigt, 

1  dx* 7  dx* 7  dx  7  ox  7 

und  da  nach  (200')  außerdem,  wenn  körperliche  Kräfte  nicht  wirken, 


252') 


d>u  d*M  d't        ,  d'L 

d*w     dC  .ö'n  e.v 


ist,  so  kann  man  nach  geeigneter  Differentiation  nach  z  in  (250"') 
statt  Z,  M,  C,  X  überall  w,  t>,  wf  n  einführen  und  so  die  allgemeinen 
Bewegungsgleichungen  für  einen  unendlich  dünnen  Stab  bei  Rück- 
sicht auf  die  innere  Reibung  bilden. 

Dieselben  nehmen  für  isotrope  Stäbe  relativ  einfache  Formen 
an  und  lauten  dort: 


252") 


Die  Summen  sind  hier,  wie  früher,  von  j  =  0  bis  J  =  00  zu  nehmen, 


■ 
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aber  für  die  Anwendung  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern 
abzubrechen. 

Für  den  Fall  einer  Saite  kommen  zu  den  beiden  ersten  For- 
meln (252')  rechts  nur  noch  die  Glieder  r{d*u)l{dz*)  und  r{d*v)l{dz*) 
hinzu,  wo  r  die  Längsspannung  bezeichnet. 

Die  Theorie  der  gedämpften  Schwingungen  von  Platten  läßt 
sich  in  ähnlicher  Weise  entwickeln,  bietet  aber  geringeres  Interesse. 


§  32.    Ebene  Wellen  in  einem  unendlichen  elastischen  und 

absorbierenden  Medium, 

Die  im  allgemeinen  sehr  komplizierten  Gleichungen,  die  den 
Einfluß  der  inneren  Reihung  auf  die  Bewegung  elastischer  Medien 
darstellen,  nehmen  eine  relativ  einfache  Form  an,  wenn  es  sich  um 
rein  periodische  Bewegungen  handelt  Hier  kann  man  für  u,v,  w 
den  reellen  Teil  von  Ausdrücken  von  der  Form 

u  =  e  '    f(*,y,z)  253) 

setzen,  oder,  da  alle  Gleichungen  linear  sind,  mit  diesen  Ausdrücken 
selbst  rechnen,  wenn  man  nur  am  Schluß  sich  auf  den  reellen  Teil 
beschränkt    Dabei  mögen  hier  und  weiterhin  komplexe  Größen 
durch  deutsche  Buchstaben  bezeichnet  werden. 
Es  gilt  dann 

•    :;-(2ry-  s=(W».  k-r-MV  «*> 

und  man  kann  statt  des  Ansatzes  (240)  schreiben,  indem  man  die 
von  u,  ü,  xd  statt  von  m,  v,  w  gebildeten  Deformationsgrößen  und 
Drucke  angemessen  bezeichnet  und  die  Dichte  q  als  Faktor  vorzieht, 

-  (SJ  =  ?(®ni*+  «1,9,+  ®13S,+  «1*9.+  «»*.+  «16  f> 


hierin  sind  die  dhk  komplexe  Größen,  die  wir  nach  der  Formel 

««-q»+*C»  253"') 

in  den  reellen  und  imaginären  Teil  zerlegen,  und  die  definiert  sind 
durch 

9*»- [*"')''  2W"") 
worin  j  =  0, 1, 2,  . . .  ist 


253") 
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Für  ein  beliebiges  krystallinisches  Medium  nehmen  dann,  wenn 
man  wieder  von  körperlichen  Kräften  absieht,  die  Hauptgleichungen 
(243)  die  folgende  Form  an: 

_  ff   d'_11     (t         ,  ff  /rr    ,  ff 

+ + + It. + ^ + ^  £h 


^  =  e  — u  _i_  er  * «  +  ff  di*  +  fff  +  ff  *  ü^l 


254) 


+  ®sa  öy  +  $ 


44  ^  +  (^42  +  ^4)  ^ 


+  (®«  +  cM)^  +  (eM  +  e8.)g|fy 


Ü5"  =  ®«  öaT»  +  ^  dy*  +  ^        +  (®*6  +  ^ 
+  («.i  +  «M)ät'^ +  («..+  ««) 


d*w 

d 


B'm 


&9to 


B'to 


Wir  wollen  sie  benutzen,  um  die  Fortpflanzung  ebener  Wellen 
zu  untersuchen,  und  zwar  zunächst  in  einem  allseitig  unbegrenz- 
ten elastischen  Körper.    Da  hier  die  Koordinatenaxen  vollständig 
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willkürlich  sind,  so  kann  man  die  if-Axe  in  die  Wellennormale  legen 
und  erhält  hierdurch  sogleich  viel  einfacher: 


c*u 
dt* 

«ff« 

d*u 
dx1 

d*x> 
dx* 

+  «« 

Ö»tt> 

d*x> 

dt* 

d*u 
di* 

+  ff*4 

d*\> 
dx* 

+  ff*3 

d*n 
dx* 

d*m 
dt* 

=  ff36 

d*u 
di* 

+  ffS* 

ö'b 
dt» 

+  «33 

d*tt> 
dx* 

254') 


Setzt  man  nun  zur  Integration 


worin 


o  = 


l  -  t*' 

o  =  u  +  iV,    b  =  ^  +  t/9',    c  =  y  +  i>' 
ist,  so  giebt  (253) 

Vitt      «\  I 


t)  '  255> 

255') 


255") 


Dieser  Ansatz  stellt  eine  in  ebenen  Wellen  mit  der  Geschwindig- 
keit (o  längs  der  Z-Axe  fortschreitende  Bewegung  dar,  deren  Ampli- 
tude mit 

2.TXX 

e 


IM 


proportional  ist;  x  führt  darin  den  Namen  des  Absorptions- 
koeftizienten. 

Aus  den  Gleichungen  (254')  wird  durch  das  Einsetzen  dieser 
Werte 

0  =  a  (<S66  -  o3)  +  b  <£54  +  c  <£68,  j 

0  =  ae46+b(<£44-o*)  +  c<£<3,  256) 

o  =  oeJ6  +  i)d31  +  c((i„-üj). ) 

Diese  Formeln  bestimmen  o  :  b :  c  und  o. 

In  dem  speziellen  Falle,  daß  die  Konstanten  CT  der  Bedingung 

ffA*  = 

genügen,  stimmt  das  System  (256)  mit  demjenigen  überein,  welches 
die  Lage  und  Größe  der  Maxima  und  Minima  der  Funktion 

o2  =  <£6fi  a2  +  <S44  b2  +  e33  c2  +  2e43  b  c  +  2G36  c  a  +  2<Eß4  a  b  256') 

bestimmt 
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I/o  kann  hiernach  als  der  Radiusvektor  r  in  einem  gewissen 
komplexen  dreiaxigen  Ellipsoid  aufgefaßt  werden,  welches  durch  die 
Konstanten  des  elastischen  Mediums,  durch  die  Periode  der  fort- 
gepflanzten Schwingungen  und  durch  die  Richtung  der  Wellen- 
normalen bestimmt  ist;  a,  b,  c  stellen  die  komplexen  Richtungs- 
kosinus von  v  dar. 

Dies  komplexe  Ellipsoid  wird  zu  einem  reellen,  wenn  in  den 
Eonstanten  (£Ak  die  imaginären  Theile  C^*  verschwinden,  also  dhk  =  Chk 
wird;  dies  ist  der  Fall,  wenn  die  Konstanten  für  ungerades  z 
gleich  Null  sind,  also  nach  S.  460  nur  Energie  erhaltende  Kräfte 
wirken.  Hier  kann  man  nämlich  den  Gleichungen  (256)  durch  reelle 
a,  b,  c  und  o  gentigen  und  daher  a  =  a,  b  =  ß,  c  =  y,  o  =  (o  und 
x  =  0  setzen.  Zugleich  werden  die  Verrückungskomponenten  tr,  r,  tr 
mit  «,  ßf  y  proportional,  und,  da  letztere  von  der  Zeit  nicht  abhängen, 
so  linden  in  diesem  Fall  die  Schwingungen  in  geraden  Linien  statt, 
sind,  wie  man  sagt,  geradlinig  polarisiert;  die  Schwingungs- 
richtung, wie  auch  die  Größe  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  tu 
ist  von  den  Konstanten  des  Mediums,  der  Schwingungsdauer  und  der 
Lage  der  Wellennormalen  abhängig. 102) 

Die  Existenz  des  hier  aus  (256')  resultierenden  reellen  Ellipsoides 

256")    <o*  =  C66«*  +  t\J*  +  C33y*  +  2C43ßy  +  2C36y«  +  2C»aß 

spricht  dabei  den  Satz  aus,  daß  jeder  Wellenebene  drei  im  all- 
gemeinen verschiedene  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  und  drei  zu 
einander  normale  Schwingungsrichtungen  zugehören. 

Die  eine  dieser  Schwingungsrichtungen  ist  streng  longitudinal, 
die  anderen  streng  transversal,  wenn  eine  Axe  des  Ellipsoides  in  die 
£-Axe  füllt,  d.  h., 

18t 

Dies  findet  jedenfalls  —  aber  nicht  allein  —  dann  statt,  wenn 
die  Z-Axe  eine  irgendwie  vielzählige  Syminetrieaxe  des  Krystalles  ist. 

Die  beiden  transversalen  Wellen  besitzen  gleiche  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten, wenn  zugleich  das  Ellipsoid  ein  Rotationsellipsoid 
um  die  Z-Axe  ist,  d.  h.,  wenn  gilt 

Dies  findet  immer  —  aber  nicht  allein  —  dann  statt,  wenn  die 
Zähligkeit  der  Z-Axc  eine  höhere,  als  zwei  ist.  In  diesem  Falle 
sondern  sich  also  die  beiden  transversalen  Schwingungen  nicht  bei 
der  Fortpflanzung,  woraus  folgt,  dass  jede  beliebige  transversale 
Schwingung  sich  parallel  jenen  Richtungen  ungeändert  fortpflanzt 
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Wegen  dieser  Eigenschaft  könnte  man  die  elastischen  Symmetrie- 
axen  von  höherer  Ziihligkeit,  als  zwei,  und  die  Richtungen,  welche 
etwa  sonst  noch  die  obigen  Erscheinungen  zeigen,  um  eine  in  der 
Optik  gebräuchliche  Bezeichnung  zu  übertragen,  Schwingungsaxen 
nennen. 

Das  Hilfseiiipsoid  (256")  kann  auch  über  die  Abhängigkeit  der 
Geschwindigkeiten  und  der  Schwingungsrichtungen  von  der  Richtung 
der  Wellennormalen  Aufschluß  geben,  wenn  man  die  Chk  durch  die 
auf  irgend  ein  absolut  festes  Koordinatensystem  bezogenen  Haupt- 
konstanten Clk  ausdrückt,  wie  dies  auf  S.  334  gezeigt  ist.  Noch 
einfacher  erhält  man  jenen  Zusammenhang,  wenn  man  statt  des 
obigen  Wertes  (255")  für  $  mit  x  =  0  den  allgemeineren 

%  =  Ae?i("^\  250") 

worin  r  =  Xx  +  fiy  4-  vz  ist  und  A,  v  die  Richtungskosiuus  der 
Wellennormale  r  bezeichnen,  in  die  Hauptgleichungen  (254)  einführt. 
Das  allgemeine  dadurch  erhaltene  Resultat  ist  außerordentlich  kom- 
pliziert und  nur  bei  den  höchstsymmetrischen  Kristallsystemen  zu 
übersehen.  Wir  wollen  uns  darauf  beschränken,  das  Verhalten  von  <o 
und  «,  ß,  y  in  der  Nähe  gewisser  Schwingungsaxen,  welche 
mit  der  Z-Axe  zusammenfallen  mögen,  zu  untersuchen. 

Damit  die  Z-Axe  eine  Symraetrieaxe  von  höherer  Zähligkeit, 
als  zwei  sei,  ist  jedenfalls  erforderlich,  daß  gilt 

^10  =  ^26  =  ^36  =  ^34  =  =  Ci5  =  ^ 

^11  =  Ci2  »      C}S  =  6SS  »      644  =  C66  i 

ist  die  Zähligkeit  höher,  als  drei,  so  muß  auch  noch  CIV  CiV  C15. 
^26»  ^48  y  ^66  verschwinden. 

Ferner  ist,  wenn  die  Wellenuormale  der  Z-Axe  unendlich  nahe 
liegt,  X  und  fi  von  erster  Ordnung,  v  bis  auf  zweite  Ordnung 
gleich  Eins. 

Schließt  man  Größen  zweiter  Ordnung  aus,  so  erhält  man  hier- 
nach aus  (254) 

0  =  a{C„  +  2CMti  +  2C\6X  -  »*)  +  ß((C„+  CK)fi  +  (6'14+  CJX) 
0  =  *{{CW  +  Cu)p  +  (6'u  +  Cu)k)  +  ß{C„  +  2Cup  +  2 6'46 X  -  w«) 
0  =  («a  +  ,^)(6'13  4-  C44)  4-  y (t 33  -  '•'*)  • 


Digitized  by  Google 


476  //.  Teil.    Mechanik  nichtstarrer  Körper.    V.  Kap. 


Für  die  transversalen  Wellen  ist  y  eine  Größe  erster  Ordnung 
denn  die  Schwiugungsrichtung  liegt  der  Xy-Ebene  unendlich  nahe; 
das  letzte  Glied  in  den  ersten  beiden  Gleichungen  ist  für  sie  also 
zweiter  Ordnung  und  deshalb  zu  vernachlässigen. 

Wendet  man  das  Resultat  auf  eine  vier-  oder  sechszählige  Axe 
an,  so  erhält  man  sehr  einfach 

0  =  u  (644  —  (ü2)  ,  0  =  ß  (644  —  w2), 

was  für  beide  transversale  Wellen 

ergiebt  Hieraus  folgt,  daß  die  beiden  Flächen,  welche  man  erhält, 
wenn  man  ro  auf  der  Richtung  der  Wellennormalen  aufträgt,  in  der 
Z-Axe  eine  der  X  Y-Ebene  parallele  Tangentenebene  haben,  sich  dort 
also  berühren,  wenn  die  Zähligkeit  der  Z-Axe  vier  oder  sechs  ist. 

Dies  findet  ersichtlich  nicht  statt,  wenn  die  Axe  dreizählig  ist, 
dort  schneiden  sich  also  die  beiden  Flächen. 

Die  dreizähligen  Schwingungsaxen  haben  also  einen  merklich 
anderen  Charakter,  als  die  vier-  oder  sechszählige n ;  eine  Ver- 
schiedenheit, die  sich  in  der  Optik  bei  den  Axen  der  einaxigen  und 
der  zweiaxigen  Medien  ähnlich  wiederfindet  — 

Gehen  wir  nun  zu  dem  allgemeinen  Falle  komplexer  (£hk  zurück, 
so  resultieren  dort  auch  komplexe  a,  t>,  c  und  o;  daraus  folgt,  daß 
hier  die  Bewegung  in  jeder  Welle  nicht  geradlinig,  sondern  ellip- 
tisch ist    Wiü  können  nämlich  setzen 

257)  Q  =  ae«>,    b  =  c  =  c<?''Jt, 

worin  a,  b,  c,  gp,  yj,  /  reelle  Konstanten  sind,  und  dadurch  die  Kom- 
ponenten u,  v,  w  auf  die  Form  periodischer  Funktionen  mit  um 
gewisse  Konstanten  verschiedenen  Phasen  briugen;  solche  setzen  sich 
aber  jederzeit  zu  elliptischen  Bewegungen  zusammen,  deren  Bahn- 
gleichungen man  durch  Elimination  der  Zeit  leicht  bilden  kann. 
Ferner  erhalten  wir  hier  gedämpfte  Schwingungen,  insofern  die 
Amplituden  mit  wachsendem  z  in  geometrischer  Progression  abnehmen. 
Für  den  reellen  und  den  imaginären  Teil  von  o2,  d.  h.  für 

ta'jl  -x»)  ,  2w»x 

liefern  die  Gleichungen  (256)  nach  Elimination  von  a-.ß.y  zwei 
kubische  Gleichungen,  die  aus 
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0  = 


(«55-  o2)  g64  e63 

^46       («44  ff,, 
«35       «34      («33 -O  ! 


257') 


durch  Sonderung  des  Reellen  und  des  Imaginären  erhalten  werden. 

Diese  Formeln  sind  im  allgemeinen  überaus  kompliziert  und 
geben  im  allgemeinen  mehr  als  drei  Wurzeln  für  <w2,  also  auch  mehr 
als  drei  in  einer  jeden  Richtung  sich  fortpflanzende  Wellen.  Relativ 
einfache  Gestalt  nehmen  sie  an,  wenn  die  imaginären  Teile  der 
Konstanten  (&hk  klein  gegen  die  reellen,  und  demgemäß  x  klein 
neben  Eins  ist.  Dann  wird  nämlich  der  reelle  Teil  bis  auf  Glieder 
zweiter  Ordnung  dieselbe  Gestalt  annehmen,  als  wenn  gar  keine  Ab- 
sorption stattfände,  es  gelten  also  für  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten die  oben  angegebenen  Sätze. 103)  — 

Die  im  Vorstehenden  behandelten  Lösungen  für  u,  ü,  n>  lassen 
sich  leicht  in  der  Richtung  erw  eitern,  daß  der  reelle  und  der  imaginäre 
Teil  des  Exponenten  von  e  verschiedene  lineare  Funktionen  der 
Koordinaten  enthält,  indem  man  setzt 


wo  nun  r  =  Xx  +  fiy  +  vz ,  r'=/.'x-f^  +  i''z  und  sowohl 
A2+  [a*+  v*=  1,  als  A'a+  /ti'"+  t>?2=  1  ist.  Hier  ist  dann  also  in 
den  Ebenen  r  =  Const.  die  Phase,  in  den  Ebenen  r'=  Const.  die 
Amplitude  die  gleiche. 

Derartige  Lösungen  kommen  u.  a.  zur  Geltung,  wenn  eine 
ebene  Welle  mit  konstanter  Amplitude,  in  einem  nicht  absorbieren- 
den Medium  fortgepflanzt,  auf  die  ebene  Grenze  fällt,  welche  dies 
Medium  von  einem  absorbierenden  trennt.  Die  in  dem  zweiten 
Medium  erregten  Wellen  haben  dann  notwendig  jene  allgemeinere 
Form. 

Die  Grenzbedingungen,  welche  den  Vorgang  der  Reflexion  und 
Brechung  an  der  Grenze  zweier  elastischer,  ev.  mit  innerer  Reibung 
behafteter  Medien  (1)  und  (2)  regeln,  sind  in  §  30  allgemein  angegeben. 

Legen  wir  die  AT-Ebene  in  die  Grenze,  so  lauten  dieselben 


Ihre  allgemeine  Verwertung  liefert  ungemein  komplizierte  For- 
meln, die  bisher  noch  geringes  Interesse  erwecken.  Einige  wichtige 
Resultate  sind  aber  ohne  alle  Rechnung  zu  erhalten. 


257") 


u1=ua,  lD^roj, 


257") 


&)i  =(*«),>  (2),)i  =(2U ,  (3J1=(3J2. 
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Die  Grenzbedingungen  sind  sämtlich  linear,  daher  kann  man 
auch  bei  dem  Problem  der  Reflexion  und  Brechung  mit  den  kom- 
plexen Ansätzen  (257)  rechnen  und  braucht  nur  am  Ende  den 
imaginären  Teil  zu  beseitigen. 

Die  für  die  reflektierten  und  gebrochenen  ebenen  Wellen  neben 
der  für  die  einfallende  in  die  Grenzbedingungen  einzusetzenden 
partikulären  Lösungen  müssen  jene  Gleichungen  zu  jeder  Zeit  und  an 
jeder  Stelle  der  Grenze  z  =  0  erfüllen.  Hieraus  folgt  aber,  daß  in 
ihren  Exponentialgrößen  t,  x  und  y  allenthalben  denselben  Faktor 
haben,  daß  also 

1  X         (i         xX"  Mft* 

t   1      ü)  '      W  '        tü    '  W 

für  alle  Wellen  den  gleichen  Wert  besitzen  müssen. 

Aus  der  ersten  Beziehung  folgt,  daß  die  Schwingungsdauer 
durch  Reflexion  und  Brechung  auch  in  dem  hier  vorliegenden,  so 
allgemeinen  Falle  nicht  geändert  wird;  die  beiden  folgenden  ent- 
halten das  Brechungsgesetz  für  die  Ebenen  gleicher  Phase,  die 
beiden  letzten  ein  analoges  für  die  Ebene  gleicher  Amplitude.  Hier- 
bei ist  nicht  zu  übersehen,  daß  die  Nenner  m  selbst  im  allgemeinen 
Funktionen  der  Richtungen  der  Normalen  auf  den  betr.  Ebenen  sind 
und  von  der  Schwingungsdauer  x  abhängen ;  letzteres  bewirkt  Erschei- 
nungen, weiche  der  Dispersion  in  der  Optik  entprechen. 

In  dem  speziellen  Fall,  daß  die  Wellennormale  der  einfallenden 
Welle  in  die  X#-Ebene  fällt,  ist  für  alle  Wellen  des  Systemes 
/i  =  0,  liegen  also  alle  Wellennormalen  in  der  J£#-Ebene. 

Ist  noch  spezieller  das  erste  Medium  frei  von  Absorption,  so 
ist  in  ihm  x  —  0,  es  muß  also  für  das  zweite  Medium,  wenn  wegen 
dort  vorhandener  Absorption  x  nicht  verschwinden  kann,  notwendig 
A'  =  /i'  =  0  und  v1  =  1  sein ;  d.  h.,  die  Ebenen  konstanter  Amplitude 
müssen  daselbst  parallel  der  Grenze  hegen. 


$  33.    Beziehungen  zur  Theorie  des  Lichtes. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  beschriebenen  Vorgänge  haben  so 
große  Ähnlichkeit  mit  den  bei  der  Fortpflanzung  des  Lichtes 
innerhalb  krystalliuischer  Körper  beobachteten,  daß  es  nahe  liegt, 
die  letzteren  als  in  Schwingungen  eines  Mediums  bestehend  anzu- 
sehen, welches  sich  im  Krystall  befindet  und  sich  der  Krystallsub- 
stanz  ähnlich  verhält,  indessen  nicht  mit  ihr  identisch  sein  kann, 
weil  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  unvergleichlich 
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viel  größer  ist,  als  sie  sich  für  nicht  absorbierende  Medien  aus  der 
Dichte  und  den  Elasticitätskonstanten  des  Krystalles  nach  den 
Resultaten  des  vorigen  Abschnittes  berechnet  Dieses  hypothetische 
Medium  bezeichnet  man  als  den  Lichtäther. 

Da  nach  dem  Obengesagten  für  den  Äther  Gleichungen  von 
der  Form  der  in  (254)  gegebenen  gelten  sollen,  und  da  diese 
Gleichungen  für  das  Quadrat  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  o> 
Werte  liefern,  welche  gegeben  sind  durch  lineare  Funktionen  der 
allgemeinen  elastischen  Eonstanten,  dividiert  durch  die  Dichte  des 
Mediums,  so  wird  man  aus  den  beobachteten  enormen  Lichtgeschwin- 
digkeiten in  allen  bekannten  Körpern  auf  eine  sehr  geringe  Dichte 
und  eine  sehr  große  elastische  Widerstandskraft  des  Äthers  schließen 
müssen. 

Außerdem  wird  man  dem  Äther  eine  Eigenschaft  beilegen 
müssen,  die  das  Zustandekommen  gewisser  Wellen  verhindert,  welche 
von  den  obigen  allgemeinen  Formeln  gefordert  werden,  aber  der 
Beobachtung  nicht  entsprechen. 

Beobachtungen  verschiedener  Art  haben  mit  großer  Schärfe  den 
Nachweis  dafür  geliefert,  daß  ebene  Lichtwellen  mit  konstanten  Am- 
plituden in  isotropen  Medien  nur  transversale  Schwingungen  ent- 
halten können,  und  machen  es  wahrscheinlich,  daß  sie  in  kristallini- 
schen Medien  streng  oder  wenigstens  nahe  transversale  Bewegungen 
ausführen.  Da  nun  die  longitudinalen  Schwingungen  jederzeit  von 
Kompressionen  und  Dilatationen  begleitet  sind,  so  werden  erstere 
nicht  zu  stände  kommen,  wenn  die  letzteren  durch  irgend  einen 
Umstand  unmöglich  gemacht  werden.  Dies  drückt  man,  ohne  sich 
über  die  Ursache  der  Erscheinung  zu  äußern,  analytisch  dadurch 
aus,  daß  man  die  Verrückungskomponenten  u,  vy  tc  der  Bedingung 

»-i-i  +  Si+n-0  258> 

unterwirft104)  Diese  Bedingung  kann  natürlich  neben  den  drei  all- 
gemeinen Bewegungsgleichungen  (243)  durch  die  drei  Funktionen 
u,  v,  w  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn  von  den  letzteren  drei  Formeln 
die  eine  mit  Hilfe  der  Gleichung  &  =  0  aus  den  beiden  anderen 
folgt,  d.  h.,  wenn  die  Koeffizienten  der  Kräfte  (A'J, .  .  .  {Xy)  gewisse 
Bedingungen  erfüllen. 

Diese  Bedingungen  folgen  aus  (243),  wenn  man  die  drei  Formeln, 
in  denen  man  nach  dem  Frühereu  die  körperlichen  Kräfte  X,  /,  Z 
gleich  Null  setzen  kann,  nach  x,  y,  z  differentiiert  und  addiert  und 
in  dem  so  resultierenden  Ausdrucke: 
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258') 


fo-  d       +      +  eM)  +  *  faJ?J  +      +  !(Z^ 

~öxV  dx    ^    dü    ^    Bx)^By\Bx   ^    dy    ^   Bx  ) 


y  tix  !   '  dy\  dx 

+  d*V  dx         dV  ^  Bx)' 


dy    1  d* 

die  Faktoren  der  unabhängigen  Differentialquotienten  der  Ver- 
rückungen fiir  sich  gleich  Null  setzt10*)  Dabei  ist  zu  berücksich- 
tigen, daß  wegen  der  Willkürlichkeit  des  Gesetzes  der  fortgepflanzten 
Schwingungen  verschieden  hohe  Differentialquotienten  der  Ver- 
rückungen Uj  v,  w  nach  der  Zeit  voneinander  unabhängig  sind, 
von  den  gleichen  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  aber  eine 
größere  Zahl  durch  die  Bedingungen  verknüpft  ist,  welche  aus 
»9-  =  0  durch  Differentiation  nach  den  Koordinaten  und  nach  der 
Zeit  hervorgehen.    Es  sind  dies,  wenn  der  Kürze  halber 


dt' 


gesetzt  wird,  allgemein  die  Formeln: 

8*  9^       B*&iJ}      B*»U)  8*&iS) 
dy* 


258") 


Bx* 


B* 

Bx  Bx 


B* » 


=  0; 


oyox       oxox  BxBy 

sie  ergeben,  daß  von  den  30  dritten  Differentialquotienten  von 
vU),  tpt»>  nur  24  voneinander  unabhängig  sind,  woraus  folgt,  daß  für 
jedes  System   von  Konstanten  c(J*n  sich  24  Bedingungen  aus  der 
Gleichung  &  =  0  ergeben  müssen. 

Diese  führen  auf  folgendes  System  von  Werten  der  Koeffizienten 


259) 


Bjxx 

djyt 

Bjxx 

Bjxy 

B* 

Btj~ 
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Es  ist  bemerkenswert,  daß  für  die  allein  übrigen  Koefticienten 
die  Beziehung 


gilt,  daß  sonach  Kräfte  der  auf  S.  460  als  vierte  bezeichneten  Art 
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durch  die  Einfuhrung  der  Inkompressibilitätsbediugung  unmöglich 
gemacht  werden. 

Die  Bewegungsgleichungen  (243)  oder  (254)  nehmen  bei  Ein- 
führung dieser  Vereinfachungen  und  unter  Benutzung  der  Ab- 
kürzungen 

in  welchen  u,  ö,  id  die  schon  S.  471  eingeführten  komplexen  Ver- 
rückungskomponenten  bezeichnen,  die  Gestalt  an106); 

di*~dx\dm)     By\dn)'   df"d»\dn)  di(d~i)' 
B*m       d  (d®\       8  fd®\ 
dt*  ~  dy\di)  d~x\dmj' 

worin 

®  =  (£44 12  +  <£85  m3  +  £66  n3 -  2 (ffM  «n  +  CMnl  +  ©l6 1  m)  259") 

ist,  und  die  (£AJk  die  in  (253" ")  definierten  komplexen  Funktionen  der 
Schwingungsdauer  x  bezeichnen. 

Für  jedes  r,  d.  h.  für  jede  Farbe,  läßt  sich  ein  Koordinaten- 
system angeben,  auf  welches  bezogen  der  reelle,  und  eines,  für  welches 
der  imaginäre  Teil  von  (£56,  (£64,  (£48  verschwindet;  diese  Axen  wird 
man  als  die  Svmmetrieaxen  der  konservativen  und  der  absorbierenden 
Kräfte  für  das  bestimmte  r  bezeichnen  können.  Verschwinden  die 
absorbierenden  Kräfte,  oder  fallen  nach  den  allgemeinen  Symmetrie- 
verhältnissen  des  Krystalles  beide  Axensysteme  zusammen,  so  müssen 
die  Erscheinungen  der  Fortpflanzung  von  Schwingungen  symmetrisch 
in  Bezug  auf  die  durch  jene  gegebenen  Koordinatenebenen  verlaufen, 
wenn  die  Erregungen  symmetrisch  zu  ihnen  stattfinden.  Im  allge- 
meinen Falle  hingegen  besitzen  sie  derartige  Symmetrieebenen  nicht. 

Die  Formeln  (259  )  und  (259"),  welche  das  Resultat  der  Ein- 
führung der  Bedingung  &  =  0  in  die  allgemeinen  Gleichungen  (254) 
sind,  gestatten  die  Ableitung  aller  bekannten  Erscheinungen,  welche 
die  Fortpflanzung  von  Lichtwellen  innerhalb  durchsichtiger  oder 
absorbierender,  z.  B.  farbiger,  Krystalle  begleiten,  und  verbinden 
daher  diese  Vorgänge  nahe  mit  denen  der  Elasticität  und  der 
inneren  Reibung.  Ihre  Behandlung  wird  in  dem  letzten  Teil  dieses 
Buches  vorgenommen  werden.  — 

Während  die  Ableitung  der  obigen  Hauptgleichungen  der  Optik 
aus  den  Vorstellungen  dieses  Teiles  überaus  glatt  und  einfach  möglich 
war,  bietet  diejenige  der  Grenzbedingungen  eine  eigentümliche 
Schwierigkeit 

Voigt,  Theoretische  Physik.  31 
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Nachdem  durch  die  Einführung  der  Bedingung  &  =  0  die  An- 
zahl der  in  einer  Richtung  fortgepflanzten  Wellen  reduziert  ist,  so 
daß  sie  in  durchsichtigen  kristallinischen  Medien  nunmehr  zwei  beträgt, 
ist  es  nämlich  nicht  mehr  möglich,  den  für  die  Grenze  zwischen  zwei 
zusammenhängenden  nichtstarren  Körpern  geltenden  allgemeinen  Be- 
dingungen 

260)  «j  =  ?/2,    vx  =  wa,    trl  =  w2, 

260')  {X\  +  (Xi  =  [K\  +  (i%  =  {K\  +  &\  =  0 

durch  sio  zu  genügen;  denn  mit  den  vier  Konstanten  der  beiden 
reflektierten  und  der  beiden  gebrochenen  Wellen,  die  zu  einer  ein- 
fallenden gehören,  kann  man  nicht  sechs  Gleichungen  befriedigen. 

Daß  die  Grenzbedingungen  für  die  im  Äther  fortgepflanzten 
Bewegungen  mit  den  für  die  Schwingungen  der  ponderablen  Körper 
gültigen  nicht  übereinstimmen,  kann  an  sich  allerdings  nicht  Wunder 
nehmen,  da  der  in  der  Trennungsfläche  stattfindende  Vorgang  in 
beiden  Fällen  ein  ganz  verschiedener  ist. 

Mit  den  schwingenden  ponderabeln  Körpern  bewegt  sich  auch 
die  Grenzfläche  selbst,  bei  Ätherschwingungen  steht  infolge  des 
Ruhens  der  ponderabeln  Teile  die  Grenzfläche  zwischen  zwei  hetero- 
genen Bereichen  fest,  und  die  Bewegung  führt  wechselweise  Äther 
in  der  einen  und  der  anderen  Richtung  durch  sie  hindurch. 

Daher  kann  man  zwar  die  beiden  ersten  Bedingungen  (260) 
für  optische  Probleme  ungeändert  beibehalten,  wenn  man  einen 
festen  Zusammenhang  zwischen  dem  in  beiden  ponderabeln  Körpern 
befindlichen  Äther  annimmt;  statt  der  letzten  aber  wird,  wenn  die 
Dichte  n  in  beiden  Körpern  verschieden  ist,  d.  h.,  der  Äther  sich 
in  verschieden  komprimiertem  Zustande  befindet,  die  Gleichung 

!     0i  [*i  008    x)  +  "i  cos     V)  +  wi  003  (*» 2  ] 
im  )  \  r- 

\  =  o2  I  w3  COS  (l',  x)  +  v2  cos  (v,  y)  +  wt  cos  (v,  z  j 

einzusetzen  sein,  welche  ausdrückt,  daß  in  der  Grenzfläche  das  auf 
der  einen  Seite  eintretende  Quantum  dem  auf  der  anderen  aus- 
tretenden gleich  sein  muß. 

Auch  die  Bedingungen  für  die  Drucke  (260')  nehmen  unter 
den  vorliegenden  Verhältnissen  andere  Gestalt  an.  Denn  der  Äther 
wird  hier  nicht  nur  unter  der  Wirkung  innerer  Kräfte  stehen,  sondern 
auch  unter  der  Wirkung  solcher,  die  von  der  ponderabeln  Masse 
ausgehen,  und  wenn  die  letzteren  sich  auch  nach  Symmetrie  im 
Innern  eines  homogenen  Körpers  zerstören,  so  werden  sie  doch  in  der 
Grenze,  entsprechend  der  Unsymmetrie  der  diesseits  und  jenseits 
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verschiedenen  Masse,  einen  Grenz  druck  erzeugen,  dein  verwandt, 
der  auf  S.  222  eingeführt  ist. 

Hiernach  werden  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (260")  die  all- 
gemeinen (14")  zu  setzen  sein,  welche  lauten: 

( Xr\  +  ( 4-  :V„  -  ( +  (F,),  +  JY,  =  (/,),  +       +  ^2  =  0.  260") 

In  ihnen  sind  allerdings  die  X12,  >'12,  /ia  unbekannt  und  erfordern 
zu  ihrer  Bestimmung  spezielle  Annahmen,  die  als  einigermaßen 
willkürlich  am  besten  vermieden  würden. 

Man  umgeht  dergleichen,  indem  man  als  Erfahrungstatsache 
benutzt,  daß  in  der  GrenzHäche  selbst,  auch  zwischen  zwei  absor- 
bierenden Medien,  -Energie  der  fortgepflanzten  Schwingungen  nicht 
verloren  geht. lü7)  Dies  kann  man  einerseits  aus  optischen  Messungen 
schließen,  sicherer  noch  aus  der  Beobachtung,  daß  in  der  Grenze 
keine  Wärmeentwickelung  stattfindet,  die  zu  erwarten  sein  würde, 
wenn  daselbst  optische  Energie  verschwände,  ein  Umsatz,  der  im 
Innern  absorbierender  Körper  in  der  That  stattfindet. 

Um  diesen  Gedanken  analytisch  zu  formulieren,  bilden  wir  die 
Gleichung  der  lebendigen  Kraft  für  ein  System  von  Körpern,  welche 
Äther  enthalten.  Wir  erhalten  dieselbe  einmal,  indem  wir  die 
Gleichungen  (243)  mit  den  Faktoren 

>>  2?-*.  :;•» 

zusammenfassen  und  das  Resultat  über  das  System  integrieren,  in 
der  Form: 


261) 


Sodann  können  wir  sie  auch  erhalten,  indem  wir  das  System  (259') 
nach  Zufügung  des  Faktors  o  analog  behandeln  und  von  dem  Resultat 
den  reellen  Teil  nehmen;  in  der  komplexen  Form  schreibt  sie  sich 


+  ^  n  cos  (y,  *)  -  öi  cos(»,«;j» 

/n  w      ,     ,     dm      ,     A   ,]  . 
+  (  ö  l  cos  ^'  ^  ~  d  m  C°S  ^  ^ j  "'  I 

—  -         ('  I       -  .    '   +  a       ,W  +   a      M     « A. 


261) 


31' 
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v  bezeichnet  hierin  die  äußere  Normale  auf  der  Begrenzung  des 
betreffenden  homogenen  Teils  des  Systemes;  von  den  unter  dem 
Summenzeichen  stehenden  Oberflächenintegralen  beziehen  sich  immer 
zwei  Auteile  auf  dasselbe  Flächenstück. 

Diese  beiden  Zerlegungen  in  ein  Kaum-  und  ein  Oberflächen- 
integral sind  im  allgemeinen  verschieden;  die  Oberflächenintegrale 
sind  aber  gleich,  wenn  u,  v,  w  in  der  Grenze  Funktionen  derselben  Funk- 
tion von  /,  .r  und  y  sind,  wie  dies  nach  S.  478  bei  den  Problemen  der 
Reflexion  und  Brechung  der  Fall  sein  muß.  Die  Raumintegrale  sind 
beide  von  der  Form,  welche  S.  459  betrachtet  ist,  und  werden  durch 
die  angenommenen  Kräfte,  soweit  sie  konservativ  sind,  zu  vollstän- 
digen Differentialquotienten  nach  der  Zeit,  soweit  jene  absorbierend 
sind,  zu  wesentlich  negativen  quadratischen  Formen  gemacht 

In  betreff  der  Form  (261)  ist  dies  unmittelbar  aus  den  Ent- 
wickelungen  in  §  29  evident;  in  betreff  der  Form  (26 1')  erkennt 
man  es  leicht,  wenn  man  den  Wert  (259")  von  ©  benutzt  und  be- 
rücksichtigt, daß  die  imaginären  Teile  von "  I,  m,  n  den  ersten  Diffe- 
rentialquotienten von  /,  to,  n  nach  der  Zeit  proportional  sind. 

Soll  nun  in  den  Grenzflächen  bei  den  Schwingungen  Energie 
nicht  verloren  gehen,  so  müssen  die  Oberflächenintegrale  entweder 
die  Form  vollständiger  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  haben, 
oder,  da  dies  ersichtlich  nicht  möglich  ist,  verschwinden,  und 
zwar,  da  erfahrungsgemäß  die  einzelnen  Oberflächenelemente  von- 
einander unabhängig  sind,  in  ihren  auf  die  einzelnen  Elemente 
bezüglichen  Teilen  für  sich. 

Betrachten  wir  also  wie  oben  zwei  Medien  (1)  und  (2),  die  durch 
die  Xl-Ebene  geschieden  werden,  so  ergiebt  dies 

oder  wegen  w/—  «2 ,  ri  ~  v»  aucn 

(a  «), "  *  U) J  u  =     (-Bi)r  {>>  W)J  v ' 

Bedenkt  man,  daß  u,  v,  w  voneinander  unabhängig  sind,  und  ©  alle 
drei  Größen  enthält,  so  kann  man  hieraus  schließen 

261 )      piUmir^u«),'  **[di)r9*\*il' 

Formeln,  welche  vereinbar  sind  mit  der  aus  der  dritten  Gleichung 
(259^  —  bei  Anwendung  auf  die  Grenze  und  bei  Berücksichtigung 
von  (260")  —  folgenden  Gleichung 
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Qlldy[dl)      Bx  \dm)\x~  9*  [dy\B\)      Bx  \dm)is' 

Die  Verhältnisse  vereinfachen  sich  noch  dadurch,  daß  die  Verglei- 
chung  der  aus  diesen  Gleichungen  folgenden  Resultate  mit  der 
Beobachtung  auf  die  Relation  gl  =  (>a  führt,  die  sich  mit  der  Grund- 
vorstellung eines  innerhalb  der  verschiedenen  Körper  befindlichen 
Fluidums  von  konstanter  Dichte  aufs  beste  verträgt.  Hierdurch  er- 
hält man  das  System  von  Grenzbedingungen108) 

/ä©\      (d®\      (B&\      (B&\  .  0A1,„N 

aus  ihnen  folgt  wl  —  w2 ,  was  mitunter  praktisch  statt  einer  der 
letzten  beiden  Formeln  benutzt  wird. 

Diese  Bedingungen  sind  höchst  allgemein;  sie  gelten  für  isotrope, 
wie  für  krystallinische,  für  durchsichtige,  wie  für  absorbierende  Körper 
und  fuhren  auf  der  Erfahrung  durchaus  entsprechende  Resultate.  — 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  gestatten  noch  eine  Erweiterung, 
indem  man  die  von  den  ponderablen  Massen  auf  den  Äther  in  ihrem 
Innern  ausgeübten  Kräfte  nicht  nur  in  die  Grenzbedingungen,  son- 
dern auch  in  die  Hauptgleichungen  einführt;  sie  fallen  dann  unter  die 
in  den  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  (243)  auftretenden  äußeren, 
auf  die  Volumeneinheit  bezogenen  Komponenten  X*,  J"*,  Z\  Diese 
Kräfte  brauchen  nämlich  nicht  allein  von  den  Deformationsgrößen 
xxJ  .  .  .  x  abzuhängen,  sondern  können  Funktionen  der  Verschiebun- 
gen m,  v,  w  und  aller  ihrer  Diflerentialquotienten  sein. ,09) 

Beschränkt  man  sich,  um  nicht  in  durchsichtigen  Körpern  mehr 
als  zwei  Wellen  zu  erhalten,  auf  nullte,  erste  und  zweite  Differential- 
quotienten nach  den  Koordinaten  und  beliebige  nach  der  Zeit,  so 
kann  man  diese  sehr  allgemeinen  Ansätze,  genau  wie  oben  den 
spezielleren,  zunächst  in  absorbierende  und  in  konservative  Teile 
zerlegen  und  sodann  durch  die  Einführung  der  Bedingung  ih  =  0 
spezialisieren.  Unter  den  so  erhaltenen  Resultaten  befindet  sich 
naturgemäß  das  System  (259)  als  spezieller  Fall,  außerdem  geben 
sie  aber  noch  Formeln,  welche  die  Ableitung  der  Erscheinungen 
der  natürlichen  und  der  magnetischen  Cirkularpolarisation  gestatten. 

Wir  wollen  auf  diese  Betrachtungsweise  nicht  eingehen,  sondern 
eine  andere  anwenden,  welche  die  gleichen  Resultate  auf  einem 
wesentlich  einfacheren  und  anschaulicheren  Wege  liefert,  überdies 
mit  frühereu  Entwickelungen  in  engem  Zusammenhange  steht 
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§  34.  Medien  ohne  innere  Kräfte;  mechanische  Analogie  zu  den 
Gesetzen  des  elektromagnetischen  Feldes. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  (13)  und  (13')  auf  S.  223  für  nicht- 
starre Körper,  welche  die  Wirkungen  von  Drehungsmomenten  L\  Hf,  A' 
noch  nicht  ausschließen,  lassen  sich  folgendermaßen  schreihen: 
d*x  \dX'x      dX'y      dX',1      dXy'  dZ'; 

"lÜ*  =  1       [~dx   +    dy   +  ~d~x\  ~  ~d  y   +  "äx"» 


\dL        dh        dL  1 
 »  •  •  »  >  

y  +  7  y  —  y 

-  2    =  h  =  4>  — 2  s  =  i«  =  -  4 

gesetzt  ist 

Denken  wir  uns  nun  ein  nichtstarres  Medium,  in  dem  Momenten- 
drucke Lx,  .  .  .  A's  nicht  wirken,  so  ist  für  dieses 

262')  2  } f"  =  -  l\    2Z*  =  -  yl/',    2     =  -  iV ; 

sind  auch  noch  die  X,  Vy,       Xy,  X  .  .  .  gleich  Null,  so  ist 

(  0(    d*x     Y,\      diV  BAT 
dt>-ÄJ=  dy  "  dz' 

oao"\  J  o/\  &y    \A    öL'  öA1' 

262  )  2(^  dF-1  j  =  T*  ~  öx  ' 

0/    d*x      y,\      dM'  dL' 
dt*  "Z)==  dz  ~~dy~' 

Von  einem  solchen  Medium  dürfen  wir  sagen,  daß  in  ihm  innere 
Kräfte  überhaupt  nicht  wirken,  denn  K",  X'y'  haben  nach  den 
Gleichungen  (262')  den  Charakter  äußerer  Kräfte  (genauer  äußerer 
Momente).  Ein  solches  Medium  würde,  in  freiem  Zustand  betrachtet, 
keiner  Deformation  irgend  einen  Widerstand  leisten.  no) 

Wir  wollen  dasselbe  nun  innerhalb  eines  Raumes  beündlich 
denken,  wo  es,  etwa  seitens  einer  sehr  großen  Zahl  regelmäßig  ver- 
teilter Kraftcentren,  unter  denen  wir  uns  pouderable  Moleküle  vor- 
stellen können,  Kräfte  und  Drehuugsmomente  erfährt,  sowie  es  aus 
einem  ursprünglichen  Normalzustande  verschoben  wird.  X\  Py  Z? 
sind  dann  die  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen  Kräfte, 

262")  V  =2Zy=  -2Yz,  Äf=2Xx=-2Zx,  ;V=2];=-2X 

die  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen  Momente. 
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du' 
*  Bt 

=  r+ 

BN' 
2  b  y 

BM' 
2&x  ' 

Bt' 
«  Bt 

=  r  + 

bi: 

BS' 
2dx  1 

die' 

=  r  + 

d*r 

2dx 

dL 
2By  ' 

Führt  man  noch  die  Geschwindigkeiten 

—  =  n         dy  —  n'        dX  =  tn' 
dt        '      dt        '  dt 

ein,  so  erhalt  man  bei  Beschränkung  auf  unendlich  kleine  Werte 
derselben 


263) 


Zu  «liesen  Hauptgleichungen  kommen  Oberfiächenbedingungen 
für  die  Grenze  zwischen  zwei  Medien,  die  wir  nur  für  den  speziellen 
Fall  aufstellen,  daß  die  Grenze  durch  die  X) -Ebene  gebildet  wird. 

Setzt  man  voraus,  daß  die  beiden  Medien  in  der  Grenzfläche 
zusammenhängen,  so  muß  jedenfalls  daselbst 

=         v[  =  v2  263') 

sein,  während  bezüglich  der  Komponente  fr  Gleiches  nicht  auszusagen  ist. 
Denn  einerseits  ist  bei  einem  Fluidum  ohne  innere  Kräfte,  wie  schon 
S.  260  bemerkt,  eine  Kondensation  in  der  Grenze  nicht  ausgeschlossen, 
also  die  Bedingung  yl  ir^  =  oa  Ira  keineswegs  notwendig;  andererseits 
würde  dieselbe,  solange  über  das  Verhalten  von  q  keine  spezielle 
Annahme  notwendig  ist,  dies  also  als  unbekannt  gelten  muß,  keine 
Bedingung  für  u,  v',  w  liefern. 

Die  allgemeinen  Bedingungen  für  die  Drucke 


m,-^»  (^=(4,- 

nehmen  hier,  da  nach  S.  486 

2X,=  M\    2i>  -L\    Z  =  0 
ist,  die  spezielle  Form  an: 

T\=I/21  263") 

Bildet  man  aus  dem  System  (263)  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft,  so  ergiebt  sich  für  die  Volumeneinheit 

/ÖAT     d//\.  , 
und  über  ein  beliebiges  endliches  Volumen  integriert, 
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d*=iJ\(Wcos(r#)-Wco8{v,z))u  +  (Z'cos(*,r) -^cos 
263'")  +  (  J/'cos  (*, x)  -  r  cos{v,y)) w]  do 

+ J[(AMu  +  JV  +  ZV)  +  (/,'/'  +  ,Vm'  +  A'V)]rfA, 

worin  »  die  äußere  Normale  auf  das  Oberflächenelement  bezeichnet 
Das  Oberflächenintegral  verschwindet,  soweit  es  sich  auf  Zwischen- 
grenzen bezieht,  nach  den  Grenzbedingungen  (263')  und  (263"),  resp 
den  ihnen  bei  beliebiger  Lage  des  Grenzelementes  entsprechenden. 

Die  Funktion  unter  dem  Raumintegral  ist  die  Arbeit  der  wirken- 
den Kräfte  für  die  Raum-  und  Zeiteinheit.  Man  kann  sie  denselben 
Betrachtungen  unterwerfen,  wie  die  Arbeit  der  inneren  Kräfte  eines 
elastischen  Mediums  auf  S.  459,  und  für  die  Komponenten  und 
Momente  solche  lineare  Ausdrücke  bilden,  welche  die  Energie  stets 
erhalten,  und  solche,  welche  sie  stets  verzehren. 
Ein  System  ersterer  Art  ist  u.  a. 

X'  =  an  u"+  a12  t>"+  a18  w", 

264)  -  r  =  «21  *"+*„»" +0,3*", 

*    =  a31  "   +  fl32  V   +  fl33  W  > 

V  =  bn  /  +  bltm  +  bl3n, 
264')  -Är=b2ll  +  btim  +  bian, 

jY  =  b9l  l  +  b3im  +  b33n; 


i  — 


eines  der  letzteren 


264") 


i  -r 

-  F  =  c21m'+  c2iv  +  ci9w, 


-y; 


31 


»'+  c32v'  +  raafP'- 


Für  ihre  Konstanten  müssen  dabei  die  Beziehungen  aAk=  akÄ, 

=  bw  ekk=  ckh  gelten- 
Das  System  (264)  wollen  wir  nach    /,  m,  n  auflösen  und 

schreiben 

-  4/  =  enL'  +  el%AP+elsy\ 
204"  )  -  4  m  =  eu  V  +  *M  jIT  +  eM  A\ 

-An  =  e3lL'  +  e3%M'  +  eS3N\ 

Betrachtet  man  endlich  die  Dichte  q  als  unendlich  klein,  oder 
zieht  sie  in  die  Faktoren  aiv  air  a33  hinein,  um  eine  symmetrische 
Endform  zu  erhalten,  so  nehmen  die  Formeln  (263)  und  (264"') 
folgende  Gestalt  an 
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4S9 


jj{anu  +  o,av  +  0,3«?')  =  -  (cuu'+  c„t/  +  c13w') 

.(BN'  8M'\ 
+  *{  8Y~~dz)> 

ibu  _bn>_\ 

dazu  kommt  wegen  der  Werte  von  t,  m',  n 


265) 


X 

dw' 


Bus' 
Bf  1 

Bu' 


"dz  > 

Btf_ 
Bx 


265') 


Bx 

Diese  Systeme  von  Hauptgleichungen  (265)  und  (265'),  von  Ober- 
flächeugleichungen  (263')  und  (263"),  gehen  in  die  von  Hebtz111) 
formulierten  Grundgleichungen  der  MAXWELi/schen  Theorie  der 
Elektrodynamik  über,  wenn  man 

u'=  ~,    v'=  H,  w'=Z 

mit  den  Komponenten  der  elektrischen. 

\V=A,    \W=M,  \N'=N 

mit  den  Komponenten  der  magnetischen  Kraft  identifiziert. 

Nichtleiter  für  Elektricität  sind  dann  solche  Körper,  in  welchen 
nur  Energie  erhaltende,  Leiter  solche,  in  denen  auch  absorbierende 
Kräfte  auf  den  Äther  wirken. 

Wir  machen  die  obige  Einführung  nur  für  isotrope  Körper,  wo 
in  den  Systemen  (264)  bis  (264"')  sich  die  rechten  Seiten  auf  die 
Diagonalglieder  reduzieren,  deren  Konstanten  gleich  werden  und  weiter 
ohne  Index  geführt  werden  mögen. 

Man  erhält  hier 

8M 


BZ  - ,  BN 


Bx  ' 
BN 


BH           TT  ,  BA 
a       =  —  c//+   

Bt  Bx,  Bx 


BZ 


8  M  BA 


=  -cZ  +  v  --  - 
t  dx 
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e  dt 

ll  IT 

Tx 

v  Z, 
~  dy> 

266') 

dM 
e  6t  = 

dZ 
dx 

es 

dS 
öt  " 

dl 

dir 

dy 

ÖS  ' 

und  außerdem  an  eiuer  der  -Ebene  parallelen  Grenze  zwischen 
zwei  Ködern  (1)  und  (2) 

266")  =;=;=,    11,=  ^,   AX=A„  M1=M3. 

Folgerungen  aus  dieseu  Gleicbungeu  werden  im  IV.  Teil  ge- 
zogen werden,  wo  sieb  aucb  eine  Ableitung  aus  der  Erfahrung  obne 
Zuhilfenahme  spezieller  Vorstellungen  finden  wird.  — 

Die  obigen  linearen  Ansätze  (264)  sind  ganz  spezielle  und  nur  aus- 
gewählt, um  eine  spezielle  Gestalt  der  Endformeln  zu  erhalten.  Die 
allgemeinst  möglichen,  welche  für  die  Zwecke  der  Optik  Bedeutung 
gewinnen,  sind  nach  den  allgemeinen  Angaben  auf  S.  460  zu  bilden. 

Wir  können  demgemäß  folgende  Zusammenstellung  geben. 

Konservative  Kräfte. 
267)  1.  Art.    -  A'=  °.>.  U*»u  +u{*v  +  «oV), 

'  fit-J    V    11  12  13  " 


wobei  «Jß  =  ajj; . 

267')  2.  Art.    -  //=  \.  (<t<*l  +  aV'>m  +  a(»n), 

'  Qt-J    V   11       '       12         '  13 


wobei  a*Jl=  a'A 

hk  kU 


267") 


3.  Art, 


-  A'=  -dX.  (a<W  +  n'»m  +  a^n), 

dfJ    V  11  13  13  " 


und  zugleich 


dflj    V  11  21  31  " 


Hier  ist  nicht  notwendig  nj^ 
267"  )  4.  Art.    -  X' 


^Vl  + 
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5.  Art.    -X'=  .?™i{l(»m +  »£»),  267-1 


worin  b{/}—  —  #•>'>• 

hk  kh 

In  die  Gleichungen  (263)  bis  (263")  eingesetzt,  fuhrt  die  erste 
oder  zweite  Art  auf  die  Gesetze  der  Doppelbrechung,  die  dritte  auf 
diejenigen  der  natürlichen,  die  vierte  oder  fünfte  auf  diejenigen 
der  magnetischen  Zirkularpolarisation. 

Absorbierende  Kräfte. 

1 .  Art    -  A"  =  (y'i)  u  +  y^u  +  y**w) ,  268) 


worin  -/))  =  y'A 

2.  Art.    -  V  =       . (c«J>/  +  e«'*  +  C»« ) ,  268') 

+  1    v  11  12  13     '  '  ' 


worin  c[>\  =  c'A 

hk  kh 

Sie  geben,  neben  den  konservativen  eingeführt,  die  Modi- 
fikationen, welche  die  genannten  optischen  Erscheinungen  in  absor- 
bierenden Körpern  erfahren. 

Endlich  sei  noch  ein  spezieller  Ansatz  von  abweichendem 
Charakter  erwähnt. 

Setzt  man 

-r  =  «4-~»    -r  =  e4-r'-,  268") 

worin  *  eine  willkürliche  Richtung  bezeichnet,  so  läßt  sich  für  die 
Arbeit  schreiben 

fdk{X'u'+  1V+  Zyw)  =  -  ef(u'*  +  ^ * +  «•'«) cos (n,#)rfo, 

woraus  hervorgeht,  daß  sie  als  ganz  in  der  Oberfläche  geleistet  auf- 
gefaßt werden  kann. 

Dieser  Ansatz  erweist  sich  geeignet,  um  die  optischen  Er- 
scheinungen in  bewegten  Medien  abzuleiten. 

Die  Grenzbedingungen  behalten  in  allen  Fällen  die  in  (263') 
und  (263")  gegebene  Gestalt. 

Auf  die  Behandlung  spezieller  hierher  gehöriger  Probleme  wird 
im  V.  Teil  eingegangen  werden;  hier  handelt  es  sich  nur  um  die 
Herstellung  der  Verbindung  zwischen  der  Dynamik  gewisser  nicht- 
starrer Körper  und  den  Grundformeln  der  Optik. 
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1894),  S.  161.  —  ")  Laflace,  II.  Supplement  au  livre  X  de  la  Mec.  Celeste, 
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—  6T)  v.  Hblmholtz,  Crelle's  Journal  67,  S.  1.  1860.  —  Kirchhoff,  Pogg. 
Annahm  134,  S.  177.  1868;  ges.  Abhandlungen  S.  540.  —  m)Poisson,  Memoircs 
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1887.  —  Sl)  Saint- Venant,  Memoire  sur  la  torsion  des  prismes  etc.,  Mem.  sav. 
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Mcm.  sur  l'equilibre  et  le  mouvement  des  corps  ciastiquca  §  IV.  Mcm.  Acad. 
Paris  VIII,  1829.  Traite  de  meeanique,  Li  vre  IV,  Chap.  8,  §  5.  —  »5)  Voigt, 
Wied.  Ann.  16,  S.  404.  1882.  —  •*)  Voiot,  Theoret.  Studien  üb.  d.  Elasticitfits- 
Verhältnisse  der  Krystallc,  S.  52.  Abhandl.  Ges.  d.  Wiss.  Güttingen  34,  1887. 
—  87)  Boussinesq,  Application  des  potentiels,  Note  II,  §  1.  —  **)  Boubsineso., 
1.  c.  Note  II,  §  3.  Nr.  17.  —  8»)  BoussiNEsq,  1.  c.  Note  II,  ß  3.  Nr.  20.  — 
•°)  Kirchhoff,  Mechanik.  29.  Vorl.  §  7.  S.  445.  —  *l)  Pockels,  Über  die  part 
Differentialgleichung  Am  +  k*u  -  0.  Leipzig  1891,  S.  36.  —  M!  Kirchhoff, 
Mechanik,  30.  Vorl.,  $  3,  S.  459.  —  M)  Kirchhoff,  1.  c.  g  4,  S.  460.  —  •*)  Kirch- 
hoff, Crelle's  Journ.  40,  1850,  §  4.  —  Voiot,  Nachr.  Ges.  d.  Wiss.  Güttingen 
1893  Nr.  6.  —  9»)  Kirchhoff,  1.  c.  §  5,  8.  465. 

V.  Kapitel.  M)  Maxwell,  Constitution  of  bodies,  Encycl.  Brit  VI, 
S.  313.  1877;  Scientific  papcrs  II,  8.  623.  —  ,r)  Boltzmann,  Pogg.  Annalcn, 
Erg.-Bd.  7,  S.  629-  30.  1876.  —  M)  Wiechert,  Über  elastische  Nachwirkung, 
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III.  Teil. 
Wärmelehre. 

I.  Kapitel. 

Thermisch-mechanische  Umsetzungen. 

|$  1.  Grunddefinitionen.  Die  erste  Hauptgleichung  der  mechanischen 

Wäimetheorie. 

Die  Beobachtung,  welche  der  ganzen  Wärmelehre  zur  Grundlage 
dient,  ist  die  Wahrnehmung  unseres  Temperatursiunes,  daß  ver- 
schiedene Körper  sich  im  allgemeinen  in  verschiedenen  Wärme- 
zuständen belinden,  oder,  wie  man  sagt,  verschiedene  Temperaturen 
besitzen,  und  daß  mit  den  Änderungen  der  Temperaturen  Ver- 
änderungen in  dem  sonstigen  Verhalten  der  Körper  zusammenhängen. 

Um  den  WTärmezustand  eines  Körpers  konstant  zu  erhalten, 
muß  man  ihn  durch  Hüllen  aus  Substanzen,  welche  für  Wärme  in 
jeder  Weise  undurchdringlich  sind,  adiathermane  Nichtleiter, 
von  anderen  Körpern  trennen,  ein  Prozess,  der  in  Wirklichkeit  nur 
angenähert  möglich  ist,  den  wir  aber  zum  Zwecke  der  Feststellung 
fundamentaler  Definitionen  vollkommen  realisiert  denken  dürfen. 

Bringt  man  innerhalb  einer  solchen  Hülle  zwei  verschiedene 
Körper  zur  Berührung,  so  verändern  sie  im  allgemeinen  ihren  Wärnie- 
zustand  und  nehmen  schließlich  einen  konstanten  neuen  Zustand  an, 
von  welchem  wir  aussagen,  daß  in  ihm  Temperaturgleicb gewicht 
herrscht,  oder  daß  beide  Köq)er  gleiche  Temperatur  besitzen.  Der- 
selbe Vorgang  tritt  ein,  wenn  wir  mehrere  behebig  temperierte 
Körper  in  dieselbe  isolierende  Hülle  bringen. 

Auf  diesem  Vorgang  und  der  darangeknüpften  Festsetzung  be- 
ruhen die  gewöhnlichen  Methoden  der  Temperaturmessung,  bei  denen 
als  Maß  der  Temperatur  eines  Körpers  gewisse  erfahrungsmäßig  vom 
Wärmezustande  abhängige  Eigenschaften  eines  mit  ihm  in  Temperatur- 
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gleichgewicfat  gelangten  Normalkörpers  oder  Thermometers  benutzt 
werden. 

Sind  die  Normalkörper  feste,  so  wird  ihre  Länge,  sind  sie 
flüssige,  so  ihr  Volumen,  sind  sie  gasförmig,  so  der  von  ihnen  auf  das 
sie  einschließende  Gefäß  ausgeübte  Druck  als  Maß  der  Temperatur  r 
benutzt,  indem  man  die  Änderungen  der  ersteren  Größen  denen  der 
letzteren  proportional  setzt. 

Indessen  geben  verschiedene  Normalkörper,  nach  dieser  Regel 
benutzt  und  durch  Anwendung  auf  dieselben  zwei  Normaltempera- 
turen graduiert,  im  allgemeinen  verschiedene  Temperaturangaben; 
nur  die  Gase  liefern  stets  nahezu,  und  je  weiter  ihr  Zustand  von 
ihrem  Kondensationspunkt  entfernt  liegt,  d.  h.  je  verdünnter  und  je 
wärmer  sie  sind,  um  so  genauer  übereinstimmende  Skalen.  Daher 
ist  man  übereingekommen,  Gase,  die  sich  in  diesem  sogenannten 
idealen  Zustande  befinden,  als  Normalkörper  für  die  Festlegung 
einer  Temperaturskala  zu  benutzen,  so  daß  man  also,  indem  man 
den  Druck,  welchen  ein  in  einem  unveränderlichen  Volumen  ein- 
geschlossenes ideales  Gas  ausübt,  mit  P  bezeichnet,  zu  setzen  hat 

P=  a  +  bt. 

Die  Konstanten  a  und  b  werden  durch  zwei  willkürlich  als 
0  und  100  festgesetzte  Teinperaturgrade  —  Schmelzpunkt  und  Siede- 
punkt des  Wassers  unter  76  cm  Quecksilberdruck  im  Meeresniveau 
auf  45 0  Breite  —  bestimmt,  so  daß  also  durch  die  Beobachtungen  der 
zugehörigen  Drucke  iJ0undP100  das  Thermometer  vollständig  graduiert 
ist.    Es  gilt  nämlich: 

Aoo—  Po  _ 


oder 


P"Po  +  ,00 


p  —  p 

100. 


Die  vorstehende  Definition  der  Temperatur  läßt  scheinbar  im 
Stiche,  wenn  es  sich  um  Körper  mit  zeitlich  und  räumlich  variabler 
Temperatur  handelt  Hier  muß  man  sich  ein  Volumenelement  des 
betrachteten  Körpers  in  äußere  und  innere  Ruhe  versetzt,  mit  einer 
isolierenden  Hülle  umgeben,  aus  dem  Zusammenhang  der  übrigen 
getrennt  und  mit  dem  Thermometer  in  Berührung  gebracht  denken; 
ist  die  Temperatur  des  letzteren  der  des  Volumenelementes  gleich, 
so  verharren  beide  im  Wärmegleichgewicht.  Dieser  Prozeß  ist  prak- 
tisch nicht  ausführbar,  kann  aber  zur  Definition  ebensowohl  heran- 
gezogen werden,  wie  ähnliche  in  anderen  Gebieten  der  Physik. 
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Die  Temperatur  r  eines  Körpers  betrachten  wir  als  eine  neue 
Fundamentalgröße  und  setzen  ihre  Dimension 

[r]  =  « ; 

sie  als  reine  Zahl  zu  führen,  wie  mitunter  geschieht,  einptiehlt  sich 
wegen  daraus  folgender  Mißstände  nicht.  — 

Um  die  Temperatur  eines  Körpers  zu  ändern,  ist  das  ein- 
fachste Mittel,  ihn  mit  einem  kälteren  oder  einem  wärmeren  Körper  in 
Berührung  zu  bringen,  wodurch,  wie  man  sagt,  ein  Wärmeübergang 
von  dem  wärmeren  nach  dem  kälteren  eingeleitet  wird.  Die  Quantität 
der  übergegangenen  Wärme  beurteilt  man  nach  der  Wirkung,  d.  h. 
der  Temperaturänderung,  die  sie  hervorbringt.  Als  Wärmeeinheit 
kann  man  dabei,  so  lange  es  sich  nur  um  thermische  Vorgänge 
handelt,  eine  ganz  beliebige  Wärmemenge  wählen  und  auch  deren 
Dimension  willkürlich  lassen,  also  die  Wärmemenge  als  neue  Funda- 
mentalgröße betrachten.  In  der  theoretischen  Physik  dient  als 
Wärmeeinheit  die  Grammkalorie,  d.  h.  diejenige  Wärmemenge,  die 
bei  Ausschluß  aller  anderen  Einwirkungen  erforderlich  ist,  um  1  g 
Wasser  unter  Atmosphärendruck  von  0°  auf  1  0  C.  zu  erwärmen;  in 
der  Technik  die  (Kilogramm-)  Kalorie,  welche  sich  ebenso  auf  das 
Kilogramm  bezieht,  und  mitunter  für  1 5°  statt  für  0°  definiert  wird. 

Diese  Einheiten  sind  theoretisch  nicht  sehr  glücklich  gewählt, 
weil  sie  zur  Definition  den  Begriff  der  Temperatureinheit  voraus- 
setzen, sie  sind  aber  praktisch  sehr  bequem.  So  geschieht  es,  daß, 
obwohl  eine  absolute  Einheit  der  Wärme  vorhanden  und  im  Ge- 
brauch ist,  die  Kalorie  mehr,  als  irgend  eine  andere  spezielle  Ein- 
heit, noch  neben  der  absoluten  benutzt  wird.  Wir  wollen  Wärme- 
mengen, die  in  Kalorien  ausgedrückt  sind,  durch  den  Buchstaben  //', 
ihre  Dimension  durch  ir  bezeichnen.  — 

Eine  zweite  besonders  einfache  Art,  die  Temperatur  eines  Körpers 
zu  erhöhen,  ist  die,  daß  man  auf  ihn  gar  nicht  kalorisch,  sondern 
nur  mechanisch  einwirkt,  ihn  z.  B.  komprimiert  oder  seine  Teile 
gegeneinander  reibt.  Dieselbe  wird  in  Praxi  bald  absichtlich  aus- 
geübt, wie  bei  den  angeführten  Beispielen,  bald  stellt  sie  sich  als 
Begleitung  ausgeübter  kalorischer  Wirkungen  infolge  der  veränderten 
Temperatur  von  selbst  ein  und  ist  nur  durch  besondere  Kunstgriffe 
zu  verhindern. 

Die  Beobachtung  hat  gezeigt,  daß,  wenn  diese  mechanische  Ein- 
wirkung nur  zur  Erhöhung  der  Temperatur  dient,  also  z.  B.  dem 
betrachteten  Körper  keinerlei  Geschwindigkeit  erteilt,  die  zugeführte 
Arbeit  A  hinsichtlich  der  bewirkten  Temperaturänderung  jederzeit 
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mit  einer  ihr  proportionalen  Wärmemenge  W  äquivalent  ist,  so  daß 

1)  A  =  ^JT. 

Der  Proportionalitätsfaktor  91,  der  numerisch  gegeben  ist  durch 
die  Arbeitsmenge,  welche  mit  der  Wärmeeinheit,  also  z.  B.  mit 
einer  Grammkalorie,  äquivalent  ist,  hat  nach  vielfachen  und  genauen 
Messungen  für  alle  benutzten  Körper  und  für  jede  Art  mechanischer 
Arbeit  denselben  Wert  und  heißt  das  mechanische  Wärme- 
äquivalent Seine  Bestimmung  nach  einer  Reihe  von  sehr  ver- 
schiedenen Methoden  und  der  dadurch  erbrachte  Nachweis  seiner 
Unabhängigkeit  von  der  Art  und  Weise  der  Arbeitszufuhrung  ist 
hauptsächlich  von  Joule  geliefert. l)    Für  die  Dimension  von  91  gilt 

Der  aus  den  zuverlässigsten  Beobachtungen  geschlossene  Zahlen- 
wert  von  91  ist  im  [cm  sec  g]  System  bei  Voraussetzung  von  Gramm- 
kalorien 

91  =  4,22. 107, 

bei  Voraussetzung  von  Kilogrammkalorien  und  der  technischen  Arbeits- 
einheit aber  9t  =  430. 

Diese  Resultate  legen  eine  andere  Wärmeeinheit  nahe,  als  die 
oben  benutzte,  welche  von  der  Temperatureinheit  unabhängig  ist 
und  demzufolge  theoretisch  den  Vorzug  verdient,  nämlich  die  Wärme- 
menge, die  mit  der  Arbeitseinheit  äquivalent  ist;  dieselbe  ist  dar- 
gestellt durch 

1")  0  =  1/91, 

sie  ist  also  der  4,22. 107.  Teil  von  einer  Grammkalorie. 

Der  Zahlwert  einer  in  dieser  Einheit  angegebenen  Wärmemenge 
mag  mit  ß  bezeichnet  werden,  dann  ist 

1"')  ü  =  91 //  und  [ß]  =  mPt-2.  — 

Hält  mau  zusammen,  daß  nach  §  6  des  ersten  Teiles  bei  rein 
mechanischen  Einwirkungen  und  bei  rein  mechanischer  Energie,  wie 
sie  durch  die  kinetische  Energie  der  sichtbaren  Bewegung  und  die 
potentielle  Energie  der  Wechselwirkung  zwischen  allen  Volumenelemen- 
ten bestimmt  ist,  der  Zuwachs  d  E  der  Energie  eines  körperlichen 
Systemes  der  zugefiihrten  Arbeit  tV A  gleich  ist,  daß  aber  zugeführte 
Arbeit  nach  dem  eben  Gesagten  noch  eine  andere  Wirkung  üben  kann, 
als  eine  Vergrößerung  dieser  rein  mechanischen  oder  sichtbaren 
Energie,  nämlich  eine  Steigerung  der  Temperatur,  so  wird  man  zu- 
nächst zu  dem  Schluß  geführt,  daß  eine  Temperaturerhöhung  ebenfalls 
eine  Energievermehrung  repräsentiert,  daß  also  ueben  der  äußeren 
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sichtbaren  oder  mechanischen  noch  eine  unsichtbare  oder 
thermische  Energie  in  einem  jeden  körperlichen  System  in  Betracht 
zu  ziehen  ist 

So  gelangt  man  zu  der  Erweiterung  der  Euergiegleichung  (48) 
des  ersten  Teiles  in 

» 

dE=dEi+dEa=d'A, 

die  auf  ganz  andere  Weise  bereits  S.  42  plausibel  gemacht  ist 

Nimmt  man  noch  hinzu,  daß  bezüglich  der  Vermehrung  dieser 
inneren  Energie  auch  eine  Wärmemenge  statt  einer  Arbeit  wirksam 
sein  kann,  so  erscheint  eine  zweite  Erweiterung  wahrscheinlich  durch 
Zufügung  der  etwa  zugeführten  Wärme  in  mechanischem  Maße  d'Q 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung,  welche  dadurch  die  Form  an- 
nimmt *) 

dE=dE.+  dEa=  d'A  +  d'n.  2) 

Diese  Gleichung,  welche  wir  als  hypothetische  Erweiterung  der 
früher  abgeleiteten  Formel  der  Mechanik  betrachten,  sagt  aus,  daß, 
wenn  einem  System  Wärme  und  Arbeit  zugeführt  wird,  und  zugleich  ein 
Austausch  von  innerer  und  äußerer  Energie  stattfindet,  die  Änderung 
der  Gesamtenergie  stets  gleich  der  Summe  aller  gemachten  Auf- 
wendungen ist  Man  bezeichnet  sie  wohl  als  die  erste  Haupt- 
gleichung der  mechanischen  Wärmetheorie. 

Sie  darf  aber  nicht  etwa  in  dem  Sinne  aufgefaßt  werden,  als 
ob  die  in  ihr  angedeuteten  und  in  Zusammenhang  gebrachten  Um- 
setzungen stets  im  ganzen  Umfang  physikalisch  möglich  wären;  als 
ob  wir  beispielsweise,  wenn  wir  d'A  +  dJ£l  =  0,  also  die  Summe  der 
äußeren  Einwirkungen  verschwindend  nehmen,  beliebig  viel  der 
inneren  Energie  in  äußere  überführen  könnten;  oder  als  ob,  wenn 
wir  dE.+  dEn=0,  also  den  Anfangs-  und  Endzustand  gleichwertig 
annehmen,  es  möglich  wäre,  beliebige  zugeführte  Wärme  d'il  als 
Arbeit  dyA  wieder  zu  gewinnen.  Die  Formel  spricht  nur  eine  Be-  | 
ziehung  aus,  die,  wenn  alle  vier  Änderungen  dE.y  dEti,  d'A  und  i 
d'Q  möglich  sind,  jederzeit  erfüllt  sein  muß. 

Bei  den  Problemen  der  Wärmelehre  ist  häufig  eine  andere  Zer- 
legung der  Energie  von  Nutzen,  als  die  im  vorstehenden  eingeführte 
E  —  E.+  EaJ  nämlich  die  durch  Absonderung  der  lebendigen  Kraft  W 
der  sichtbaren  Bewegung  erhaltene  E  =  E -\-  V7.  Hier  kann  /;',  da 
fernwirkende  Kräfte  im  allgemeinen  ausgeschlossen  sein  werden,  in 
einem  anderen  Sinue  als  die  innere  Energie  des  Systems  be- 
zeichnet werden.   Gleichung  (2)  nimmt  dadurch  die  Gestalt  an 

dE  +  dV=d'A  +  d'S>.  2) 

32» 
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In  unserer  Grundformel  (2)  ist  E  eine  Funktion  nur  des  äugen- 
blicklichen  Zu  Standes,  d  E  ihre  Änderung  in  einem  beliebigen  Zeit- 
raum ;  d"A  und  (V Q  sind  aber  keim-  Differentiale,  sondern  nur  will- 
kürlich gegebene,  unendlich  kleine  Beträge  von  Wärme  und  Arbeit. 
Dies  hat  zur  Folge,  daß  angewandt  auf  den  Übergang  zwischen 
zwei  verschiedenen  Zuständen  (1)  und  (2)  die  obige  Formel  ergiebt 

»-)  (2) 

2")  E%- E,  =  fd'A  +  j<Vll  =  An  + 

(i)  (i) 

wo  die  Werte  der  Integrale  rechts  von  dem  Integrationsweg,  d.  h. 
den  zwischen  (1)  und  (2)  passierten  Zwischenzuständen,  abhängen, 
Al%  und  ün  aber  Abkürzungen  bezeichnen,  die  auch  weiter  in 
gleicher  Bedeutung  benutzt  werden  sollen. 

Ist  speziell  der  Anfangs-  und  Endzustand  der  gleiche,  die  Ver- 
änderung ein  sogenannter  Kreisprozeß,  so  folgt  hieraus 

n  o  =  (^)  +  (ij), 

worin  die  Klammer  ()  die  bei  dem  Kreisprozeß  im  ganzen  zu- 
geführten Beträge  andeutet.  Bei  einem  Kreisprozeß  ist  also  die  er- 
forderliche Arbeit  und  die  erforderliche  Wärme  für  sich  je  von  Null 
verschieden,  ihre  Summe  aber  verschwindet. 

Es  mag  im  voraus  darauf  hingewiesen  werden,  daß,  weil  d'A 
und  rf'ß  positiv  oder  negativ  sein  können,  (A)  und  (Ü)  keineswegs 
die  ganzen  in  Bewegung  gesetzten  Beträge  bedeuten,  sondern  nur 
die  Differenzen  der  zu-  und  der  abgeführten  Mengen.  Dies  ist  ins- 
besondere von  Bedeutung  bei  der  zugefiihrten  Wärme  (ß),  die  wir 
nach  S.  497  geeignet  temperierten  Wärmereservoiren  entnommen 
denken  müssen;  dieselbe  wird  bei  ganz  verschiedenen  Temperaturen 
zu-  und  abgeführt  werden,  und  es  ist  daher  ersichtlich,  daß  am 
Schluß  des  Kreisprozesses  zwar  das,  wie  man  sagt,  arbeitende 
System,  nämlich  der  Körper,  der  den  Kreisprozeß  durchläuft,  und 
auch  das  Arbeitsreservoir,  aus  dem  {A)  bestritten  wird,  wieder  in 
den  Anfangszu stand  zujrücjcgeführt  ist,  nicht _aber ..die_j^teiligten 
Wärmereservoire. 

§  2.    Allgemeine  Bestimmung  des  zu  vorgeschriebenen  Zustands- 
änderungen  erforderlichen  Aufwandes  von  Arbeit  und  Wärme.  Die 
zweite  Hauptgleichung  der  mechanischen  Wärmetheorie. 

Während  im  vorigen  Abschnitt  d'A  und  rf'ß  unendlich  kleine, 
aber  willkürlich  zu  wählende  Beträge  von  zuzuführender  Arbeit  und 
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Wärme  bezeichneten,  sollen  dieselben  jetzt  nicht  mehr  als  direkt 
gegeben  betrachtet,  sondern  aus  der  durch  sie  zu  bewirkenden 
Zustandsänderung  des  gegebenen  Körpers  berechnet  werden. 

Der  Zustand  des  in  Ruhe  befindlichen  homogenen  Körpers  sei 
durch  eine  Anzahl  von  n  unabhängigen  Variabein  a,  b,  r  .  .  .  bestimmt» 
eine  Zustaudsänderung  ist  dann  durch  ein  System  von  Variationen 

da,  db,  de  .  .  . 

dargestellt,  und  es  ist  die  Aufgabe,  d'A  und  rf'ß  als  Funktionen 
dieser  Größen  zu  finden. 

Die  Zustandsänderungen  teilt  man  in  zwei  Klassen:  umkehr- 
bare und  nicht  umkehrbare,  je  nachdem  man  sie  in  den  beiden, 
durch  entgegengesetzt  gleiche  Werte  der  Variationen  da,  db,  de,... 
gegebenen  Richtungen  unter  entgegengesetzt  gleichen  Aufwendungen 
von  Arbeit  und  Wärme  bewirken  kanu  oder  nicht.  Zu  den  um- 
kehrbaren gehören  unter  anderen  die  isotherm ischen  Deformationen 
vollkommen  elastischer  Körper,  die  erhalten  werden,  wenn  man  den  Kör- 
per in  Berührung  mit  einem  unendlichen  Wärmereservoir  von  gleicher 
Temperatur  unendlich  langsam  anwachsenden  äußereren  Kräften 
aussetzt  Zu  den  nicht  umkehrbaren  gehören  u.  a.  die  mechanischen 
Vorgänge,  bei  welchen  durch  Reibungskräfte  Arbeit  in  Warme  über- 
geführt '  wird. 

Da  d'A  und  d'fi  Funktionen  der  unendlich  kleinen  Variationen 
da,  db,  de,  .  .  .  sind,  so  kann  man  durch  Entwicklung  bilden 

dA  —  Aada  +  Ahdb  +  Acdc  +  .  .  .,y 

rf'ß-  üada+  &hdb+  ßerfc +  ...;/  3) 

bei  umkehrbaren  Zustandsäuderungen  sind  dann  die  Aa,...  lia,.. 
nur  Funktionen  —  und  zwar  naturgemäß  eindeutige  —  der  Ausgaugs- 
werte  a,  b,  e  .  .  .,  welche  als  solche  zu  bestimmen  unsere  Aufgabe  ist 
Die  Anzahl  der  Variabein  a,  b,  c  .  .  .  ist  je  nach  der  Natur  des 
betrachteten  Körpers  verschieden.  Für  eine  homogene  gasförmige 
oder  tropfbare  Flüssigkeit  braucht  man  zur  Festlegung  des  Zustande» 
nur  zwei  Variabein,  —  etwa  das  Volumen,  welches  die  Flüssigkeit  ein- 
nimmt, und  die  Temperatur,  welche  sie  besitzt  ;  für  homogene  feste  Körper 
bedarf  man  deren  im  allgemeinsten  Falle  sieben,  nämlich  außer  der 
Temperatur  etwa  die  sechs  Deformationsgrößen,  die,  wenn  der  Körper 
homogen  deformiert  sein  soll,  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  konstant 
sein  müssen.  Bei  besonderer  Form  des  festen  Körpers  und  bei  beson- 
derer Verteilung  der  äußeren  Einwirkungen  genügt  auch  wohl  eine 
kleinere  Anzahl.  — 
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3") 


Der  Wert  der  Arbeit  d'A  berechnet  sich  in  allen  Fällen  voll- 
ständig nach  der  S.  40  gegebenen  Definition 

J  <CA  =  V(X,  dxh  +  j;  dyh  +  Zh  dzk) 

]  \         =  2Khdshc™{Khd,fo 

er  nimmt  z.  B.  für  einen  kontinuierlichen  Körper  den  Wert  an 

d'A  =  / dk{Tdx  +Tdy  +  E  dz) 

+  jdo(Tndx+  YJhj+ZJz), 

worin  A'\  Y\  Z*  die  Komponenten  der  auf  die  Volumeneinheit  be- 
zogenen körperlichen  Kräfte,  Xn,  Yn,  Zn  die  Komponenten  der  auf 
die  Flächeneinheit  bezogenen  Oberflächendrucke  und  x,  y,  z  die  Ko- 
ordinaten ihrer  Angriffspunkte  bedeuten. 

Für  eine  im  Gleichgewicht  befindliche  Flüssigkeit  reduziert  sich 
dieser  Ausdruck  hei  verschwindenden  X\  Y1  Z1,  da  hier  nur  eine 
normal  wirkende  Druckkraft  P  von  überall  konstanter  Größe  übrig 
bleibt,  wie  schon  auf  S.  238  benutzt,  auf 
3  ")  d'A  =  -  Pd  t\ 

worin  d  V  die  die  Zustandsänderung  begleitende  Volumenvergrößerung 

bezeichnet  — 

Der  zu  einer  gegebenen  Zustandsänderung  aufzuwendende 
Wärmebetrag  d'Ll  läßt  sich  allgemein  nicht  ebenso  vollständig 
angeben;  doch  gelingt  es  ohne  irgend  eine  Voraussetzung  über  die 
Natur  des  betrachteten  Körpers  immerhin,  ganz  allgemein  die  ana- 
lytische Form  zu  finden,  in  welcher  sich  rf'ß  darstellen  muß. 

Zur  Erreichung  dieses  Zieles  ist  eine  Vorbereitung  nötig. 

Ist  der  Zustand  des  betrachteten  Körpers  von  n  Variabein  ab- 
hängig, die  man  bequem  als  die  Koordinaten  eines  Tunktcs  in 
einem  n  dimensionalen  Räume  auffassen  kann,  so  ergiebt,  da  die 
Energie  eine  Funktion  dieser  Variabein  ist,  die  aus  der  Gleichung 
(2')  für  d'S>  =  0  und  d*P  =  0  hervorgehende  Formel 

dtT  =  d'A 

die  Differentialgleichung  einer  einfach  unendlichen  Schar  räumlicher 
Gebilde  von  (« —  1)  Dimensionen,  die  wir  kurz  Flächen  nennen 
wollen.    Ihr  Integral  sei 
4)  fla>b,c...)  =  a>, 

und  (u  bezeichne  den  Parameter  dieser  Schar. 

Jede  dieser  Flächen  ist  der  geometrische  Ort  aller  derjenigen 
Zustände,  die  man  von  einem  auf  ihr  liegenden  Anfangszustand  ohne 
thermische,  durch  alleinige  mechanische  Einwirkung  erreichen  kann; 
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man  nennt  sie  kalorische  oder  adiabatische  Flächen.  Ist  der 
Zustand  des  Körpers  durch  nur  zwei  Variabein  bestimmt,  so  wird 
der  oben  betrachtete  Raum  von  n  Dimensionen  zu  einer  Ebene; 
die  kalorischen  Flächen  verwandeln  sich  in  kalorische  Kurven. 

Drückt  mau  nun  einen  beliebigen  Anfangszustand  durch  n  neue 
voneinander  unabhängige  Koordinaten  aus,  unter  denen  auch  tu  ist, 
z.  B.  durch 

(p  (a,  bt  c,  .  .  .),    1^(0,  b,  c,  .  .  .),    .  .  .  co  (a,  b,  c  .  .  .), 
und  demgemäß  eine  Zustandsänderung  durch  die  n  Differentiale 

dcf,  dtp,  .  .  .  d(o, 

so  muß  sich  nach  (3)  die  zu  dieser  Änderung  aufzuwendende  Wärme- 
menge rf'ß  als  Funktion  von  d<p,  dip, .  .  .  da>  schreiben  lassen: 

d'Q  =  IIq  dcp  +  IIvdy  +  .  .  .       d(o.  4') 

Hierin  muß  aber,  da  bei  verschwindendem  dm  die  Veränderung  auf 
einer  kalorischen  Fläche  liegt,  </'ß  mit  da  verschwinden;  d.  h.,  es 
müssen  alle  üh  mit  Ausnahme  des  letzten  gleich  Null  sein,  so  daß 
resultiert 

d'£2  =  Tldio,  4") 

worin  77,  der  Kürze  halber  für  77^  gesetzt,  eine  Funktion  der 
n  Variabein  qp,  1/;,  .  .  .  ro  ist,  die  ohne  Beschränkung  der  Allgemein- 
heit als  stets  positiv  betrachtet  werden  kann. 

Dies  ist  die  Form,  in  der  man  allgemein  </' ß  darstellen  kann; 
in  welcher  Weise  die  Funktionen  77  und  to  von  den  direkt  gegebenen 
Variabein  abhängen,  ist  in  jedem  einzelnen  Falle  aufzusuchen.  Die 
erste  dieser  beiden  Aufgaben  läßt  sich  aber  ganz  allgemein  noch 
eine  Strecke  weit  durchführen. 

Außer  den  kalorischen  Flächen 

(o  =  Const. 
sind  hierfür  noch  die  Temperaturtiächen 

r  =  Const. 

von  Nutzen. 

Wenn  nämlich  die  Variabein  a,b,c,...  den  Zustand  eines  homo- 
genen Körpers  vollständig  angeben,  so  müssen  sie  auch  seine  Tem- 
peratur eindeutig  bestimmen,  und  daraus  folgt,  daß  durch  konstantes  r 
ein  geometrischer  Ort,  eine  Fläche  im  n-dimensionalen  Räume,  eine 
Kurve  in  der  Ebene,  gegeben  ist.  Wir  können  also  auch  r  als  eine 
der  neu  eingeführten  Unabhängigen  q>,      .  .  .  betrachten. 

Von  allen  Veränderungen  sind  nun  diejenigen  die  wichtigsten, 
welche  ganz  auf  Temperatur-  oder  ganz  auf  kalorischen  Flächen 
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verlaufen;  solche  sind  auch  praktisch  in  ziemlicher  Annäherung  zu 
erhalten,  indem  man  den  zu  ändernden  Körper  mit  einem  sehr 
großen  Wärmereservoir  von  konstanter  Temperatur  in  Berührung 
erhält  oder  mit  nicht  für  die  Wärme  durchlässigen  Hüllen  umgiebt, 
und  das  eine,  wie  das  andere  Mal  mechanisch  auf  ihn  einwirkt. 

Kreisprozesse,  welche  aus  zwei  auf  verschiedenen  kalorischen 
und  zwei  auf  verschiedenen  isothermischen  Flächen  liegenden  Wegen 
zusammengesetzt  sind,  heißen  CARNOT'sche  Kreisprozesse3);  sind 
die  Parameter  dieser  Flächen  resp.  rx ,  ra  und  ütx ,  m2  ,  wobei  r2  >  rx 
und  ftj2  >  ojj  gesetzt  sein  mag,  so  ist  ein  CARNOT'scher  Kreisprozeß 
durch  ein  Kurvenviereck  mit  den  festgelegten  Eckpunkten  auf  den 
Kurven  (r,,  a)x),  (rlf  (o2),  (r,,  w2),  (r2,  wt)  charakterisiert,  welche  mit 
1),  2),  3),  4)  bezeichnet  werden  mögen. 

Es  ist  dann  bei  einem  Umlauf  im  Sinne  wachsender  Zahlen 
die  für  jede  Seite  des  Kurvouvierecks  aufzuwendende  Wärme  ge- 
geben durch 

I"* 

ß18  =  J  nir  =      d(ü>    ß23  =  ()> 


5) 


worin  der  Zusatz  r  =  rx  resp.  r  =  t2  den  Integrationsweg  zwar 
nicht  erschöpfend,  aber  doch  für  das  Verständnis  ausreichend  charak- 
terisiert; ferner  ist  nach  (2")  und  (2"') 

5')  {£>)  =  ü12  +  ß34  =  /  (77(r ,    -  nit ,  ffl)  d«> 

und 

5")  {£1)  +  (A)  =  0. 

Hieraus  folgt,  daß,  wenn  die  Klammer  in  dem  Integral  (5')  positiv 
ist,  der  Kreisprozeß  Wärme  in  Arbeit  verwandelt,  wenn  negativ, 
Arbeit  in  Wärme;  bei  entgegengesetzter  Umlaufung  findet  das  Um- 
gekehrte statt 

Mittels  zweier  Wärmereservoire  kann  man  mehrere  beliebige 
Körper  gleichzeitig  Carn«  nasche  Kreisprozesse  durchlaufen  lassen, 
deren  adiabatische  Strecken  ganz  beliebig  sind,  während  die  iso- 
thermischen gleichen  Temperaturen,  z.  B.  xx  und  r2,  entsprechen 
müssen.  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß  alle  diese  Kreispro- 
zesse umkehrbar,  d.  h.  in  beiden  Richtungen  ausfuhrbar  sind. 

Seien  nur  zwei  arbeitende  Körper  K  und  A"  vorbanden  und 
für  beide  die  dem  obigen  r#>2  —  wx  entsprechenden  Änderungen  der 
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Parameter  to  und  oj"  unendlich  klein,  resp.  gleich  dco'  und  dio", 
so  wird  nach  dem  Vorstehenden  die  während  der  durch  dco'  und 
dm"  charakterisierten  Veränderungen  von  ihnen  aus  dem  höheren 
und  tieferen  Reservoir  aufgenommene  Wärme  resp.  sein 

ß'  =  nt  dco',    d'2  ß"  =  77^'  d  w", 

d\tt'  =  n[d(o\    d\Ü"  =  77,"  rfü/ 

wobei  oline  Beschränkung  der  Allgemeinheit  sämtliche  77  >  0  ge- 
nommen werden  können. 

Läßt  man  nun  k'  bei  der  höheren  Temperatur  Wärme  auf- 
nehmen, k"  bei  der  tieferen,  so  ist  bei  n'- maligem,  resp.  n"- maligem 
Umlauf  der  Kreise  die  Summe  aller  zugeführten  Wärmemengen 
aus  dem  oberen  Reservoir 

d2Q  =  ri  I7'2  d(ü  —  n"  TI2  dco",  . 

aus  dem  unteren  l  6*) 

d\Q  =  -  n'77;  d(o  +  n"77;'  rfw",  I 

also  die  Gesamtsumme 

(ß)  =  n'(77a  -  770  ~  n"  W  ~  #T)  7) 
Unter  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (2"')  folgt  hieraus  die  ganze 
zugeführte  Arbeit 

{A)  =  -  {LI)  =  -  n'  (77^  -  77,')  </a>'  +  n"  (772'  -  7^")  7') 

Bei  umgekehrter  Richtung  der  Umlaufung  beider  Kreisprozesse 
kehren  alle  £2  und  A  die  Vorzeichen  um. 

Diese  Formeln  können  zur  Auffindung  einer  allgemeinen 
Eigenschaft  der  Funktionen  77  benutzt  werden  durch  Einführung 
der  von  Clausius*)  aus  der  Erfahrung,  daß  Wärme  von  selbst  jeder- 
zeit vom  wärmeren  zum  kälteren  Körper  übergeht,  abgeleiteten  fun 
damentalen  Hypothese,  daß  es  nicht  möglich  ist,  durch  irgend 
einen  Kreisprozeß  ohne  Arbeitsaufwand  Wärme  von  einem 
niedriger  temperierten  Reservoir  nach  einem  höher  tem- 
perierten überzuführen.  Penn  wenn  durch  geeignet  gewählte 
Werte  von  ri  und  n"  (A)  zu  Null  gemacht  wird,  soll  hiernach  sowohl 
bei  der  ersten,  wie  bei  der  zweiten  Richtung  des  Umlaufs  d\  £2  ^  0, 
also  d2  LI  ^  0  sein,  was  nur  möglich  ist,  wenn  beide  Größen  gleich 
Null  sind,  d.  h.,  wenn  gilt 

ri  TJ'£  dui  —  ri'  TI2  dfo", 
ri  77,'  du,'  =  ri'  Ti;  dfo 

daraus  ergiebt  sich 


T2  dfo",  I 
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u\  ~  n)' ' 

oder  ausführlicher  geschrieben,  um  die  in  jedem  Ausdrucke  statt- 
findenden Werte  der  Argumente  rp,  i/», . . .  r,  <»  hervortreten  zu  lassen, 

Hieraus  folgt  aber  notwendig,  daß  die  Funktionen  77  die  Form 
haben  müssen  eines  Produktes  aus  einer  universellen  Funktion 
der  Temperatur,  die  mit  T  bezeichnet  werden  mag,  und  einer  der 
Substanz  individuellen  Funktion  von  w,  die  n  heißen  mag,  so 
daß  also 

8")  7T=7VK),    77"=  '/V>") 

wird.  Setzt  man  dieses  Resultat  in  die  Beziehung  d'Ll  =  Ildo  ein, 
so  erhält  man 

9)  d'G  =  Tn{(ü)d(o, 

worin  n{(o)do>  als  ein  vollständiges  Differential  in  dH  abgekürzt 
werden  mag.  Es  ist  dann  H  eine  Funktion,  die  konstant  ist,  wenn 
ro  sich  nicht  ändert,  und  die  also  ebensowohl  als  Parameter  der 
adiabatischen  Flächen  betrachtet  werden  kann,  wie  m  selbst 

Sonach  sind  wir  zu  dem  allgemein  gültigen  Resultat  gelangt,  daß 

9')  d'£l  =  TdH 

ist,  d.  h.,  daß  die  zu  einer  bestimmten,  umkehrbaren  Zustandsände- 
rung  aufzuwendende  Wärmemenge  gegeben  wird  durch  eine  universelle 
Funktion  der  Temperatur,  multipliziert  in  die  Variation  einer,  jeder 
Substanz  individuellen  Funktion  77  der  den  augenblicklichen  Zu- 
stand bestimmenden  Variabein,  welche  auf  jeder  kalorischen  Fläche 
konstant  ist 

Die  Gleichung  (9)  resp.  (9')  wird  die  zweite  Hauptgleichung 
der  mechanischen  Wärmetheorie  genannt6) 

Integriert  man  die  Gleichung  (91)  nach  Division  durch  T  über 
einen  beliebigen  umkehrbaren  Kreisprozeß  und  bezeichnet  die  In- 
tegration über  eine  geschlossene  Bahn  hier  und  weiterhin  durch 
Klammern  um  das  Integralzeichen,  so  erhält  man 

9")  </)^  =  0, 

eine  Formel,  die  sich  der  Formel  (2"')  für  Kreisprozesse  zuordnet 
Verläuft  der  Kreisprozeß  durchaus  auf  derselben  Temperatur- 
fläche, 80  ist  die  Funktion  T  konstant  und  nach  (9")  ($>)  und  somit 
auch  (A)  gleich  Null. 
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Dies  ergiebt  den  Satz,  daß  die  durch  einen  umkehrbaren  iso- 
thermen Kreisprozeß  zu  gewinnende  Arbeit  stets  gleich  Null  ist  — 

Die  oben  eingeführte  Funktion  H  nennt  man  die  Entropie  des 
betrachteten  Körpers  im  augenblicklichen  Zustand0),  die  vorläufig  noch 
unbekannte  Funktion  T  der  Temperatur  r  die  C  a  r  n  o  t's  c  h  e  F  u  n  k  t  i  o  n. 

Letztere  steht  in  enger  Beziehung  zu  dem  Carnot' sehen  Satz 
über  das  Verhältnis  der  bei  einem  Carnot' sehen  Kreisprozeß  in 
Arbeit  umgewandelten  zu  der  überhaupt  in  Bewegung  gesetzten 
Wärmemenge,  ein  Verhältnis,  welches  man  den  Wirkungsgrad  v  des 
Prozesses  nennt.  Verläuft  der  Kreisprozeß  zwischen  den  Temperaturen 
t1  und  r2,  wobei  r2  >  t1  sein  möge,  und  zwischen  den  Entropien  Hx 
und  /72,  wobei  H2  >  //x  sein  möge,  so  ist  die  aus  dem  Reservoir 
von  der  Temperatur  r2  eutnommene  Wärmemenge  nach  (9') 

ß2  =  T^-HJ, 

die  an  das  Reservoir  von  der  Temperatur  xx  abgegebene 

ß,=  T,  («,-#,)> 
die  in  Arbeit  umgesetzte  also 

(ß)  =  a,  -  ö,  =  {r,  -  '/;)(«,  -  h,), 

wofür  man  wogen  (2"')  auch  schreiben  kann 

(Sl)  =  -      =  fl,  T'       =  ß,  T'  y/'  .  9") 
Hieraus  folgt  für  die  Größe  des  Wirkungsgrades 

~~  Jit  -  -  ~T~m  9  } 

Diese  Gleichung  spricht  den  C \ rnot' sch e n  Satz  aus,  wonach 
der  Wirkungsgrad   eines  Ca rn ot'scIi e n   Prozesses   nicht  von  der 
arbeitenden  Substanz,  sondern  nur  von  den  Temperaturen  abhängt, ' 
zwischen  denen  er  verläuft.7)  — 

Die  ganze  vorstehende  Entwicklung  ruht  auf  der  Annahme, 
daß  die  beiden  auf  S.  504  eingeführten  und  kombinierten  Kreis- 
prozesse in  beiden  Richtungen  ausführbar  sind.  Indessen  ist  schon 
früher  bemerkt,  daß  es  Zustandsänderungen  giebt,  die  eine  Umkeh- 
rung nicht  gestatten. 

Enthält  einer  der  beiden  S.  505  benutzten  Kreisprozesse  einen 
Teil  von  diesem  Charakter,  so  führt  die  dort  angestellte  Betrachtung, 
statt  auf  die  Gleichungen  (8),  auf  die  Ungleichung 

ri  n\  d(o  ^  n"  /72  dm", 

während  aus  {A)  =  0  sich  wie  früher 


DigitizedJ>y  Google 


508  ///.  Teil.    Wärmelehre.    I.  Kap. 


«(/z;  -  n\)da/  =  n\nf;  -  n';)dw" 

ergiebt.    Hieraus  folgt  also 

n\    —    Ji'  1 

oder 

n\  —  n(' 

Ist  der  Kreisprozeß  (')  umkehrbar,  so  gilt  für  ihn  nach  (8") 


man  erhalt  also 

oder  nach  (6)  auch 
10) 


Tt    -    Tt  • 

Diese  Ungleichung  gewinnt  erst  dann  an  Wert,  wenn  man  weiß, 
ob  der  nicht  umkehrbare  Kreisprozeß,  den  wir  weiterhin  ohne  den 
Index  (")  lassen  wollen,  Wärme  in  Arbeit  oder  Arbeit  in  Wärme 
verwandelt.  Gewöhnlich  nimmt  man  als  Resultat  der  Erfahrung  an, 
daß  alle  nicht  umkehrbaren  Kreisprozesse  das  letztere  leisten.  In 
diesem  Falle  würde  also  ( —  d^  Ü)  die  aus  dem  oberen,  ( +  d\  Q)  die 
aus  dem  unteren  Reservoir  entnommene  Wärmemenge  sein,  und  die 
Ungleichung  (10)  in  der  Form 

10')  W^  +  Ll_^^o 

aussagen,  daß  bei  dem  nicht  umkehrbaren  C ARNOT'sch e n  Prozeß  die 
Summe  der  aufgenommenen  Wärmen  durch  den  entsprechenden 
Wert  der  CARNOT'schen  Funktion  dividiert  nicht  notwendig  gleich 
Null  ist,  sondern  auch  kleiner,  als  Null,  sein  kann. 

Diese  Gleichung  läßt  sich  leicht  auf  einen  beliebigen  Kreis- 
prozeß erweitern;  denn  einen  solchen  kann  man  durch  eine  Zick- 
zackkurve ersetzen,  deren  Wegelemente  abwechselnd  adiabatisch  und 
isothermisch  sind,  und  zwar  können  die  letzteren  so  gewählt  werden, 
daß  sie  überall  durch  ein  und  dasselbe  System  adiabatischer  Flächen 
begrenzt  werden.  In  diesem  Falle  giebt  es  zu  jedem  isothermischen 
Linienclement  ein  zweites  mit  demselben  d<o,  das  im  Kreisprozeß 
in  entgegengesetzter  Richtung  durchlaufen  wird,  und  für  beide  gilt 
demgemäß  die  Ungleichung  (10').  Summiert  man  dieselbe  über  den 
ganzen  Kreisprozeß,  und  berücksichtigt,  daß  auf  den  adiabatischen 
Linienelementen  Wärme  nicht  aufgenommen  wird,  so  erhält  man 
für  denselben 
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</>~*ä0,  10") 

wo  nun  rf'ß  in  demselben  Sinne,  wie  in  Formel  (9"),  positiv  ist, 
wenn  eine  Wärraezufuhr,  negativ,  wenn  eine  Wärmeentnahme  für 
den  Körper  stattfindet  und  das  Integral  alle  auf  dem  Kreisprozeß 
stattfindenden  Wärmezufuhren  umfaßt8) 

Der  hier  eingeschlagene  Weg  hat  den  U beistand,  eine  Eigen- 
schaft nicht  umkehrbarer  Kreisprozesse  zu  benutzen,  die  in  deren 
Definition  nicht  liegt,  sondern  als  Resultat  der  Beobachtung  anzu- 
sehen ist    Wir  werden  analoge  und  noch  weitergehende  Resultate 

m 

später  auf  einem  befriedigenderen  Wege  gewinnen. 


§  3.  Spezifische  und  Reaktionswärmen. 

Ehe  wir  in  der  Bestimmung  des  Wertes  der  zu  einer  gegebenen 
Zustandsänderung  notwendigen  Wärme  rf'ß  weiter  fortschreiten 
können,  müssen  wir  den  dazu  nötigen  Begriff  der  spezifischen 
Wärme  erörtern. 

Wenn  ein  homogener,  gleich  temperierter  Körper  von  der  Masse  M 
infolge  der  Zuführung  der  Quantität  (VW  von  Wärme  in  kalorischem 
Maße  eine  Temperaturänderung  dx  erfährt,  so  bezeichnet  man  das 
Verhältnis 

mL  =  c  ») 

als  die  spezifische  Wärme  der  Substanz  des  Körpers  bei  dem 
beschriebenen  Vorgang9).    Dabei  ist  ersichtlich 

[6']  =  wm-*u-\  11) 

Da  nun  aber  %tVH'  =  iVil  die  zugefügte  Wärmemenge  in  ab- 
solutem Maße  war,  so  stellt 

die  gleiche  spezifische  Wärme  in  absolutem  Maße  dar.    Es  gilt  dafür 

[r]  =  l2t~2u-\  11'") 

Die  spezifische  Wärme  ist  keineswegs,  wie  der  Name  anzudeuten 
scheint,  eine  der  Substanz  des  betrachteten  Körpers  allgemein  oder 
auch  nur  in  einem  speziellen  Zustande,  d.  h.  für  spezielle  Werte 
der  diesen  bestimmenden  Variabein,  individuelle  Konstante,  sondern 
eine  Funktion  der  Verhältnisse  der  Variationen,  welche  diese  Variabein 
während  der  Zuführung  der  Wärmemenge  eventuell  unter  gleich- 
zeitiger mechanischer  Einwirkung,  erleiden. 


Digitized  by  Google 


510  ///.  Teil.    Wärmelehre.    I.  Kap. 


Man  erkennt  dies,  wenn  man  der  letzteren  Formel  unter  Be- 
nutzung von  (9)  oder  (9')  die  Gestalt  giebt 

12k  r  _  T-n{b>)d(o  TdH 

'  Mdx     ~  Mdx 

und  sich  erinnert,  daß  r  und  o)  voneinander  unabhängig  sind,  also 
das  Verhältnis  dto  f  dz  völlig  unbestimmt  ist,  so  lange  nicht  in  den 
durch  die  ursprünglichen  Variabein  ö,  bf  c  .  .  .  ausgedrückten  Zu- 
wachsen 


dto  —  -j.   d  a  -f  -Ä ,  d  b  +      d  c  +  . . 
oa  ob  de 

dT  ssVada  +  Udb  +  Bdctle+"' 


12') 

das  Verhältnis 

da:db:dc:  . . . 

und  damit  die  Richtung  der  gesamten,  die  Erwärmung  begleitenden 
Zustandsänderung  vorgeschrieben  ist.  Außerdem  erfordert  aber,  wie 
gesagt,  die  Bestimmung  von  r  noch  die  Festsetzung  der  Anfangs- 
werte a,  b,  c  .  .  .,  von  denen  aus  die  Veränderung  stattfindet. 

Dieselbe  Betrachtung,  wie  an  die  Gleichung  (12),  kann  man  auch 
in  für  das  Folgende  noch  geeigneterer  Weise  an  die  Formel 

13)  /  =  iE--f* 

anknüpfen,  die  man  aus  (11")  durch  Einsetzen  des  Wertes  von 
d £2  gemäß  (2')  bei  verschwindendem  d  W  erhält  In  der  That  kann 
man  unter  Rücksicht  darauf,  daß  d'A  kein  vollständiges  Differential 
ist,  auch  schreiben 

13-)       de-  d'A  =  [*f-  -  Ja)  da  +  (  **"  - db  +  ... 

und  gelangt  zu  der  gleichen  Folgerung,  wie  oben. 

Unter  den  unendlich  vielen  spezifischen  Wärmen,  die  ein  Körper 
in  einem  bestimmten  Zustand  besitzt,  erwecken  diejenigen  ein  be- 
sonderes Interesse,  welche  Zustandsänderimgen  entsprechen,  bei  denen 
alle  Variabein  a,  b,  c  .  .  .  bis  auf  eine  konstant  bleiben.  Wir  wollen 
dieselben  durch  einen  oberen  Index  bezeichnen,  welcher  diejenige 
Variable  enthält,  die  sich  allein  ändert. 

Sonach  würde 

8H  d_E> 

">  -  *"M  är  " 

da  da 

die  spezifische  Wärme  bei  konstantem  b,  c, .  .  .  bezeichnen,  und  man 
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kann  unter  Rücksicht  hierauf  den  allgemeinen  Wert  (12)  auch 
schreiben 

r= — *rt  ^— b±  -.  i4') 

Bx  ,  Bi  ' 
dada+  dbdb  +  "' 

Diese  Resultate  vereinfachen  sich  erheblich  für  homogene  Körper, 
welche,  wie  die  meisten,  mit  denen  man  thermisch  operiert,  unter  all- 
seitig gleichem  Druck  sich  im  Gleichgewicht  befinden,  also  in  ihrem 
Zustande  durch  nur  zwei  Unabhängige  bestimmt  sind.  Wählt  man 
für  letztere  Druck  P  und  Volumen  F,  so  wird  aus  Formel  (13) 

BE' 


BP 


und 


BP  BV 
worin  rv  und  r  neue,  dem  eingebürgerten  Gebrauch  entsprechende, 
im  allgemeinen  Falle  aber  nicht  so  praktische  Bezeichnungen  sind. 
Die  allgemeine  spezitische  Wärme  (14')  nimmt  die  Form  an 

rpdx  dV+rrd^dP 

d]  dP  .-  15") 


Bi  .  Tr  Bx 
BVdV+»PäP 


Die  gewöhnlichen  Beobachtungen  über  die  Temperaturwirkung 
von  Wärmeaufnahme  oder  -abgäbe  finden  in  der  Weise  statt,  daß 
sich  die  betreffenden  Körper  dauernd  unter  dem  Atmosphärendruck 
befinden  und  ungehindert  ausdehnen  können;  sie  liefern  also  7^rJ 
oder  rp.  Die  gewöhnlichste  der  angewandten  Messungsmethoden 
ist  die  der  Mischung,  bei  welcher  die  Menge  der  von  einem  festen 
Körper  während  des  Temperaturausgleiches  an  einen  umgebenden 
flüssigen  abgegebenen  Wärme  aus  der  Temperaturerhöhung  geschlossen 
wird,  welche  dieser  erfahrt.    Es  gilt  dabei  das  Gesetz 

t  t" 
AT  f  lydr  =  M"  fr;dr,  16) 

rf  x 

in  welchem  die  oberen  lndices  sich  auf  die  beiden  im  Wärme- 
austausch befindlichen  Körper  beziehen,  t',  t",  die  resp.  Anfangs- 
temperaturen und  r  die  erreichte  Mischungstemperatur  bezeichnet. 
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Ist  für  die  eine  Substanz  r  als  Funktion  von  x  völlig  bekannt,  so 
liefert  diese  Methode  die  mittlere  spezifische  Wärme  des  anderen 
Körpers  innerhalb  der  benutzten  Temperaturgrenzen,  und,  wenn  man 
für  diese  betr.  spezifische  Wärme  selbst  einen  Ansatz  von  der  Form 

16')  /;=/;+ + 

einfuhrt,  bei  geeigneter  Veränderung  der  Grenztemperaturen  auch 
die  Zahlwerte  der  einzelnen  Koeffizienten  ro,  rv  rv  .  .  . 

Letztere  sind  im  allgemeinen  Funktionen  des  Druckes  P,  unter 
welchem  der  Körper  bei  der  Temperaturänderung  steht,  ändern  sich 
aber  meist  nur  wenig  mit  F.  Bei  Gasen  ist  rpf  als  Funktion  von  V 
und  r  dargestellt,  mit  r  nur  mäßig,  mit  V  aber  anscheinend  gar 
nicht  veränderlich.10) 

rv  gestattet  keine  direkte  Beobachtung,  da  in  jedem  Falle  die 
Vorrichtungen,  die  erforderlich  sind,  um  das  Volumen  des  Körpers 
bei  der  Erwärmung  konstant  zu  erhalten,  sich  an  dem  Wärme- 
austausch so  stark  beteiligen,  daß  die  Messungen  unsicher  werden. 

Dagegen  giebt  es  Hilfsmittel,  auf  die  wir  im  nächsten  Para- 
graphen eingehen  werden,  um,  wenigstens  für  Gase,  mit  ziemlicher 
Genauigkeit  das  Verhältnis 

16")  /  =  J  =* 

V  V 

zu  bestimmen,  wodurch  also  indirekt  auch  rv  geliefert  wird. 

Zahlreiche  Beobachtungen  haben  gezeigt,  daß  x,  und  somit  auch 
r,,  ähnlich  wie  P.  bei  Gasen  vou  der  Temperatur  nur  wenig,  vom 
Volumen  aber  anscheinend  gar  nicht  abhängig  ist11);  eine  Thatsache, 
die,  wie  sich  zeigen  wird,  große  theoretische  Bedeutung  besitzt.  — 

Es  giebt  für  Körper  der  betrachteten  Art  Zustände,  für  welche 
bei  konstantem  Druck  eine  zugeführte  Wärmemenge  keine  Temperatur- 
änderung bewirkt,  r  also  =  oo  wird.  Dies  findet  dann  statt,  wenn 
die  Körper  die  dem  vorhandenen  Druck  entsprechende  Temperatur 
besitzen,  bei  welcher  sie  eine  Umwandlung  aus  einer  Modifikation 
(z.  B.  einem  Aggregatzustande)  in  eine  andere  erleiden,  und  dem- 
gemäß beide  Modifikationen  nebeneinander  im  Gleichgewicht  sind. 
Hier  verliert  C  resp.  r  seineu  Sinn,  die  zugefügte  Wärme  dient 
nicht  mehr  zur  Temperaturerhöhung,  sondern  zur  Umwandlung  einer 
bestimmten  Quantität  dM  der  Substanz  in  die  durch  Wärmezufuhr 
entstehende  zweite  Modifikation. 

Das  Verhältnis 

\1\  d%W  1 

17>  dM  1 
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heißt  die  spezifische  Reaktionswärme  iii  kalorischem,  das 
Verhältnis 

diejenige  in  absolutem  Maße;  beide  sind  ersichtlich  Funktionen 
des  Druckes  oder  der  mit  ihm  eindeutig  verbundenen  Reaktions- 
temperatur  allein.18)    Ihre  Dimensionalgleichungen  lauten: 

[Z]  =  »rm-S    [A]  = 

In  dem  speziellen  Falle,  daß  die  Umwandhing  den  Übergang 
aus  dem  festen  in  den  flüssigen  oder  aus  dem  flüssigen  in  den  dampf- 
förmigen Zustand  betrifft,  heißt  //  reay.A  die  spezifische  Schmelz- 
wärme oder  die  spezifische  Verdampfungswärme.  Alle  diese 
Größen  werden  uns  weiterhin  noch  vielfach  beschäftigen. 


§  4.  Mechanische  Wannetheorie  für  ideale  Gase.    Bestimmung  der 

Ca&not' sehen  Funktion. 

Da  T  eine  universelle  Funktion  der  Temperatur  allein  ist,  so 
ist  sie  Tür  alle  Substanzen  gefunden,  wenn  es  gelingt,  sie  für  eine 
zu  bestimmen.  Körper,  für  welche  das  Problem  durchführbar  ist, 
sind  die  sogenannten  idealen  Gase. 

Unter  einem  idealen  Gase  versteht  man  in  der  Wärmelehre  speziell 
eine  gasförmige  Flüssigkeit,  welche  die  drei  Eigenschaften  besitzt: 

1)  Das  BoYLK'sche  Gesetz  über  den  Zusammenhang  zwischen 
Volumen  /'"  und  Druck  P  zu  befolgen; 

2)  die  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Druck  und 

3)  die  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Volumen  rv  mit  dem 
Volumen  gar  nicht,  mit  der  Temperatur  nur  wenig  zu  ändern. 

Die  wirklichen  Gase  erfüllen  diese  Voraussetzungen  nicht  genau, 
aber  um  so  strenger,  je  weiter  entfernt  sie  sich  vom  Kondensations- 
punkt befinden;  deshalb  erscheint  die  Annahme  von  Körpern,  die 
ihnen  völlig  entsprechen,  physikalisch  unbedenklich. 

Die  erste  Eigenschaft  führt  zusammen  mit  der  auf  S.  406  ge- 
gebenen Definition  der  Temperatur  zu  der  Formel 

/7,  -8-.WJ,  18) 

in  der  S  eine  für  alle  Gase  gleiche  Konstante,  B  aber  der  ge- 
gebenen Gasart  individuell  ist;  man  nennt  diese  Gleichung,  wie  schon 
S.  50  erwähnt,  das  Gesetz  von  Boyle  und  Gay  Lussac. 

Weil  bei  der  Temperatur  r  =  —  8  die  idealen  Gase  in  jedem 
Volumen  den  Druck  Null  auf  die  Gefäßwände  ausüben  und  demeiit- 

Voiut,  Tli<-oiT«i.*Hie  Phjrnlk.  33 
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sprechend  durch  einen  l>eliebig  kleinen  Druck  auf  ein  unendlich 
kleines  Volumen  gebracht  werden  würden,  so  betrachtet  man  diese 
Temperatur  als  besonders  geeignet  zum  Nullpunkt  einer  allgemeinen 
Temperaturskala  und  nennt 

S  +  r 

die  absolute  Temperatur  des  Körpers,  dessen  Temperatur  nach 
der  CEUsios'schen  Skala  r  beträgt 

Der  Zustand  eines  ruhenden  Gases  wird,  wie  schon  S.  501  ge- 
sagt, durch  nur  zwei  Unabhängige  vollständig  bestimmt,  läßt  sich 
also  durch  einen  Punkt  in  einer  Ebene  repräsentieren,  r  =  Const 
gesetzt  definiert  eine  Kurve  in  dieser  Ebene,  w  =  Const.  oder  H=  Const 
eine  andere;  diese  Temperatur-  und  kalorischen  Kurven  treten,  wie 
obeu  gesagt,  an  Stelle  der  im  allgemeineren  Falle  betrachteten  (n  —  1)- 
dimensionalen  räumlichen  Gebilde  analogen  Charakters.  In  der 
TP-Ebene  sind  die  Temperaturkurven  für  ein  ideales  Gas  nach  (18) 
gleichseitige  Hyperbeln,  welche  die  Koordinatenaxen  zu  Asymptoten 
haben. 

Um  die  zweite  und  dritte  der  für  ideale  Gase  charakteristischen 
Eigenschaften  zu  verwerten,  führen  wir  zunächst  das  spezielle 
Gesetz  (18)  für  t,  welches 

ergiebt,  in  die  Gleichungen  (15')  für  die  spezifischen  Wärmen  rp  und 
r  bei  konstantem  Druck  und  konstantem  Volumen  ein. 

v 

Wir  erhalten  so 

18")  r,  =  ß[mv+i)'  r. 

woraus  nach  leichten  Reduktionen  für  dE?  der  Wert  folgt 

1 9)         dv  =  M  [(/;  -/;-£)(*+.  t)  dy  +  r.rfr] . 

Da  hierin  rechts  ein  vollständiges  Differential  stehen  muß,  so  ergiebt 
sich,  wenn,  wie  angenommen,  für  ideale  Gase  jTp  und  /*r  vom  Volu- 
men unabhängig  sind,  und  wenn  ein  Unendlichwerden  der  Energie 
mit  unendlichem  Volumen  ausgeschlossen  wird,  zunächst  die  Bedingung 

i»-)  rp-r„  =  B, 

welche  eine  wichtige  Beziehung  zwischen  der  BoYLE'schen  Konstante 
und  den  spezifischen  Wärmen  rp  und  rv  darstellt  Zugleich  nimmt 
(19')  die  Form  an 

19")  dET=*Mrvdx, 

welche  zeigt,  daß  die  innere  Energie  eines  idealen  Gases  eine  Funk- 
tion von  dessen  Temperatur  allein  ist13) 
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Setzt  man  die  erhaltenen  Werte  (3"'),  (9')  und  (19")  für  d'A, 
tfÜ  und  dt?  in  die  Energiegleicbung  (2*)  und  zugleich  d  W  wie  bis- 
her gleich  Null,  so  erhält  man 

Mrvdx  =  -PdV+  TdH 

oder 

,///=  X^dr  +  Bid+T)*^.  20) 

Da  dieser  Ausdruck  ein  vollständiges  Differential  sein  muss,  so  be- 
stimmt sich  hieraus  bis  auf  einen  konstanten  Faktor,  der  nach  (9') 
in  die  Funktion  H  hineingezogen  werden  kann, 

T  =  d  +  r,  20') 
wodurch  die  Gleichung  (21)  die  Form  annimmt 

dH=M[rj£  +  Bd*-y  20") 

Die  gesuchte  universelle  C  a  r  n  o  t  's  c  h  e  Funktion  der 
Temperatur  ist  hiernach  die  absolute  Temperatur  selbst14), 
für  welche  weiterhin  nun  auch  der  Buchstabe  T  beibehalten  werden 
mag,  so  daß  die  Gleichung  (9')  ihre  Form 

d'Q=Tdll  21) 
bewahrt;  das  BovLE'sche  Gesetz  aber  geschrieben  werden  kann: 

PV=MB1\  21') 
oder  bei  Einführung  der  Dichte  o  —  Mj  V  auch 

P=BTo.  21") 
Beschränkt  man  sich,  wie  meist  zulässig  ist,  auf  solche  Fälle, 
in  denen  man  rv  als  konstant  betrachten  kann16),  so  folgt  aus  (19"), 
wenn  man  K*  für  r  =  —  ff  gleich  Null  setzt, 

et  =  Mr9  r  22) 

aus  (20"),  indem  man  eine  irrelevante  Konstante  unterdrückt, 

H=M(rvl{T)  +  Bl{y)),  22') 
oder  nach  (19')  und  wegen  rp/rv  =  x 

//=  Mr,l{r*-1  T).  22") 
Bei  Absonderung  einer  anderen  Konstanten  erhält  man  nach  (22) 
hierfür  auch 

ir=Mrtl{r"P)  oder  H"=  Mrvl{T"IP*-1).  22") 
Diese  Formeln  liefern  die  Gleichung  der  kalorischen  Kurven  in  den 
drei  Gestalten 

r«-iT=A0,  =       !'"P=A2,  23) 

worin  die  Ah  Konstanten  bezeichnen;  die  letzte  Gleichung  läßt  er- 
kennen, daß  diese  Kurven  eine  den  Teiuperaturkurven  PI  =  Const. 

33* 
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ähnliche  Gestalt  besitzen,  aber,  falls  die  P-Axe  vertikal  steht,  stärker 
fallen,  als  jene.  Zugleich  giebt  sie  ein  Mittel  zur  experimentellen 
Bestimmung  von  x  für  ein  ideales  Gas  an;  denn  jede  Beobachtung 
über  den  Zusammenhang  von  Druck  und  Volumen  bei  adiabatischen 
Zustandsänderungen  wird  von  dieser  Größe  abhängig.  Adiabatische 
Vorgänge  spielen  sich  aber  am  vollkommensten  bei  raschen  Schwin- 
gungen ab,  die  den  erzeugten  Temperaturdiflerenzen  keiue  Zeit  zur 
Ausgleichung  lassen;  demgemäß  ist  auch  die  genaueste  Methode  zur 
Bestimmung  von  x  auf  die  Messung  der  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit von  Schallwellen  gegründet.  Wir  kommen  hierauf  weiter  unten 
zurück.  — 

Nachdem  oben  die  CARKOTSche  Funktion  T  der  absoluten 
Temperatur  ö  +  r  gleich  gefunden  ist,  gewinnen  die  am  Ende  von 
§  2  erhaltenen  allgemeinen  Resultate  anschaulichere  Bedeutung.  Dies 
gilt  insbesondere  von  den  Formeln  (9")  und  (9"'). 

Aus  (9 ")  folgt  bei  Anwendung  auf  den  CAUNOT'schen  Kreispro- 
zeß von  S.  504: 

£6)  ^  -  -  -y,  , 

d.  h.,  die  absoluten  Werte  der  bei  einem  umkehrbaren  ÜARNOT'schen 
Prozesse  aus  dem  oberen  und  unteren  Reservoir  entnommeneu 
Wärmemengen  sind  deren  absoluten  Temperaturen  proportional. 
Dieses  Resultat  kann  man  zur  Feststellung  einer  absoluten  Temperatur- 
skala benutzen,  welche  den  Vorteil  hat,  sich  nicht  auf  das  Ver- 
halten spezieller  (bis  zu  einem  gewissen  Grade  hypothetischer)  Körper 
zu  stützen ;  die  so  erhaltene  Skala  stimmt  natürlich  mit  der  des  Luft- 
thermometers überein,  soweit  das  dieses  letztere  füllende  Gas  als  im 
Idealzustaude  befindlich  betrachtet  werden  kann. 
Aus  (9'")  folgt  für  den  Wirkungsgrad 

T  —  T 

23")  rjBB_^._£._, 

was  aussagt,  daß  eine  vollständige  Umwandlung  der  in  Bewegung 
gesetzen  Wärme  nur  möglich  wäre,  wenn  das  untere  Reservoir  auf 
die  Temperatur  des  absoluten  Nullpunktes  gebracht  werden  könnte. 

Schließlich  sei  noch  auf  die  mechanische  Deutung  aufmerksam 
gemacht,  welche  die  zweite  Hauptgleichuug  der  mechanischen 
Wärmetheorie  (21)  durch  die  Vergleichung  mit  der  Formel  (11 2^ 
auf  S.  89  erfahrt;  ebenso  auch  auf  die  Beziehungen,  die  zwischen 
den  Entwickelungen  auf  der  vorigen  Seite  und  den  auf  S.  71  und  72 
mitgeteilten  Resultaten  der  kinetischen  Gastheorie  bestehen. 
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§  5.  Allgemeines  über  Energie  und  Entropie. 

Wie  die  erste  Hauptgleichung  (2)  der  mechanischen  Wärme- 
theorie 

d  E  =  (TA  +  (TU 

eine  Definition  der  Energie  enthält,  so  liefert  die  zweite  (22)  in 
der  Form 

eine  Definition  der  Entropie.  Beide  bestimmen  die  betreffende 
Funktion  nur  bis  auf  eine  additive  Konstante,  über  die  mau  ver- 
tilgen kann,  indem  man  für  eineu  gewissen  Zustand  des  Systeme», 
den  Normalzustand  (0),  Entropie  und  Energie  gleich  Null  setzt. 
Dann  ist  für  jeden  anderen  Zustand  (1)  Energie  und  Entropie  ge- 
geben durch  die  beiden  Formeln 

<1>  (1) 

K  =  ß <U  4-  <T  Ü),     II  =  J  dfi  ;  (24) 

(0)  «>) 

in  Bezug  auf  die  letztere  ist  nur  Sorge  zu  tragen,  daß  der  Zustand  (1) 
aus  dem  Zustande  (0)  auf  umkehrbarem  Wege  erreichbar  sei,  da 
nur  in  diesem  Falle  das  Integral  eine  eindeutige  Bestimmung  von  II 
ergiebt 

Es  ist  nützlich,  darauf  hinzuweisen,  daß.  wenn  für  alle  Teile 
eines  körperlichen  Systems,  z.  B.  für  die  Elemente  eines  Systems 
von  chemischen  Verbindungen,  die  Normalzustände  festgesetzt 
sind,  dann  die  Energie  und  die  Entropie  jenes  Systems  in  allen 
beliebigen  Zuständen,  in  welche  dasselbe  durch  Zufuhr  oder  Ent- 
ziehung von  Wärme  und  Arbeit  versetzt  werden  kann,  gleichfalls 
vollständig  bestimmt  sind.  — 

Die  oben  speziell  für  ideale  (rase  gefundenen  Werte  der 
Energie  (22)  und  Entropie  (22')  haben  sich  mit  der  Masse  des  be- 
trachteten Gases  proportional  ergeben;  es  bietet  sich  demgemäß 
die  Frage,  unter  welchen  Umständen  dies  bei  beliebigen  anderen 
Körpern  gleichfalls  stattfindet  Diese  Frage  ist  ein  spezieller  Fall 
der  allgemeinen  und  fundamentalen,  unter  welchen  Bedingungen  die 
Energie  eines  körperlichen  Systems  gleich  der  Summe  der  Energien 
seiner  Teile  ist,  wenn  man  die  Zerlegung  in  beliebiger  Weise  be- 
wirkt.   Wir  wolleu  letztere  Frage  jetzt  in  Angriff  nehmen.16) 
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Was  zunächst  die  Energie  des  ganzen  Systems  angeht,  so  ist 
dieselbe  nach  (24)  in  der  Form  zu  schreiben 

worin 

in  (i. 

(O)  (0) 

ist,  und  die  Summe  2  sieh  auf  alle  Zufuhren  von  Wärme  und  Arbeit 
bezieht,  welche  die  einzelnen  Teile  von  Quellen  außerhalb  des  Systems 
erhalten.  Dagegen  wird  die  Energie  eines  einzelnen  Teile«  (A)  gegeben 
sein  durch 

worin  die  Summe  2L'  die  seitens  der  anderen  Teile  [k)  des  Systeuies 
an  (h)  stattfindenden  Abgaben  darstellt. 
Hieraus  folgt 

2>X  =       +     +  +  aj, 

oder  auch 

24-)  *-2^-22C4*  +  aj. 

/.  A  Je 

was  bedeutet,  daß  die  Gesamtenergie  der  Summe  der  Teilenergieen 
nur  dann  gleich  ist,  wenn  bei  der  ganzen  Überführung  aus  dem 
Normal-  in  den  betrachteten  Endzustand  die  Summe  der  inneren 
Austausche  gleich  Null  ist 

Dieses  ganz  allgemeine  Resultat  läßt  sich  in  speziellen  Fällen 
noch  anschaulicher  und  einfacher  darstellen. 

Wir  wollen  zunächst  voraussetzen,  daß  die  Teile  des  Körpers 
aus  dem  Ganzen  durch  Zerlegung  seines  Volumens  hergestellt 
sind,  —  im  Grenzfall  die  Teile  die  Raumelemente  eines  endlichen, 
homogenen  oder  stetig  veränderlichen  Körpers  darstellen. 

Haben  dann  die  zwischen  den  Teilen  stattfindenden  Wechsel- 
wirkungen Potentiale         so  erhält  man  durch  eine  leichte  Reduktion 

22-4»  -     -  *B. 

und  dies  zeigt,  daß,  wenn  irgend  welche  Fernwirkungen  von  der  Art 
der  Gravitation  in  Betracht  gezogen  werden,  die  Summe  links  im 
allgemeinen  nicht  verschwindet;  es  sei  denn,  daß  die  beiden  Zu- 
stände (0)  und  (1)  derselben  äußeren  Konfiguration  des  körperlichen 
Systems,  also  gleicher  Gestalt  und  gleicher  Massenverteilung  ent- 
sprechen. 
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Finden  keine  Fernwirkuugeu,  sondern  nur  Druckkräfte  in  den 
Grenzflächen  zwischen  den  Teilen  statt,  so  ist 

A^  =  /  {Xdu  +  Ydv  +  Zdw^do^, 

-4*  =  /  {Xd«  +  Ydv  +  Zdw^do^ 
hierin  gilt  längs  desselben  Flächeneleuientes 

Xk  +  Xk=Yh  +  Yk  =  Zh  +  Xt  =  0, 
und  es  wird  daher  also  stets 

Ak  +  4*  =  o 

sein,  wenn  die  Körper  fest  zusammenhängen,  und  die  Drucke  beliebig 
gerichtet  sind,  oder  wenn  die  Körper  aneinander  hingleiten,  und  die 
Drucke  normal  zur  Grenze  stehen. 

Bezüglich  des  zwischen  den  Teilen  (A)  und  (A)  des  vorausgesetzten 
Systems  stattfindenden  Wärmeaustausches  I2hk  und  S2kh  könuen  wir 
auf  Grund  der  bisherigen  Resultate  nur  wenig  behaupten.  Erst  in 
§  9  werden  wir  Mittel  erhalten,  zu  zeigen,  daJ,  gewisse  Grenzlulle 
ausgenommen,  die  zwischen  räumlich  getrennten  Teilen  eines  Systems 
stattfindende  thermischo  Wechselwirkung  immer  der  Bedingung 

ß**  +       =  0 

genügt 

Demgeinäü  können  wir  für  den  Fall,  daß  von_  fern  wirkenden 
Kräften  zwischen  den  Teilen  des  Systems  abgesehen  werden  könne 
die  Beziehung 

E=2,Lk  24") 
anwenden,  die  bei  einem  homogenen  Körper  die  Gestalt 

L  =  Me=  Fe,  24"') 

annimmt,  in  welcher  «  die  Energie  der  Massen-,  «j  diejenige  der 
Volumeneinheit  bezeichnet 

Diese  Resultate  sind  im  Grunde  stillschweigend  bereits  in  den 
früheren  Abschnitten  benutzt  worden,  wo  mit  homogenen  Körpern 
operiert  wurde;  denn  die  jenen  zugeführte  Arbeit  und  Wärme  wird 
in  Wirklichkeit  direkt  nur  den  an  der  Oberfläche  liegenden  Raum- 
elementen  mitgeteilt  und  pflanzt  sich  zu  den  inneren  fort;  die  ganzen 
Überlegungen  der  §§  2  und  4  sind  also  nur  haltbar,  wenn 

Au  +  Ah  =       +  ß**  =  o 

ist. 

Sind  die  Teile  des  Systems  nicht  in  verschiedenen  Räumen 
liegende  Massen,  sondern  Bestandteile,  welche  in  demselben  Volumen 
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nebeneinander  existieren,  etwa  die  Elemente  einer  chemischen  Ver- 
bindung, so  liegen  die  Verhältnisse  total  anders  und  werden  im 
folgenden  Kapitel  genauer  untersucht  werden. 

Was  dann  weiter  die  Entropie  eines  Systems  angeht,  so  setzt 
die  Definition  (24)  voraus,  daß  die  Wärmezufuhr  d &  ausschließlich 
auf  umkehrbarem  Wege,  also  durch  Abgabe  von  einem  gleich- 
temperierten Körper,  stattfindet  Dies  ist  angenähert  erfüllt  auch 
innerhalb  eines  Systems  von  stetig  mit  dem  Ort  wechselnder  Temperatur, 
falls  der  Austausch  nur  zwischen  unendlich  benachbarten 
Elementen,  wie  man  sagt  durch  Leitung,  nicht  durch  Strahlung 
stattfindet.  Zerlegt  man  ein  solches  System  durch  beliebige  Flächen 
in  unendlich  kleine  Teile,  innerhalb  deren  die  Temperatur  als  kon- 
stant betrachtet  werden  kann,  und  stellt  die  frühere  Überlegung  an, 
so  erhält  man 


also 
25) 


II     ^fdSl"       II  /Va**S 


worin  das  letzte  Integral  verschwindet,  wenn  der  Austausch  nur 
zwischen  den  benachbarten  Elementen  stattfindet,  und  die  frühere 
Beziehung  tf£2kk  -f  d£lhh  =  0  gültig  ist 

Für  einen  Körper  mit  stetig  wechselnder  Temperatur,  der  für 
Wärmestrahlung  undurchlässig  ist,  kann  man  daher  setzen 

25')  H  =  ^  //„ , 

woraus  für  einen  homogenen  und  gleichförmig  temperierten  bei  mit 
(24"')  übereinstimmender  Bezeichnung  auch  folgt 

25")  //  =  Mr}  =  Vih.- 

Die  Energiegleichung  (2')  wird  für  =  0  bei  Einführung  des 
Wertes  von  tf  il  zu 

26)  db'=d'J+  Tdli 

und  stellt  in  dieser  Form  ein  wichtiges  Hilfsmittel  dar  zur  Be- 
stimmung der  Funktionen  E'  oder  //  für  eine  bestimmte  Substanz 
aus  empirischen  Gesetzen  über  deren  Verhalten  thennischen  und 
mechauischen  Einwirkungen  gegenüber. 

Sei  z.  B.,  was  die  Resultate  besonders  symmetrisch  werden  läßt, 
der  Zustind  des  Körpers  durch  die  Temperatur  t  oder  T  und  be- 
liebige (n  —  1)  unabhängige  Variable  a,  b,  c,  .  .  .  bestimmt,  so  wird 
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26') 


BT  ~  *    '  O  da 

wobei  die  Summen  über  die  von  allen  Variabein  a,  b,  c  .  .  .  her- 
rührenden Anteile  zu  erstrecken  sind. 

Setzt  man  dies  in  (26)  ein  und  berücksichtigt,  daß  die  Differentiale 
sämtlich  voneinander  unabhängig  sind,  so  erhält  man 


BE'       j    \  t 
TT  -  <"t+  *  d  f  , 

BE'        .       rp  BN 
1    Ba  ' 


Ba 


26") 


oder  bei  Einführung  der  Abkürzung 

t:-  TH=  ~,  27) 
worin  ~  den  Namen  der  freien  Energie  trägt17),  auch 

ß  j,  =  -dr  —  H,  ßa  =  -da  t  —  -^by  •  •  •  27  ) 

Die  Verbindung  dieser  Werte  mit  der  dritten  Gleichung  (26')  ergiebt 

d'A  =  HdT+d~,  27") 

worin  dB  die  gesamte  Änderung  von  iT  mit  a,  A,  c, . . .  und  T  bezeichnet 
Für  isothermische  Vorgänge  erhält  man  noch  einfacher 

<VJ  =  dT~,  27"') 
was  eine  wichtige  Eigenschaft  der  freien  Energie  ausdrückt 

Aus  (27^  folgen  Beziehungen  zwischen  den  Ah  und  H,  indem 
man  s,  eliminiert,  z.  B. 


BA. 


und  auch 


Ba 


BT 


Bli 
Ba  ' 


BA  BA 

a    h 

~  Ba 


BAT 
Bb 

BA 


BA, 


BH 


B  f  ~  Bb  '  *  *  * 
BA 


28) 


28') 


Bb  Ba  1      Bc  Ba 

die  Verbindung  der  Werte  (27")  mit  der  zweiten  Gleichung  (26') 
führt  dann  auf 

B  H  „  /  B  Arp  BA.\ 

was  man  auch  schreiben  kann 


B{H-AT)  r  BAn 

dU=    K--dT-T-}-dT+dJT-§  ^  da, 


28"') 


wobei  dAr  die  gesamte  Änderung  von  JT  mit  T,  «,  b,  c  .  .  .  be- 
zeichnet 
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In  dem  wichtigsten  speziellen  Falle,  daß  die  Arbeit  verschwindet, 
wenn  da  =  db  =  ...  =  0  ist,  d.  h.,  daß  AT=0  ist,  giebt  dies 
einfacher 

28-")  dH=         rf'/'—  §        d a . 

Nun  ist  allgemein  bei  umkehrbaren  Zustandsänderungen 

29)  d'ü  =  MTdT=  TdHy 

worin  f  die  allgemeine  spezifische  Wärme  bezeichnet  Benutzt  man 
dies,  und  versteht  unter  r°  denjenigen  speziellen  Wert  von  ry  der 
d a  =  db  =  . . .  0  entspricht,  so  wird 

29')  r°=  TT  TT  und 

29")  rf-„o  _  Mr»d  T  +  TS  (        _  9^  j  rfn ; 

oder  in  dem  speziellen  Falle  AT  =  0  auch 

29")  «  =  mr-i^J-rf, 

Diese  Gleichung  wird  für  den  Fall  7'  =  0  identisch  mit  der 
Formel  (114"')  auf  S.  91  und  deshalb  durch  die  Vorstellungen,  die 
zu  jener  geführt  haben,  mechanisch  inteq)retiert.  — 

Von  den  obigen  Resultaten  wollen  wir  eine  Anwendung  auf  den 
wichtigen  Fall  machen,  daß  es  sich  um  einen  Körper  handelt,  der 
unter  allseitig  gleichem  Druck  P  im  Gleichgewicht  ist;  hier  ist 
außer  T  nur  noch  eine  Unabhängige  einzuführen. 18) 

Wählen  wir  hierfür  das  Volumen,  setzen  also  a  =  /',  so  ist 
r°=  rv  und 

30)  tTA  =  -Pd  F,    daher  Ja=  -  Py  AT=0, 
und  wir  erhalten  sofort  aus  (27')  und  (27") 

qm  ö-  —      P      dß  -      n     611  —  dI' 

oyj)  dV  ~~        >     BT  ~         '  BV~BT' 

30")        <tq  =  mi\  d  r  +  7'f£  d  r-  r=  TM  ™  . 

Wählt  man  dagegen  als  zweite  Unabhängige  den  Druck,  setzt 
also  «  =  JP/so  ist  /-=/;  und 


31) 


d\i  =  -  1 


rfP+*£rf7'),  also 


J  .-PdV  J  Pdv 
^-*a  BP1       ^ —         B  tf 


und  man  erhält  analog 

qn  pBV     BJ  _      pBV     n    dir  BV 

'        BP  BP'   dt  dT         '    BP  ~~      B  7" 
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rf'ß  =  MTpdT  —  Tj^dPy    rp=  ^fjj^'-  31") 
Beachtet  man,  daß 

'BT  =  Va'      4£  =  ""  V&  31  ) 

ist,  worin  «  der  Koeffizient  der  thermischen  kubischen  Dilatation, 
ft  derjenige  der  elastischen  kubischen  Kompression  ist,  —  ersterer 
bei  konstantem  Druck,  letzterer  bei  konstanter  Temperatur  ge- 
nommen, —  so  erkennt  man,  daß  Beobachtungen  über  die  Abhängig- 
keit dieser  Größen,  sowie  der  spezifischen  Wärme  rp  von  Druck 
und  Temperatur  die  Bestimmung  von  //  und  £,  und  wegen  (27), 
auch  von  E*  gestatten. 

In  der  Regel  wird  man  a,  ß,  rp  dabei  durch  Konstanten  oder 
durch  lineare  Funktionen  hinreichend  genau  darstellen,  auch  die 
Änderung  von  T  häutig  neben  seinem  Gesamtwert  vernachlässigen 
können;  dadurch  erhält  man  dann  für  //und  £  resp.  K*  Funktionen 
von  ziemlich  einfacher  Gestalt 


§  6.    Mechanische  Wärmetheorie  für  elastische  Körper. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Grundsätze  wenden 
wir  nunmehr  auf  umkehrbare  Zustandsänderungen  eines  elastischen, 
beliebig  deformierten  und  temperierten  Körpers  an. 19)  Wir  können 
dabei,  weil  die  obigen  Betrachtungen  sich  zum  Teil  nur  auf  homo- 
gene Körper  beziehen,  nicht  den  gesamten  Körper  mit  einem  Male, 
sondern  nur  seine  einzelnen  Volumenelemente,  in  denen  die  Defor- 
mationen und  die  Temperatur  als  konstant  angesehen  werden  dürfen, 
der  Behandlung  unterwerfen.  Warum  und  inwieweit  in  diesem  Fall 
die  Wärmezufuhr  zu  jedem  Volumeuelemeut  als  auf  umkehrbarem 
Wege  stattfindend  angesehen  werden  kann,  ist  oben  angedeutet  und 
wird  später  noch  genauer  erörtert  werden. 

Als  ursprünglichen  oder  normalen  Zustand  betrachten  wir 
denjenigen,  der  sich  bei  überall  gleicher  Temperatur  T0  einstellt, 
falls  auf  den  Körper  entweder  keinerlei  oder  aber  bestimmt  gegebene 
äußere  Kräfte  wirken;  der  deformierte  Zustand  ist  dann  für  jede 
Stelle  gegeben  durch  die  sechs  Deformationsgrößen  *x,  .  . .  x  und 
die  von  Ort  zu  Ort  wechselnde  Temperatur  T;  erstere  werden  als 
neben  1  sehr  kleine  Größen  angesehen,  während  T,  und  auch  die 
relative  Temperatur  T  —  T0  =  r,  wo  r  eine  allgemeinere  Bedeutung 
hat,  als  in  den  früheren  Paragraphen,  zunächst  beliebige  Größen 
haben  können. 
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Die  Deformationsgrößen  sollen  innerhalb  eines  homogenen  oder 
in  seiner  Natur  stetig  veränderlichen  Körpers  stetige  Funktionen 
der  Koordinaten  sein,  sie  können  aber  in  der  Grenze  zwischen  zwei 
dergleichen  Körpern  springen;  die  Temperatur  soll  indessen  überall 
stetig  sein,  da  auch  in  der  Grenze  zweier  Körper,  welche  ursprüng- 
lich verschieden  temperiert  zur  Berührung  gebracht  werden,  sich 
nach  der  Erfahrung  augenblicklich  ein  stetiges  Temperaturgefälle 
bildet 

Die  Verrückung8komponenten  mögen,  wie  im  IV.  Kapitel  des 
II.  Teiles,  mit  u,  r,  w  bezeichnet  werden,  die  Komponenten  der 
körperlichen,  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen  Kraft«?  mit  X\  Y\  Z\ 
diejenigen  der  auf  die  Flächeneinheit  bezogenen  äußeren  Drucke 
mit  X,  V,  Z\  dagegen  mögen  die  Komponenten  der  inneren  Drucke 
als  von  den  früher  betrachteten,  rein  mechanischen,  durch  Berück- 
sichtigung des  Einflusses  der  Temperatur  verschieden,  gleich 
xx,  Hx,  Zx,  . .  .  gesetzt  werden;  sie  gestatten  indessen  die  unge- 
änderte  Anwendung  der  auf  S.  221  u.  f.  angestellten  Überlegungen. 

Demgemäß  haben  sie  in  jedem  Punkte  des  körperlichen  Systemes 
den  Hauptgleichungen 


32) 


d'u      r,     [BS,     dZy  B5,\ 


an  der  äußeren  Begrenzung  den  Bedingungen 

32')  ="„  +  X  =  IIH  +  Y  =  Zn  +  /  =  (), 

an  der  Grenze  zwischen  zwei  Körperu  (k)  und  (h)  den  Formeln 

32")  [*X  +  ( ~A  =  Wn  +  ("A  =        +        =  0 

zu  genügen,  in  denen 

und 

32"")  Sn  =  K  008  (*  X)  +  *y  008  (">  y)  +  -=r  C08  ("»  Z\ 

ist 

Die  einem  beliebigen  Volumen  k  zugeführte  unendlich  kleine 
äußere  Arbeit  ist  detiniert  durch 


33) 


(VA  =  J  (Tdu  +  Fdv  +  Z'dw)dk 
+  J{Xdu  +  Ydv  +  Zdw)do, 


und  läßt  sich  durch  Berücksichtigung  von  (32  )  und  (32""),  sowie 
durch  eine  teilweise  Integration  leicht  auf  die  Form  bringen 
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<VA  =fdk  (A"  rfw  +  F  rf»  +  V  dw) 

+  *-{Hxdu+lIydv+  /Ohr) 
+  ddx{Zxdu  +  Zydv+  Zsdw) 


33') 


Für  ein  unendlich  kleines  Volumen  </A  benutzt,  giebt  diese  Formel 
nach  Division  mit  dk  den  Wert  der  auf  die  Volumeneinheit  be- 
zogenen Arbeit  d'A  \  dk  =  d^ax 

d\  -  (X'  du  +  Y'dv  +  ^Vw) 


-  H-yW«  +  Ityo  +  IItdw) 
d 


33") 


-  ^fadu  +  Z9dv  +  Ztdw), 
oder  unter  Berücksichtigung  von  (32) 

<i\=  -{Z,dxa+Hjfdy9  +  Zsdzz+  Hzdys  +  Z,dza+  ~ydxy)±d^  34) 

worin  y>x  die  lebendige  Kraft  der  Volumeneinheit  an  der  betrach- 
teten Stelle  ist. 

Hierzu  fügen  wir,  indem  wir  unter  ex  die  auf  die  Volumenein- 
heit bezogene  Energie  verstehen: 


dB,  =  **'  dxt+  le*  d«+d/*  dz.  +       dy.  +  ffl  dzx 
1      dx      z  '   du  d  x      z      dy    J~      dx  1 


y. 

v 


34') 


ebenso  giebt  sich  für  die  Entropie  rjx  der  Volumeneinheit,  welche 
nach  ihrer  Definition  von  der  Bewegung  unabhängig  sein  muß: 


d,h  =  °  *  dxx  +  -? *  ,/v  +  *    rf^x  +  !  *  rfjf.  +  ?-*  ^ 
'»      öac      x     dy  dz      *      dy    *7i      d  x  1 


dli 


d'h 


dx  dx,+  dTdT' 


34") 


Da  zwischen  den  vorstehend  definierten  Größen  die  Beziehung 

dB,  =  d'ax  +  d\h  =  rf'«,  +  34"') 

besteht,  in  welcher  sich  das  von  der  Geschwindigkeit  abhängige 
Glied  dyx  heraushebt,  so  sind  die  hier  vorliegenden  Verhältnisse 
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den  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  vorausgesetzten  gleich,  auch 
ist  der  Wert  d'a^  von  der  einfachsten  Gestalt,  bei  welcher  AT  ver- 
schwindet 

Demgemäß  können  wir  alle  dort  allgemein  erhaltenen  Resultate 
auf  unser  Problem  einfach  übertragen. 
Setzen  wir  abgekürzt 

35)  h-  7^-1^  =  «;-  Ti\x  —  |j , 

worin  |t  als  die  freie  Energie  der  Volumeneinheit  zu  be- 
zeichnen ist,  so  erhält  man  aus  (27') 

30  ;  -  dxj'"'  ~y  dx  '    '1  ~  ~"dTf 

aus  (28)  X  V 

qv.  ör/t  _  B  Sx         drn  _dZy 

00  >  d  xx  ~  dT'"'  'dx  ~  dT 

und  aus  (28') 

öZ,     dJf     dSr  dZm 

*y  x  m  x 

Mit  der  Formel  (28")  korrespondiert  wegen  der  Beziehung  (29) 

36)  dVl  =      rf  V  =  |5  d T  +  (  *  ^  rf*.  +  .  .  .  +       J*y)  , 

und  wenn  man  nach  (29')  die  spezifische  Wärme  rd  bei  konstanter 
Deformation,  welche  durch  dxx  =  dyy  —  .  .  .  =  dxy  =  0  definiert 
ist  und  der  Größe  T°  auf  S.  522  entspricht,  mittelst  der  Beziehung 

ao'\  p  _  T  dji  _      T  ö*Jt 

'  >'~  q  d  f  ~       q  df* 

einführt,  giebt  dies  auch 

36")  dVl  =  '  J>  d  T  +         dxs  +  .  .  .  +  *7  . 

Hierdurch  ist  r/i^  mit  Hilfe  von  wohldefinierten  und  direkter  oder 
indirekter  Bestimmung  durch  die  Beobachtung  zugänglichen  Größen 
ausgedrückt 

Weitere  reeiproke  Beziehungen  erhält  man  durch  Kombination 
von  (35")  und  (36')  in  der  Form 

W>\  *  dQrd  _  V_SX  x  d,r4  _  d'Sy 

00  *  T  dx     ~  dT*f'"    T  dx     ~  BT" 

x  y 

h'iv  sprechen  einen  merkwürdigen  Zusammenhang  zwischen  der  spe- 
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zitischen  Wärrae  l'd  und  den  Gesamtdrucken  EX,...S  aus,  auf 
den  wir  bei  gewissen  speziellen  Fällen  noch  zurückkommen. 

Eine  zweite  wichtige  spezifische  Wärme,  nämlich  diejenige  jTä 
bei  konstanten  Spannungen  £t,  .  .  .  js,  erhält  man,  indem  man 
in  der  Formel  (36)  die  Veränderungen  dxx,  .  .  .  dxy  so  bestimmt, 
daß  sie  die  d J~x,  .  .  .  d  ~y  zu  Null  machen;  man  kann  das  Resul- 
tat schreiben 

T  tBZx  d  xx  BZy  dx\ 

r*=rd+  g-[-d~TTT •+•••+  BT   BT)1  36"^ 

wenn  man  sich  in  den  ersten  Faktoren  der  Ausdrücke  in  der  Klammer 
die  Drucke  durch  die  Deformationsgrößen  und  die  Temperatur,  in 
den  zweiten  die  Deformationsgrößen  durch  die  Drucke  und  die 
Temperatur  ausgedrückt  denkt.  — 

Bis  hierher  sind  die  Entwickelungen  vollständig  allgemein; 
nunmehr  wollen  wir  zu  speziellen  Ansätzen  übergehen  und  nehmen 
dazu  an,  daß  die  Abweichungen  der  vorkommenden  Temperaturen  T 
von  der  normalen  7'0,  also  T—  T0  =  r  als  eine  Größe  erster  Ordnung 
neben  T0  betrachtet  werden  können,  wie  gleiches  für  die  Deformations- 
größen gegenüber  Eins  gilt  Wir  können  dann  fj  nach  Potenzen 
von  xx,  .  .  .  xy  und  r  entwickeln  und  mit  dem  niedrigsten  Glied  ab- 
brechen. Macht  man  die  beiden  speziellen  Annahmen,  daß  im 
Normalzustande,  d.  h.  mit  verschwindendem  xmi  .  .  .  x  und  r,  sowohl 
die  Drucke,  als  die  Entropie  verschwinden  —  von  denen  nach  dem 
oben  Gesagten  die  erstere  wesentliche,  die  zweite  nur  formale 
Bedeutung  besitzt  — ,  so  stellt  sich  ^  als  eine  homogene  Funktion 
zweiten  Grades  dar,  die  wir  bei  Einführung  der  Konstanten  ckV 
qk  und  r  schreiben  wollen2"): 

+  C2% +  2  C23!/y  Z*  +  2  C24  +  2  eu!f9*m  +  2  <28  V» 

Für  die  Größe,  von  r  folgt  aus  (36') 

<>r 

r=-/;  37-) 

betrachtet  man  hierin,  gemäß  der  eingeführten  Beschränkung  auf 
Glieder  zweiter  Ordnung,  q  und  T  als  die  konstanten  Normalwerte 
q0  und  TQy  wie  dies  weiterhin  geschehen  soll,  so  findet  sich  in 
gleicher  Annäherung  rd  konstant 

Aus  (37)  erhält  man  gemäß  den  Beziehungen  (35') 


■  37) 


Digitized  by  Google 


528  ///.  Teil.    Wärmelehre.    I.  Kap. 


37") 


f  -  •=*  =  cnxg  +  .  .  .  +  cl6xy  ~(hr  =  -  {Xx  +  qx  t), 

+  1h  =  *  / f  +  9i  *»  +  •••  +  %v 


die  Größen  Xz,  ...X  stellen  sich  also  als  die  elastischen  isotherniischen 
Drucke  des  Ansatzes  (107")  auf  S.  331  dar,  die  Produkte  qur  als 
die  Zuwachse,  welche  sie  infolge  der  Temperaturänderungen  erhal- 
ten, und  die  man  kurz  die  thermischen  Drucke  nennt21) 

Die  isothermischen  Elasticitätskonstanten  c.  h  und  die  Kon- 
stauten  qh  der  thermischen  Drucke  folgen  aus  £t  durch  zweimalige 
Differentiation;  denn  es  ist 

Die  freie  Energie  ^  läßt  sich  unter  Einfuhrung  des  elastischen 
Potentials  <px  der  Volumeneinheit  schreiben 

und  für  die  gesamte  Energie  el  der  Volumeneinheit  findet  man 
nach  (35) 

37'")   «!  =  (9i  +  Vi)  +      (9i  *,  +  •  •  •  +  9«  *;  +  i  r  (T»  -  7*), 

worin  -f-  i//j)  den  rein  mechanischen  Anteil  derselben  darstellt; 
die  innere  Energie  s[  wird  daraus  durch  Beseitigung  des  Glie- 
des >  der  lebendigen  Kraft,  erhalten.  Da  die  Defonnationsgrößen, 
sowie  die  Differenz  T  —  T0  =  r,  als  Größen  erster  Ordnung  gelten, 
so  enthält  e[  Glieder  erster  und  zweiter  Ordnung  nebeneinander; 
bei  Beschränkung  auf  die  ersteren  wird  unter  Rücksicht  auf  (37') 
sehr  einfach 

37"")  =  7'0  (9l  *,  +  ...  +  y§  *,)  +  (>0  r,  r. 

Die  elastische  Energie  ist  hieraus  vollständig  verschwunden,  und  der 
übrigbleibende  Teil  ist  mit  »/,  TQ  identisch.  — 

Bezeichnet  man  die  isothermischen  Elasticitätsmoduln,  wie  im 
IV.  Kapitel  des  II.  Teiles,  mit  shk  und  setzt  abgekürzt 

38)  9i*hi  +  9i*hi  +  •  -  +  7«  = 

so  gilt  auch  umgekehrt 

36')  «j  cM  +  a2  cw  +  .  .  .  +  a6  sM  =  qh. 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Beziehungen  kann  man  die  ersten 
sechs  Gleichungen  (37 ')  leicht  nach  xx,  .  .  .  xy  auflösen,  indem  mau 
sie  mit  den  Faktoren  *H,  */i2,  .  .  .  sM  zusammenfaßt  ;  setzt  man  noch 
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die  erhaltenen  Werte  in  die  letzte  Gleichung  (37")  ein,  so  erhält 
man  das  (37")  entsprechende  System 

-  xx  =  sn  *x  +  •  •  •  +  *ie  -=y  -  a\  T> 

-  xy  =  sex  ~x  +  .  .  .  +  *fl6  By  -  a9  r,  38") 

+  Ii  =    <f*  («i  -Sx  +  •  •  •  4-  a0 

worin  nach  Formel  (36"") 

r<  =  r«+  J^iai+-"  +  ^«6).  38'") 

Es  ist  also  in  der  eingeführten  Annäherung,  sowie  Td,  auch  r%  von 
*x,  .  .  .  Xy  und  r  unabhängig. 

Weiter  gilt  bei  Vernachlässigung  der  Glieder  zweiter  Ord- 
nung auch 

<  =  Co  r,  r  -  v;  («,  =-x  + . . .  +  a9  xy)  =  nx  t0.  38"") 

Für  krystallinische  Körper,  welche  Symmetrieen  besitzen,  spe- 
zialisieren sich  die  Teile  des  Ansatzes  (37)  nach  den  Schemas  IV 
und  II  auf  S.  137  und  143.    Für  isotrope  Körper  wird  speziell 

2{j  =     (*x  ^)a+c3 (x*  +  yyJ  +  z£»  +        +  zx  +  *■)) 

-  2yr(.rx  +  yy  +  z*)  *— 


oder  bei  Benutzung  der  Abkürzungen  #  und  von  S.  336 
und  hieraus  folgt 


39) 


-  Zz  =  r2  zx  +  ^  #  —  ?  r ,    —  ="y  =  | 


7/1  =  7'o 

-  =  *  JS,  +  *j  //y  +  *4  Z,—  a  r ,  —  y,  =  2  s%  Ht , 

—  #y  =  5,  jsx  +  *  Hy  +  ^  Z,  —  a  t  ,  —  zx  =  2  *2  Zx , 
-:,  =  Ä1i1+*1Hy  +  «Zf-ar,  —  .ry  =  2  *2  j-y , 


39') 


39") 


wobei  wie  früher  c  —  c,  =  c2 ,  *  —  sl  =  *2  gesetzt  ist.  Für  Flüssig- 
keiten wird  speziell 

c3=0,    also    y  =  3a<\  39"') 


c  =  c 

Voigt,  Theoretluche  Physik. 
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Bei  isotropen  Körpern  hat,  wie  man  sieht,  der  thermische  Druck 
die  Natur  eines  hydrostatischen  Druckes;  er  ist  normal  gegen 
das  Flächenelenient  gerichtet  und  von  dessen  Orientierung  unab- 
hängig. Die  Entropie  enthält  die  Deformationsgrößen  nur  in  der 
Kombination  &,  und  hieraus  folgt  bei  Rücksicht  auf  (36),  daß  auf 
die  spezifischen  Wärmen  auch  nur  das  Verhalten  der  räumlichen 
Dilatation  Eintluß  hat  Demgemäß  muß  hier  die  spezifische  Wärme  bei 
konstanter  Deformation  mit  der  bei  konstantem  Volumen  identisch 
sein,  und  da  nach  der  vorletzten  Gleichung  (39 ")  auch  nur  eine 
spezifische  Wärme  bei  konstanter  Spannung  existiert,  muß  diese  mit 
derjenigen  bei  konstantem  allseitig  gleichen  Druck  übereinstimmen. 

Wir  wollen  demgemäß,  um  die  Verbindung  mit  der  früheren 
Bezeichnung  herzustellen,  für  isotrope  Körper  setzen 

39"")  rd  =  rv,  r,  =  rp.- 

Diese  Resultate  bedürfen  einer  Ergänzung,  wenn  im  Normal- 
zustande die  äußeren  Kräfte,  und  daher  die  inneren  Spannungen, 
nicht  verschwinden,  sondern  beliebig  vorgeschriebene  Werte  Ozl, . . .  =J 
besitzen,  ein  Fall,  der  fast  nur  bei  Gasen  ein  Interesse  hat  und 
daher  durch  einen  Zusatz  erledigt  werden  mag.  Hier  ist  zu  dem 
Werte  von  fj  in  (37)  noch  das  Glied 

—  2  (  £ZX  Xx  -f-  •  •  •  4~  —  y 

hinzuzufügen,  welches  bewirkt,  daß  in  den  Formeln  (37"),  wie  denen 
des  Systems  (38)  bis  (38""),  £x-  =£,  ...=*,,-=;=  an  Stelle 
der  £x,  ,  .  .  J~y  tritt,  und  daß  sich  in  (37"  ')  auf  der  rechten  Seite 

tfj  =         (  — x  ?x  4~  •  •  •  *4~  •—■y  Xy  )  » 

d.  h.  die  Arbeit,  welche  die  Deformation  bei  konstanten  Anfangs- 
spannungen erfordert,  den  übrigen  Gliedern  zuordnet,  so  daß 
t\  —  «j  -I-  fi\  wird. 

Die  Notwendigkeit  dieser  [Ergänzung  erkennt  man  deutlich, 
wenn  man  die  Energie  eines  idealen  Gases  berechnet,  das  im  Normal- 
zustande unter  dem  Druck  P(t  stehen  mag.  Hier  wird  die  ergänzte 
Formel  (37"")  zu 

40)  «;=  T0q&  +  9nTr,-rtlfh 

zugleich  folgt  aus  (39') 

(40')  =x  =  H,  =  Z:  =  p  =  -  c  &  +  q  x. 

Nun  giebt  aber  das  Boyle-Gay  LussAC'sche  Gesetz  bei  vollständiger 
Differentiation 

+  VdP  —  MBd  T, 
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und  hieraus  folgt  in  der  jetzt  benutzten  Bezeichnung 

p=  -P0»  +  B9ot-  -PQ&+Pf-.  40") 


Die  Yergleichung  mit  (40')  zeigt,  daß  bei  idealen  Gasen  einer- 
seits c  =  P0  sein  muß,  was  schon  früher  benutzt  ist,  andererseits 

q  =  BoQ=  Fr  ?  40") 

J  Q 

letzteres  führt,  in  (40)  eingesetzt,  sogleich  auf 

«1  =  rvQo*>  40"") 

in  Übereinstimmung  mit  Formel  (20),  wenn  man  berücksichtigt, 
daß  wir  bei  der  jetzigen  Betrachtung  die  Energie  von  dem  Normal- 
zustande r  =  0,  nicht  von  T=0  aus  rechnen.  — 

Der  Ansatz  (37),  welcher  für  sehr  kleine  Temperaturintervalle 
t=  7'—  T0  gilt,  muß  für  größere  verallgemeinert  werden,  und  es 
wird  der  nächste  Grad  der  Genauigkeit  erreicht,  wenn  man  die 
Konstanten  c,ifc,  qh  und  r  mit  linearen  Funktionen  der  Temperatur 
vertauscht;  eine  Berücksichtigung  höherer  Potenzen  der  Deformations- 
größen ist  dabei  noch  nicht  nötig,  da  diese  in  praxi  immer  sehr 
klein  sind.22) 

Dieser  verallgemeinerte  Ansatz  führt  auf  dieselben  Formeln  für 
die  Druckkomponenten  xx, . . .  J=y,  nur  ist  die  Bedeutung  der  chk  und  qh 
eine  andere  geworden;  dagegen  ist  der  Ausdruck  für  tjl  viel  kom- 
plizierter, denn  es  tritt  zu  den  in  (37")  aufgeführten  Gliedern  noch 
der  negative  Wert  von  ^  selbst,  nachdem  in  demselben  die  chk,  qh 
und  r  mit  dchkjdr,  dqhjdr  und  dridx  vertauscht  sind. 

Wir  wollen  ihn  daher  nicht  aufstellen,  sondern  nur  hervorheben, 
dass  nach  (36')  unter  der  gemachten  Voraussetzung,  falls  man 
dff  dr  in  (f  '  abkürzt,  folgt 

r* = f  ki** + + + r + 2r'r\-  4i) 

Es  wird  hier  also  Td  sowohl  von  der  Temperatur,  als  von  den 
Deformationsgrößeu  abhängig. 

Die  Formeln  (30"  )  aber  lauten  hier 

T~dxm  -~9i>'~      T  dxy  41  ' 

bei  isotropen  Körpern  enthält  rd  =  rv  die  Deformationsgrößeu  nur 
in  der  Kombination  fh  =  xx  -f  yy  -f      und  es  gilt 

1  dgrv 

T   dir   =?>  41  } 
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wodurch  eine  merkwürdige  Beziehung  zwischen  der  Wärmekapacität 
der  Volumeneinheit  q  Tv  und  dem  Koeffizienten  q  des  thermischen 
Druckes  ausgesprochen  ist 

§  7.   Thermische  Dilatation.    Adiabatische  Deformation. 

Die  oben  gefundenen  Formeln  (37")  für  die  in  einem  elastischen, 
beliebig  temperierten  Körper  wirkenden  Gesamtdrucke,  welche 
allerdings  kleine  Abweichungen  x  der  Temperatur  T  von  der  An- 
fangstemperatur T0  voraussetzen,  bieten  die  Grundlage  für  die  Ent- 
wickelung  der  allgemeinen  Gesetze  der  thermischen  Dilatation  bei 
mäßiger  Temperaturänderung.23) 

Wir  betrachten  zunächst  nur  Körper  mit  in  der  ganzen  Aus- 
dehnung konstanter  Temperatur  ohne  Einwirkung  äußerer  Kräfte. 
Man  genügt  in  diesem  speziellen  Falle  den  Haupt-  und  Oberflächen- 
bedingungen (32)  und  (32')  zugleich,  indem  man  überall 

setzt.    Es  folgt  dann  aus  (38") 

42)    xx  =  ax  t ,  yy  =  at  r,  zs  =  a3  x,  yt  =     r,  zx  =  «5  x,  sy  =  a0  r, 

und  hierdurch  werden  die  Konstanten  alf  a2,  «8  als  die  Konstanten 
der  thermischen  lineären  Dilatationen  parallel  den  Koordinaten- 
axen,  «4?  o5,  ae  als  diejenigen  der  thermischen  Axenwinkel- 
änderungen  definiert;  sie  sind  sämtlich  reine  Zahlen,  es  gilt  also 

42')  [«,,]  -  1  • 

Die  räumliche  thermische  Dilatation  findet  sich  nach  (42) 

42")  &  =  (a,  +  a%  +  as)  x  =  ax , 

der  Faktor  von  x  ist  also  der  kubische  thermische  Dila- 
tationskoeffizient 

Die  lineare  thermische  Dilatation  X  in  einer  beliebigen,  durch 
die  Richtungskosinus  ag,  ßg,  yt  gegebenen  Richtung  s  ist  nach  For- 
mel (7)  auf  S.  217 

42"')   A  =  a„x  =  (a,  u]  +  a2ßl  +  asy*  +  a4ßty.  +  a6ytce,  +  a9a,ßa)  x , 

woraus  folgt,  daß  aus  einer  Kugel,  die  aus  einem  beliebigen  Krystall 
hergestellt  ist,  durch  gleichförmige  Erwärmung  jederzeit  ein  El  1  ip- 
so id  wird. 

Von  erheblichem  praktischen  Interesse  ist  ferner  die  thermische 
Änderung  des  Winkels  zwischen  zwei  in  oder  an  einem  Krystall 
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bezeichneten  Ebenen,  welche  der  Beobachtung  fast  noch  leichter 
zugänglich  ist,  als  die  lineare  Dilatation  einer  an  ihm  markierten 
Strecke.24) 

Seien  die  Gleichungen  der  beiden  Ebenen  vor  der  Deformation 
xah  +  yßh  +  zyh  =  rh   für  h  —  1  und  h  =  2 ,  43) 

so  sind 

r  r  r 

t  =  lh     w  =  Lb.    V  _  _  a 
SA  —  „  >  '/a  —  ^  i  Sa  —  y 

*  PA  '  A 

die  Abschnitte,  welche  dieselben  auf  den  Koordinatenaxen  markieren. 
Infolge  der  Deformation  erhalten  die  Schnittpunkte  die  folgenden 
Koordinaten 

+  Ö'i)»  **^»  &§^' 
du  d  r\  öm? 

öl»  ^di'  Qb\  dl}' 

und  wenn  man  die  Gleichungen  der  Ebenen  nach  der  Deformation 
schreibt 

x«h  +  yßh  +  *yi  =  r'h  t  43') 

so  läßt  sich  a'h  rh ,  ß'h  j  r'h ,  y'h !  r'h  dadurch  bestimmen ,  daß  die 
Gleichungen  (43')  durch  die  Koordinaten  des  vorstehenden  Systems 
befriedigt  werden  müssen. 

Man  erhält,  da  uy  v,  w  unendlich  klein  sind,  durch  Annäherung 
sehr  leicht 

oder,  da  r'h  und  rh  sich  auch  nur  um  eine  Größe  erster  Ordnung 
r'h  —  rh  =  oh  unterscheiden, 

«i=«»('+:;)-(»4:+A:>A::)"f.  *n 

Nun  sind  zwar  die  Strecken,  welche  bei  der  Deformation  aus 
den  Loten  rt  und  r2  werden,  nicht  mit  r\  und  r'2  identisch;  sie 
unterscheiden  sich  aber,  wie  die  bloße  Anschauung  lehrt,  nur  um 
eine  Größe  zweiter  Ordnung  von  ihnen ;  daher  dürfen  wir  oh  /  rh  mit 
der  linearen  Dilatation  Xh  in  der  Richtung  von  rh  identifizieren. 

Ist  weiter  %  der  ursprüngliche,  /'  der  durch  Deformation  er- 
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44) 


44') 


haltene  Winkel  zwischen  den  beiden  Ebenen  und  /'  —  /  =  v.  so  er- 
hält man  wegen 

cos/  =  ax  a%  +  ßx  ß2  +  yl  y2 ,    cos/'  =  u\  a2  +         +  /,  ?'2 

sogleich 

cos/'  —  cos/  =  —  vsin/ 

=       +  A2)  cos  /  -2  (rx  *  1  «2  +  yy  ßl  ßt  +  *,  ?'i 

-  [y,(A ra  +  ri A)  +  *Jyx  *,  +  *,  r2)  +  *>i  A  +  A 

Setzt  man  in  diesen  allgemeinen  Wert  die  Ausdrücke  (42) 
und  (42"'),  so  ergiebt  dies  schließlich: 

vsin/  =  al2  t  sin  /  =  [2^  ux  az  +  a2     #,  +  a3  ?'i  72) 

+  a*(Ä  ya  +  Ä^i)  +  «sfri  «2  +  yt«i)  +  «o(«i  Ä  +  *«Ä)] r 
-  [«i  («?  +  *ä)  +   (Aa  +  A)  +  «3  Irl  +  yj) 
+  ö4  (A  r,  +  A  "2)  +  »5  (r, «,  +  r,  «s)  +  %  («i  A  +  "2  A)] *  C09^  • 

Die  Formel  vereinfacht  sich  erheblich,  wenn  die  beiden  Flächen 
ursprünglich  zu  einander  normal  waren. 

Bei  regulären  KrystaUen  und  isotropen  Körpern  wird 

44")  &  =  3ar  =  ax,    ).  =  ax.    v  =  0; 

bei  idealen  Gasen  ist  überdies 
44"')  3a  =  «=l/T; 

denn  aus  dem  BoYLE-GAY-LussAc'schen  Gesetze  folgt 

l  dV  _  Bj 

ver  ~~  p  ' 

und  die  linke  Seite  ist  gleich  a>  die  rechte  gleich  1  /  T.  — 

Die  Hauptgleichungen  (32)  werden  im  Falle  des  Gleichgewichtes 
auch  durch  beliebige  konstante,  aber  von  Null  verschiedene 
Werte  der  Druckkomponenten  Jxx, . . .  £  befriedigt.  Bestimmt  man 
deren  Größe  dadurch,  daß  man  die  Deformationsgrößen  sämtlich 
gleich  Null  setzt,  so  geben  die  Gleichungen  (37") 

45)  •=*  =  qx  r,  //  =  gt  x,  . . .     By  =  <h  T, 

und  aus  den  Formeln  (32')  und  (32"")  kann  man  dann  diejenigen 
Werte  der  äußeren  Drucke  bestimmen,  welche  notwendig  sind,  um 
die  Wirkung  der  konstanten  Temperaturänderung  x  gerade  zu  kom- 
pensieren. 

Für  ein  rechteckiges  Prisma,  dessen  Flächen  den  Koordinaten- 
ebenen  parallel  sind,  erhält  man  die  Werte  (45)  selbst  als  die  Be- 
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träge  der  Komponenten  der  äußeren  Drucke.  Sie  drücken  sich  in 
den  der  direkten  Beobachtung  zugänglichen  thermischen  Deformations- 
koeffizienten ah  und  den  isothermischen  Elasticitätskonstanten  chk  aus 
gemäß  der  Formel  (38') 

7a  =  °i  chi  +  °2  cht  +  •  •  •  "e  ch&  -  —  45') 

Das  allgemeine  Problem  der  Deformation  eines  verschieden  tem- 
perierten Körpers  ist  bei  gegebener  Temperatur  auf  dasjenige  der 
Deformation  eines  Körpers  unter  der  Wirkung  körperlicher  Kräfte 
und  oberflächlicher  Drucke  zurückfiihrbar.  Denn  in  den  Haupt- 
gleichungen (32)  lassen  sich  die  Anteile,  welche  die  thermischen 
Drucke  zu  den  J=  liefern,  als  körperliche  Kraftkomponenten 

deuten,  in  den  Oberflächenbedingungen  (32  )  als  die  Komponenten 
von  Oberflächendrucken. 

In  praxi  komplizieren  sich  die  Verhältnisse  dadurch,  daß  die 
Temperaturverteilung  nicht  direkt  gegeben,  sondern  aus  gewissen 
Bedingungen,  welche  ihrerseits  die  Deformation  des  Körpers  ent- 
halten, zu  bestimmen  ist.  Die  Gleichungen  dieses  Problems  werden 
in  §  9  abgeleitet  werden.  — 

Adiabatische  Zustandsänderungen  eines  elastischen  Körpers 
sind  solche,  bei  denen  keinerlei  Wärmeaustausch  zwischen  den 
eiuzelnen  Volumenelementen  des  Körpers,  wie  auch  zwischen  dem 
Körper  und  seiner  Umgebung  stattfindet.  Sie  treten  bei  homogenen 
Deformationen  stets  dann  ein,  wenn  der  Körper  von  adiather- 
manen  Hüllen  umgeben  ist,  bei  nicht  homogenen  allein  im  Falle 
von  schnellen  Schwingungen,  bei  welchen  der  Wärmeübergang  zwischen 
Nachbarelernenten  der  Kürze  der  Zeit  halber,  welche  ein  jeder  Zu- 
stand andauert,  nicht  merklich  ist.  Letzteres  ist  bei  allen  tönenden 
Schwingungen  sehr  nahe  erfüllt;  für  sie  gelten  daher  in  erster 
Linie  die  folgenden  Gesetze.25) 

Da  die  Entropie  tjl  im  natürlichen  Zustande  des  Körpers  gleich 
Null  gesetzt  war,  so  sind  adiabatische  Zustandsänderungen  solche, 
bei  welchen  =  0  bleibt.  Dies  ergiebt  nach  (37")  und  (38")  zwei 
Formen  der  daraus  folgenden  Beziehungen,  nämlich 

-    T  -  =  '/i  x*  +  •  •  •  +  q6  *y  40) 

und 

^°  --  -  =  ol  ~x  +  . . .  +  a0  Ey\  40') 

die  erstere  bestimmt  die  bewirkte  Temperaturänderung  r  durch  die 
hervorgebrachten  Deformationen,   die  letztere  durch  die  erregten 
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Druckkomponenten.  Das  Verhältnis  beider  Formeln  bei  gleichem  r, 
nämlich: 

46")  F'  =  -  a*S*  +  -"  +  a«~y  , 

1  rf       *      qlzs  +  ...+  q6  xy  ' 

drückt  das  Verhältnis  der  beiden  spezifischen  Wärmen  r,j  durch 
die  bei  einer  adiabatischen  Deformation  einander  entsprechenden 
Drucke  und  Deformationsgrößen  aus. 

Für  isotrope  Körper  liefert  (4G)  unter  Berücksichtigung,  daß 
hier  rd  =  rv  ist, 

Ott  r„  *  <i  & 

wobei  3  a  nach  Formel  (44")  die^Bedeutung  des  kubischen  thermischen 
Dilatationskoefficienten  a  und  3(*  +  2*,)  nach  Formel  (113"")  auf  S.  336 
diejenige  des  kubischen  Kompressionsmoduls  ß  besitzt;  (46')  ergiebt 
wegen  T4  =  rp 

47')  =  «(-,+  Hy  +  ZJ, 

1  0 

also  bei  allseitig  gleicher  Druckänderung  p  =  P  —  P0 
47")  =  3«/>. 

a,  der  thermische  lineäre  Ausdehnungskoeffizient,  ist  je  nach  der 
Substanz  meist  größer,  in  vereinzelten  Fällen  auch  kleiner,  als  Null ; 
in  dem  ersteren  Falle  bewirkt  nach  der  letzten  Formel  ein  allseitig 
gleicher  Druck  eine  Steigerung,  in  letzterem  eiue  Erniedrigung  der 
Temperatur.  Dies  Resultat  ist  durch  Beobachtungen  bestätigt 
Durch  Elimination  von  r  folgt  aus  (47)  und  (47") 

48)  7,_*_-  , 

eine  Beziehung,  die  eine  experimentelle  Bestimmung  von  x  ermöglicht 
Bedenkt  man  nämlich,  daß  bei  isothermi scher  Deformation 

48')  #r  =  -  3(*  +  2<1)/> 

ist,  so  kann  man,  indem  man  die  demselben  Druck  entsprechende 
adiabatische  Dilatation,  durch  &a  bezeichnet,  auch  schreiben 

48") 

a 

woraus  die  Richtigkeit  der  gemachten  Bemerkung  erhellt. 

Für  ideale  Gase  ist  nach  (44")  3  a  =  1/7;,  also  wird  für  sie 
aus  (47") 

48")  <>0rpT=P. 
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Hierin  bezeichnen  r  und  p  nur  die  einander  entsprechenden  Zu- 
wachse von  Druck  und  Temperatur,  sind  also,  um  zu  den  Formeln 
von  §  4  zurück  zu  leiten,  durch  d  T  und  d  P  zu  ersetzen.  Es  wird 
dann  wegen  Vq  —  M 

MrpdT=rdP, 

oder,  da 

MB  T=  FPy  B  =  rp-rv  und  rp/Tv  =  x 

ist,  auch 

dT    ,  ,.dP 
x  T  =(*-  1)-^. 

Dies  giebt  durch  Integration 

T"  =  Ax  i^-1  oder  F«  P  =  /is, 

worin  Ax  und  A2  Konstante  bezeichnen,  in  Übereinstimmung  mit  den 
Formeln  (23'")  für  adiabatische  Zustandsänderungen  idealer  Gase.  — 
Entnimmt  man  den  Formeln  (46)  und  (46')  den  Wert  der  adia- 
batischen Teinperaturänderung  r  und  setzt  ihn  resp.  in  die  Gleichungen 
(37")  und  (38")  ein,  so  resultiert  ein  System  von  Beziehungen  zwischen 
den  Druckkomponenten  =*,,...  =Tj,  und  den  Deformationsgrößen  xz,...xy, 
wie  es  speziell  den  adiabatischen  Deformationen  entspricht26) 
Es  wird 


49) 


-  =;  =  c\n  xx  +  c^jy  -f    zt  +  c;w<yt  +  cM  zx  +  4,  *y , 

worin 

ist;  analog  wird 

—  J'x  —  -'n  —x  +  s\2         +  S1A  %s  +  SuH*       *15  ^Jt  +        —  y  f 


worin 


50) 


—  shk — ^r"'  ' 

Berücksichtigt  mun  das  auf  S.  338  über  Deformationen  ohne 
Wärmebewegung  Gesagte,  so  erkennt  man,  daß  die  Faktoren  chk  mit 
den  dort  erwähnten  adiabatischen  Elastizitätskonstanten, 
die  s'hk  mit  den  adiabatischen  Elastizitätsmoduln  des  Körpers 
identisch  sind;  ihr  Zusammenhang  mit  den  isothermischen  Kon- 
stanten und  Moduln  chk  und  shk  ist  nach  (49')  und  (50')  iu  sehr 
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einfacher  Weise  durch  die  Koeffizienten  der  thermischen  Drucke 
und  der  thermischen  Deformationen  vermittelt. 

Eine  besonders  einfache  Bedeutung  haben  die  Formeln  für  die 
Elasticitätsmoduln,  weil  diese  Größen,  wie  im  IV.  Kapitel  des 
II.  Teiles  gezeigt  ist,  das  Maß  einer  Reihe  von  wichtigen  Defor- 
mationen bilden. 

Der  isothermisehe  Modul  sk  der  raumlichen  Kompression  bei  all- 
seitig gleichem  Drucke  ist  nach  Formel  (113"  ")  auf  S.  336 

tk  =  sn  +  *2a  +  s3S  +  2  023  +  *31  +  *12), 

für  den  adiabatischen  sk  erhält  man  nach  (50') 

51)  sk  =  sk-  Jj,  («,  +  a2  +  a3)*  =  sk-  ^  , 

worin  a  nach  (42")  die  Bedeutung  des  kubischen  thermischen  Dila- 
tationskoeffizienten hat. 

Der  isothermische  Modul  der  linearen  longitudinalen  Dilatation 
bei  eiuseitiger  Dehnung  eines  Oylinders  ist,  wenn  die  zunächst  beliebige 
if-Axe  in  die  Richtung  der  Cylinderaxe  gelegt  wird,  nach  der  ersten 
Formel  (190  )  auf  S.  409  gleich  *33;  für  den  adiabatischen  giebt  (50') 

wo  «3  nach  (42)  der  lineäre  thermische  Dilatationskoeffizient  nach 
der  Cylinderaxe  ist. 

Die  isothermischen  Moduln  der  Drillung  eines  Cylinders  durch 
ein  Moment  um  seine  Axe,  sind,  wenn  man  wieder  die  #-Koordinateu- 
axe  in  die  Cylinderaxe  legt,  nach  Formel  (192')  auf  S.  410  gleich  $^ 
und  ä56,  die  adiabatischen  werden  nach  (50') 

darin  haben  aA  und  a.  nach  (42)  die  Bedeutung  der  Koeffizienten 
der  thermischen  Winkeländerungen  der  I-  und  Z-,  resp.  der  A- 
und  #-Axe.  Die  isothermischen  und  adiabatischen  Moduln  sind  hier 
also  gleich,  wenn  die  Cylinderaxe  sich  durch  die  Erwärmung  nicht 
gegen  die  Ebene  des  Querschnittes  neigt.  Dies  ist  immer  der 
Fall,  wenn  die  Cylinderaxe  in  eine  krystallographische  Symmetrie- 
axe  fallt 

Für  isotrope  Körper  vereinfachen  sich  die  Formeln  (49),  da 
(49^  hier  speziell  die  drei  Beziehungen 

52)  «•-<•+£?••  <■;-<,+-££.  fi"c« 

liefert,  zu 
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52') 


ebenso  ergiebt  (50')  hier 


und  wird  demgemäß  aus  (50) 

k + -  3  ^ + + -  * = ^  **.  i  6n 


Bei  Flüssigkeiten  wird  c2=  0,  c  =  clt  also  auch  cj=  0,  c'  =  c\\ 
c  ist  dabei  identisch  mit  dem  auf  S.  347  eingeführten  cf,  c'  mit  dem 
S.  365  benutzten  ca. 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  bei  allen  isotropen  Körpern  der 
Unterschied  zwischen  isothermischen  und  adiabatischen  Konstanten 
oder  Moduln  sich  nur  bei  solchen  Deformationen  geltend  macht,  die 
von  einer  kubischen  Dilatation  begleitet  sind.  — 

Bei  allen  festen  und  tropfbar  flüssigen  Körpern  ist  der  Unter- 
schied der  adiabatischen  von  den  isothermischen  Konstanten  und 
Moduln  sehr  klein;  bei  den  gasförmigen  dagegen  wird  er  außer- 
ordentlich bedeutend. 

Wir  wollen  c  für  ein  ideales  Gas  bestimmen. 

Hier  ist  c  —  P0,  d.  h.  gleich  dem  Druck  im  Normalzustande, 
q  =  iJ0/T0,  worin  7'0  die  Normaltemperatur  bezeichnet;  es  folgt  aus 
der  ersten  Formel  (52) 

r'_  p  _i  1 «  ._ 

worin  (j0  den  Werten  P0  und  T0  entspricht    Da  nun  ferner 

\  =  B  =;/;-  /; 

ist,  so  wird  auch 

=  ;>„*,  52") 

V 

eine  Beziehung,  die  unter  etwas  abweichender  Bezeichnung  schon  auf 
S.  305  erwähnt  und  benutzt  worden  ist. 
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§  8.  Nicht  umkehrbare  Vorgänge  ohne  Wärmebewegung. 

Im  vorstehenden  sind  ausschließlich  umkehrbare  Zustands- 
änderungen  eines  körperlichen  Systemes,  oder  wenigstens  solche,  die 
sich  nur  unendlich  wenig  von  dergleichen  unterscheiden,  der  Be- 
trachtung unterworfen  worden.  Auf  nicht  umkehrbare  ist  ein  großer 
Teil  der  erhaltenen  Resultate,  nämlich  alles,  was  sich  auf  die  zweite 
Hauptgleichung  der  mechanischen  Wärmetheorie,  d.  h.  auf  die 
Formel  rf'ß  =  Td  H  gründet,  nicht  mehr  anwendbar.  Trotzdem 
kann  man  diese  Vorgänge  der  Theorie  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
unterwerfen,  weil  die  Energiegleichung  für  alle  Arten  von  Vor- 
gängen gültig  ist,  und  der  analytische  Ausdruck  der  Energie  eines 
Systemes  für  jeden  Zustand,  der  überhaupt  aus  dem  Normalzustand 
auf  umkekrbarem  Wege  zu  erhalten  ist,  —  und  es  scheint,  als  ob 
alle  Zustände  diese  Eigenschaft  besäßen  —  jederzeit  nach  früheren 
Methoden  angebbar  ist    Demgemäß  giebt  die  Formel 

53)  dE=d;jt  +  d;n, 

wenn  d\A  und  d\Q  die  auf  dem  nicht  umkehrbaren  Wege  gemachten 
Aufwendungen  von  Arbeit  und  Wärme  bedeuten,  und  dE  die 
Differenz  der  den  beiden  Endzuständen  entsprechenden  Euergieen 
angiebt,  eine  jederzeit  gültige  und  fruchtbare  Beziehung. 

Nehmen  wir  z.  B.  den  wichtigsten  speziellen  Fall  an,  daß  das 
körperliche  System  aus  einem  Anfangszustand  (1)  der  Ruhe,  welcher 
kein  Gleichgewichtszustand  war,  in  Bewegung  gekommen  und  unter 
der  Wirkung  innerer  Widerstände  nach  einiger  Zeit  in  einen  stabilen 
Gleichgewichtszustand  (2)  gelangt  ist,  ohne  daß  während  des  Uber- 
gangs äußere  Einwirkungen  stattgefunden  hätten,  so  giebt  die  letzte 
Formel  das  Resultat,  daß  sich  dabei  die  innere  Energie  nicht  ge- 
ändert hat,  also 

53')  e;  =  E{ 

sein  muß.    Für  homogene  Körper  reduziert  sich  diese  Formel  auf 

53")  («1)1  =  M2  • 

Der  Anfangszustand  ist  dabei  vollständig  gegeben  zu  denken, 
der  Endzustand  nur  bis  auf  den  Wert  einer  der  Unabhängigen, 
meistens  der  Temperatur,  der  dann  durch  vorstehende  Formel  be- 
stimmt wird.  — 

Wir  betrachten  einen  elastischen  Körper,  der  ursprünglich 
bei  normaler  Temperatur  T0  irgendwie  homogen  auf  das  Potential  <p\ 
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der  Volumeneinheit  gespannt  gewesen  ist  und  nun  ohne  Arbeits-  und 
Wärmeaufnahme  diese  Spannungen  verliert. 

Hier  ist,  da  wir  von  den  extremen  Fällen,  in  denen  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  Bedeutung  erhalten  könnten,  absehen,  von  dem 
Wert  (38"")  der  inneren  Energie  e\  der  Volumeneinheit 

«i  =  Qor.r  -  To(a\         •  •  •  +  a«Sy) 
auszugehen.    Im  ersten  Zustand  ist  nach  Annahme  r  gleich  Null, 
dadurch  ~x  mit  Xx , .  .  .  By  mit  Xy  identisch  und  somit 

«)i  =  -  T0[ax  JT.+  ...  +a6Xy)7 
im  zweiten  Zustande  ist 

~x=  .  . .  =  ~y=  0, 

daher 

(«Da  =  Qo  r.  r  • 

Die  Formel  (53")  ergiebt  also  in  unserem  Falle  für  die  ein- 
tretende Temperaturänderung 

T 

r  =  -  Xx+  .  .  .  +  a6  Xy).  53"') 

Die  aus  (37"")  analog  zu  gewinnende  Formel 

T 

würde  dem  Falle  entsprechen,  daß  in  dem  zweiten  Zustande  die 
Deformationen,  welche  an  und  für  sich  durch  die  Temperaturände- 
rung bewirkt  worden  wären,  durch  äußere  Kräfte  rückgängig  gemacht 
würden,  deren  Arbeit  wiederum  durch  eine  Wärmeentnahme  kompen- 
siert wäre  —  ein  Fall,  der  kein  praktisches  Interesse  hat 

Ist  der  Körper  beliebig  gestaltet  und  war  er  ursprünglich  einem 
allseitig  gleichen  normalen  Gesamtdrucke  P  ausgesetzt,  so  ist 

xx  =  Yy  =  zz  =  p,   rt  =  zx  =  xy  =  o, 

also 

T0P  T0P« 
'--^■(«i+^i  +  S)---^-. 

worin  a  den  kubischen  thermischen  Dilatatiouskoeffizienten  bezeichnet 
Ist  der  Körper  ein  Cylinder,  dessen  Axe  in  die  Z-Axe  fallt  und 
war  er  ursprünglich  durch  einen  longitudinalen  Zug  von  der  Größe  Z 
pro  Flächeneinheit  gestreckt,  so  ist 

z.--z,  a;  =  r,  =  r. -z,-  xf  =  o, 


also 


T0Z 
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worin  a3  den  thermischen  longitudinalen  Ausdehnungskoeffizienten 
des  Cylinders  hezeichnet. 

Diese  speziellen  Formeln  nehmen  für  isotrope  Körper  einfachere 
Gestalten  nicht  an;  die  allgemeine  Gleichung  (53")  hingegen  lautet 

53"")  r  =  -  ^-{Xx+Yy  +  Zz).- 

Von  dem  betrachteten  Falle  gänzlich  fehlender  kann  man 
leicht  zu  dem  unvollständiger  Arbeitszufuhr  oder  Arbeitsleistung 
übergehen,  der  überall  da  stattfindet,  wo  beim  Heginn  des  nicht 
umkehrbaren  Prozesses  die  inneren  Spannungen  des  betrachteten 
Körpers  durch  die  äußeren  Drucke  und  Kräfte  nicht  vollständig  im 
Gleichgewicht  gehalten  werden.  Sind  die  äußeren  Kräfte  und  Drucke 
konstaut,  so  ist  es  bequemer,  den  ihnen  entsprechenden  Zustand 
des  Körpers  als  den  normalen  einzuführen,  und  von  ihm  aus 
Spannungen  und  Deformationen  zu  rechnen.  Daun  ist  also  von 
dem  uach  S.  530  vervollständigten  Ausdruck  für  die  Energie 

«;  =       -  t,^^  + . . .  +  «6ig 

-  ( =*  xx  +  .  .  .  +  =J  x9) 
auszugehen  und  dieser  in  die  allgemeine  Formel 
54)  {e\\  -  {e\\  + 

einzusetzen,  in  der  ui  und  to.  die  zu  der  Überführung  aus  dem 
Zustand  (1)  in  den  Zustand  (2)  auf  irreversibelm  Wege  erforderliche 
Wärme  und  Arbeit  bezeichnen.    Alan  erhält  dadurch 

54'j     Co  r.x  +  7oK  ^  +  ...  +  a6  h;)  +  ( =j  xx  +...+  =;  xy) 

=  + 

wobei  rechts  für  u.  nur  der  Anteil  der  äußeren  Arbeit  zu  setzen 
ist,  welcher  der  Steigerung  der  inneren  Energie  zu  gute  kommt, 
d.  h.  derjenige,  welcher  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  die  inneren 
Spannungen  j=£,  .  .  .  JEJ  bewirken  würde,  also  nach  (34)  der  Auteil 

a.  =  +  ( =2  *x  +  •  • .  +  «5J  *y) ; 
derselbe  ist  hier  mit  dem  positiven  Zeichen  zu  nehmen,  weil  die 
Arbeit  das  Verschwinden,   nicht   das  Entstehen   der  durch 
•***>•••  *y  gegebenen  Deformation  begleitet. 

Sonach  gilt  in  dem  betrachteten  allgemeineren  Falle  einfach 

54")  o0  rt  t  +  T«  («!  ~x  +  .  .  .  +  aüZ'y)  =  w.. 

Für  die  Ausdehnung  eines  Gases  mit  unvollkommener  Arbeit 
benutzt  man  am  einfachsten  den  Wert  der  Energie  aus  (40"")  und 
erhält  so  ohne  weiteres 

54  ")  (>0/;*  =  «i  +  "\-  - 
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Die  Formeln  (53"')  bis  (54"  )  setzen  wesentlich  den  Ausatz  (37) 
für  die  freie  Energie  |x  voraus  und  verlangen  daher  im  allgemeinen, 
um  verwendbar  zu  sein,  unendlich  kleine  Änderungen  der  Tem- 
peratur und  der  Deformationsgrößen.  Nur  für  ideale  Gase  gilt,  wie 
der  Wert  der  Energie  (40""),  auch  die  Formel  (54"')  allgemein ;  dagegen 
würde  für  die  wirklichen  Gase  und  für  Dämpfe  das  Verfahren  die 
Anwendbarkeit  verlieren,  sowie  die  Druckänderung  p  mit  dem  Gesamt- 
druck P0  vergleichbar  ist.  Denn  für  diese  Körper,  wie  für  alle 
Flüssigkeiten,  ist  der  Parameter  c  des  Potentiales  mit  P0  identisch, 
darf  also  nicht  mehr  als  konstant  angesehen  werden,  sowie  der 
Gesamtdruck  im  Laufe  des  Vorganges  um  eine  endliche  Größe  variiert. 
Da  aber  die  nicht  umkehrbaren  Veränderungen  dieser  Körper  ein 
hohes  Interesse  besitzen,  so  soll  ihre  Theorie  nunmehr  unabhängig 
von  dem  Ansatz  (37)  allgemein  entwickelt  werden. 

Der  Grundgedanke  des  einzuschlagenden  Weges,  der  auch  für 
beliebige  feste  und  tropfbarHiissige  Körper  anwendbar  ist,  besteht 
darin,  daß  in  die  Grundformel  (53) 


links  der  Wert  der  Energieänderung  eingesetzt  wird,  wie  er  sich 
aus  dem  Betrage  tTA  an  Arbeit  und  £  Q  an  Wärme  berechnet,  die 
auf  umkehrbarem  Wege  die  Energieänderung  dE  hervorzubringen 
vermögen;  die  hierdurch  erhaltene  Formel 


bildet  die  Grundlage  des  folgenden. 

Wir  betrachten  nun  speziell  einen  Körper,  der,  wie  eine  ruhende 
Flüssigkeit,  unter  allseitig  gleichem  normalen  Druck  im  Gleich- 


Wähhn  wir  als  unabhängige  Variabelu  V  und  T,  so  ist  nach 
(30)  und  (30") 


55) 


gewichte  ist. 


dA  =  -  Pd  I]    d  Ü  =  M  1\  d  T  +  T  *  Pf  dl  , 


also  giebt  (55) 


JirvdT+  [rly  -  P^u^diA  +  dji-  55') 

wählen  wir  P  und  T,  so  ist  nach  (31)  und  (31") 


also  nach  einfacher  Umformung 
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Hieraus  erhält  man  durch  Integration  zwischen  zwei  Endzuständen 
(1)  und  (2)  ,2) 

55")  (FF),  -(FP^+f  \MTpdT+  [V-  T^j  i/p]  =  A,+  flf 

Die  letzte  Fonnel  kann  zur  Berechnung  der  fundamentalen  Beob- 
achtungen von  W.  Thomson  und  Joule27)  über  die  Dilatation  einiger 
Gase  bei  unvollständiger  Arbeitsleistung  benutzt  werden.  Die  Ge- 
nannten unterzogen  der  Messung  die  Temperaturänderung,  welche 
ein  Gas  beim  Ausströmen  aus  einem  Gasometer  erlitt,  während 
seine  Geschwindigkeit  durch  einen  im  Ausflußrohr  eingeschalteten 
Widerstand  —  einen  porösen  Pfropfen  —  auf  eine  solche  Größe 
herabgedrückt  wurde,  daß  seine  lebendige  Kraft  vernachlässigt 
werden  konnte. 

Bezeichnet  Px  den  Druck  im  Gasometer,  P3  den  im  äußeren 
Lufträume,  und  begrenzt  man  durch  eine  diesseits  und  eine  jenseits 
des  Pfropfens  normal  zu  der  Bewegungsrichtung  konstruierte  Fläche, 
etwa  durch  zwei  normale  Querschnitte  durch  das  cylindrische  Aus- 
flußrohr, ein  Volumen  U,  so  wird  der  darin  enthaltenen  Masse,  die 
zusammengesetzt  ist  aus  dem  umschlossenen  Gasquantum  und  dem 
Pfropfen,  während  dt  eine  Arbeit  zugeführt,  welche  gegeben  wird  durch 

d\A  =  l\  (jx  dsx  -  P2q2d  s% , 

worin  die  qh  die  Querschnitte  und  die  dsh  die  während  dt  von  den 
in  ihnen  befindlichen  Gasteilchen  zurückgelegten  Wege  bezeichnen. 
Es  ist  dann  also  qxdsl=d  Ux  das  Volumen,  welches  das  während  dt 
austretende  Gasquantum  innerhalb  des  Gasometers,  q3ds2  =  di'J 
dasjenige,  welche  es  im  äußeren  Lufträume  einnimmt  Ist  Px  und  P2 
konstant,  so  läßt  sich  die  Formel  auf  eine  beliebige  endliche  Zeit 
anwenden  und  ergiebt 

als  den  Betrag  der  beim  Ausströmen  einer  Masse  Vx  (jx  =  f \  q2  =  M 
aufgewandten  äußeren  Arbeit;  hierin  bezeichnet  (>t  und  q%  die  Dichte 
des  Gases  innerhalb  und  außerhalb  des  Gasometers. 

Ist  während  des  Ausströmens  ein  stationärer  Zustand  erreicht 
also  die  Wandung  allenthalben  von  gleicher  Temperatur,  wie  das 
Gas,  so  ist  ß.  gleich  Null,  und  die  Formel  (55"')  nimmt  bei  Be- 
nutzung des  obigen  Wertes  von  A.,  in  dem  man  Ux  mit  J\,  Ut  mit  F2 
identifizieren  kann,  die  Gestalt  an 

55"")  J  [  MTp  d  T  +  ( V-  T*£)  d  p]  =  0 ; 
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sie  gestattet,  wenn  Tund  r  als  Funktionen  von  P  und  T  bekannt 
sind,  die  einer  gegebenen  Druckänderung  Pt  —  entsprechende 
Temperaturänderung  T2  —  Tx  zu  berechnen. 

Bei  idealen  Gasen  ist  dVjdT=  VjT  und  rp  konstant,  also 
T2  -  1\  =  0. 

Für  kleines  t  =  T%  —  7',  und  kleines  n  =a  Pl  —  Pt  kann  man 
schreiben 

und  aus  beobachteten  Wertpaaren  r  und  n  den  Differentialquotienten 
d  Ffd  T  berechnen;  indessen  ist  dies  Verfahren  wegen  der  starken 
thermischen  Änderung  von  V  bedenklich. 

Legt  man  die  Van  der  YVAALs'sche  Gleichung  (73')  auf  S.  59 
für  Gase  und  Dämpfe  zu  Grunde,  setzt  also 

PMBT        a  _ß. 

so  wird 

2a{V-b)> 


MB  TV* 

Der  ganze  Ausdruck  rechts  kann,  da  er  bei  idealen  Gasen  ver- 
schwindet, bei  den  wirklichen  als  eine  Größe  erster  Ordnung  an- 
gesehen werden.  Betrachtet  man  noch  4/ Tals  von  erster  Ordnung, 
so  erhält  man  bis  auf  zweite  Ordnung  exklusive 

b--  2(1 


*i  T  i 


MBTV 

und  wenn  man  auch  a  so  klein  annimmt,  daß  das  Glied  im  Nenner 
neben  1  vernachlässigt  werden  kann, 

Setzt  man  dies  in  (55"")  ein  und  bedenkt,  daß  der  Ausdruck  unter 
dem  Integral  ein  vollständiges  Differential  sein  muß,  so  findet  sich 

<9  J'  2  a 


dP        AI*  B  T% 
also 

rp  =  ~M*B'n  + 

worin  die  Funktion  f  von  T  allein  durch  Anwendung  der  Formel 

Voiot,  Theoretlache  Pbjrnlk.  85 
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auf  verschwindende  Drucke,  wo  die  Eigenschaften  idealer  Gase  ein- 
treten, sich  zu  einer  Konstante  rp  bestimmt,  so  daß  folgt: 

56")  rp  =  -J/J^i  +  ^  • 

Integriert  man  unter  Rücksicht  hierauf  den  Ausdruck  (55"") 
zwischen  den  Grenzzuständen  (1)  und  (2),  so  erhält  man 

p*  (*  -  jreW)  +  *n  rs  =  p,  (»  -  -j^)  +  Mrr  i\. 

Da  T%  —  7\  =■  r  immer  sehr  klein  neben  7\  oder  1\  ist,  so  kann 
man,  indem  man  wieder  P^  —  P2  =  n  setzt,  das  Resultat  auch  schreiben 

56"')  MTP  r  =  -  TT  (  J^,  -  • 

Nach  den  Beobachtungen  über  die  Abhängigkeit  des  Volumens 
von  Druck  und  Temperatur  ist  für  die  von  Joule  und  Thomson 
untersuchten  Gase  (Luft  und  Kohlensäure)  a  und  b  positiv  und  das 
erste  Glied  der  Klammer  größer,  als  das  zweite;  in  der  That 
lieferten  die  Messungen  eine  Temperaturerniedrigung  beim  Aus- 
strömen, welche  mit  steigender  absoluter  Temperatur  abnahm  und 
der  Größe  nach  befriedigend  mit  der  obigen  Formel  übereinstimmt. 

Da  positives  a  nach  S.  58  einer  wechselseitigen  Anziehung 
der  Gasteile  entspricht,  so  ist  eine  solche  auch  durch  die  genannten 
Beobachtungen  festgestellt. 

Dasselbe  Resultat  giebt  auch  Formel  (55'),  wenn  man  darin 
nach  (56) 

57)  T lrf  -  P  =  °r, 

setzt;  rc  muß  hier  konstant  sein,  und  man  erhält 

57')  ß,.=  il/rpr  +  «(A  -  ,!.), 

also  bei  Ausdehnung  ohne  Wärme-  und  Arbeitsaufnahme 

5H  -  ,V). 

Einer  Abkühlung  bei  Volumenvergrößerung  entspricht  a  >  0,  einer 
Erwärmung  a  <  0.  — 

Die  am  Anfang  dieses  Abschnittes  eingeführte  Annahme,  daß 
alle  Zustände  eines  Systeme»  auf  umkehrbarem  Wege  aus  dem 
Normalzustand  erhalten  werden  können,  gestattet  aus  der  Ungleichung 

t|)    T   =:  ()< 

die  nach  Seite  509  für  nicht  umkehrbare  Kreisprozesse  unter  ge- 
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wissen  Voraussetzungen  zu  erhalten  war,  eine  interessante  Folgerung 
zu  gewinnen. 28) 

Wir  wollen  annehmen,  daß  der  Kreisprozeß  nur  auf  einem  Teil 
zwischen  den  Zuständen  (0)  und  (1)  nichtumkehrbare  Änderungen 
enthalte,  und  daß  diese  ohne  äußere  Wärmezufuhr  vor  sich  gingen. 
Dann  fällt  jener  Teil  aus  dem  obigeu  Integral  wegen  des  ver- 
schwindenden <V£2  fort,  und  es  bleibt  nur 


oder,  da  für  die  Zustände  auf  dem  umkehrbaren  Teil  des  Kreises 

d'il  =  TdH 


Dies  sagt  aus,  daß  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  auf 
dem  nicht  umkehrbaren  Teil  bei  mangelnder  Wärmezufuhr  die  En- 
tropie des  Körpers  stets  zunimmt. 

Fügt  man  die  plausible  Annahme  hinzu,  daß  die  Zustands- 
änderungen,  welche  in  der  Natur  in  abgeschlosseneu  Systemen  sich 
von  selbst  abspielen,  nichtumkehrbare  sind,  so  erhält  man  das 
Resultat,  daß  diese  Vorgänge  jederzeit  von  einem  Wachstum  der 
Entropie  begleitet  sind. 

Wir  werden  ein  diesem  Resultat  nahe  verwandtes  im  nächsten  Ab- 
schnitt auf  einem  anderen  Wege  beiläufig  noch  einmal  ableiten,  der 
die  S.  508  gemachte  Annahme  über  nicht  umkehrbare  Vorgänge 
nicht  voraussetzt. 


§  9.   Nicht  umkehrbare  Vorgänge,  die  mit  Wärmebewegung 
verbunden  sind.    Theorie  der  Wärmeleitung. 

Einer  der  wichtigsten  nicht  umkehrbaren  Vorgänge  ist  die  inner- 
halb eines  körperlichen  Systemes  infolge  von  Temperaturdifferenzen 
stattfindende  Wärmebewegung;  auch  für  sie  und  die  sie  be- 
gleitenden Vorgänge  bietet  die  Energiegleichung  in  der  Form  (53), 
wie  sie  den  Ausgangspunkt  der  Entwickellingen  des  vorigen  Para- 
graphen bildete,  die  geeignete  theoretische  Grundlage. 

Wir  schreiben  dieselbe  zunächst,  indem  wir  die  Bezeichnungen 
ev  u,  v,  »r,  X\  Y\  /j    und  X,  T,  Z  in  demselben  Sinne  benutzen. 


58) 


ist, 


58') 


wie  S.  524  u.  f. 
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59) 


f  (rfe,)  dk  =  f  {X'du  +  Y'dv  +  ZJdw)  dk 

+  f(A"</w  +  1 dv  +  Zdw)do  +  . 

Hierin  sind,  solange  die  Wärmezufuhr  völlig  willkürlich  ge- 
lassen wird,  Beziehungen  zwischen  den  äußeren  und  den  inneren  Kräften 
nicht  vorhanden,  und  die  in  §  6  hierfür  benutzten  Gleichungen  haben 
deshalb  zunächst  keine  Gültigkeit. 

In  der  That,  könnte  man  einem  beliebig  abgegrenzten  Volumen  k 
des  Körpers  für  sich  allein  in  unendlich  kleiner  Zeit  eine  endliche 
Wärmemenge  zufuhren,  so  würde  dessen  Temperatur  sich  augen- 
blicklich um  einen  endlichen  Betrag  erhöhen,  und  in  gleicher  Weise 
würden  seine  inneren  Drucke  variieren,  während  in  seiner  Umgebung 
alles  konstant  bliebe,  und  daher  auch  die  gegen  seine  Oberfläche 
wirkenden  Drucke  die  früheren  Werte  behalten  müßten;  dies  würde 
dann  einen  Fall  geben,  welcher  der  Ausdehnung  eines  Gases  bei  un- 
vollkommener Arbeitsleistung  analog  wäre  und  an  gewissen  Stellen 
auf  unendliche  Beschleunigungen  führte. 

Anders  in  der  Wirklichkeit  ;  die  stets  langsame  Wärmeeinströmung, 
welche  nie  ein  Volumenelement  allein  trifft,  und  die  große  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit von  Deformationen  innerhalb  elastischer 
Körper  wirken  übereinstimmend  dahin,  daß  in  letzteren  auch  bei 
Wärmebewegungen  in  jedem  Augenblick  die  verallgemeinerten  elasti- 
schen Fundamentalgleichungen  (32)  und  (32')  äußerst  nahe  gültig 
sind.  Ist  dies  aber  der  Fall,  so  kann  man  die  Gleichung  (59)  unter 
Benutzung  von  (32)  und  (32')  umformen  und  bei  Einführung  der 
inneren  Energie  t\  der  Volumeneinheit  erst  schreiben 

59')  j{d  t\  +  ~x  dxx+  .  .  .  ~tjdxy)  dk  =  d-Sl , 

und  sodann  bei  Berücksichtigung  von  (35)  und  (35')  auch  folgern 

59")  f{Td,h)dk  =  d;ü. 

Letzteres  giebt,  auf  ein  Volumenelement  angewandt,  die  Gleichung 

Td,h=  3SA  =d-<,> 
1  dk 

und  somit  dieselbe  Formel,  als  wenn  die  Wärmezufuhr  in  umkehr- 
barer Weise  stattfände;  wir  wollen  deshalb  auch  weiterhin  an 
d'Q  und  d'(o  den  Index  .  nicht  mehr  anbringen. 

Durch  Vorstehendes  ist  die  auf  S.  523  eingeführte  Annahme 
begründet  und  ihr  Gültigkeitsbereich  begrenzt. 

Zerlegt  man  den  Körper  durch  eine  beliebige  Fläche  in  zwei 
Teile  (1)  und  (2)  und  bezeichnet  die  Wärmemenge,  die  (1)  von  (2) 
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erhält,  mit  rf'ß12,  die  umgekehrte  mit  so  folgt  aus  (59")  er- 

sichtlich 

rf'ß12  +  <*'&21  =  0; 

denn  wenn  man  das  Integral  Uber  deu  ganzen  Körper  erstreckt, 
darf  nur  die  von  außen  zugeführt«  Wärme  übrig  bleiben.  Gleiches 
gilt  offenbar  bei  beliebiger  Zerlegung  des  Körpers  für  den  Wärme- 
austausch zwischen  beliebigen  Teilen  (/<)  und  (k),  sodaß  aus  den 
obigen  Voraussetzungen  nunmehr  auch  die  Beziehung 

folgt,  welche  auf  S.  519  erwähnt  und  benutzt  ist.  — 

Nimmt  man  an,  daß  die  ganze  Wärmezufuhr  direkt  nur  einer 
unendlich  dünnen  Oberflächenschicht  zukommt,  der  Körper  also,  wie 
man  sagt,  absolut  adia  therm  an  ist,  so  kann  man  statt  (59")  schreiben 

frd£  dk  =  jiljo,  59"  ) 

- 

worin  iln  die  durch  do  eintretende,  auf  die  Einheit  von  Zeit  und 
Fläche  reduzierte  Wärmemenge  in  absolutem  Maße  bezeichnet,  deren 
Dimensionalgleichung  lautet 

[ßj  =  mir*.  59"") 

Hierin  ist  dr)ljdt  ein  t^talerDiffere^al^iHitient,  insofern  er 
die  ganze  durch  T,  xx,  .  .  .'^^v^rantleTJ^Smfrun^von  rjl  darstellt; 
er  ist  zugleich  ein  partieller,  insofern  er  sich  auf  eine  einzige 
Stelle  x,  y,  z  des  Körpers  bezieht.  — 

Bei  der  vorstehenden  Entwickelung  ist  in  Übereinstimmung  mit 
dem  Inhalt  von  §  6  stillschweigend  angenommen,  daß  die  Druck- 
komponenten  iTz,  .  .  .  By  keine  absorbierenden  Anteile  enthalten, 
also  durchaus  konservativ  sind.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  enthalten 
sie  vielmehr  noch  Glieder  .  .  .  J5J  in  sich,  welche,  wie  die  Kom- 
ponenten der  inneren  Reibung  im  engeren  Sinne  des  Wortes,  von 
den  Deformationsgeschwindigkeiten  abhängen,  so  fallt  deren 
Anteil  in  dem  Raumintegral  auf  der  linken  Seite  von  (59')  nicht  fort, 
es  bleibt  vielmehr,  wenn  wir 

(sxdxx  +  .  .  .  +  Eydxy)  =  d  Mj  00) 

setzen,  d'Uj  in  den  weiteren  Formeln  bestehen,  sodaß  (59")  lautet 

j{Tdnx  +  rfv>)  dk  =  trn,  60') 

und  analog  (59"),  falls  d'uj\dt  —  aj  gesetzt  wird, 

f(rJ6l    +  Jo-  6Ü") 
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Ganz  ähnliche  En t Wickelungen  sind  in  den  Fällen  anzuwenden, 
daß  noch  Kräfte  von  der  Art  der  höheren  Glieder  des  allgemeinen 
Ansatzes  (240)  auf  S.  456  eingeführt  werden. 

Indessen  kompliziert  sich  hier  die  Betrachtung  dadurch,  daß 
dann  £j  und  e\  noch  von  mehr,  als  den  früheren  sieben  Argumenten 
abhängen,  und  sie  mag  daher  umsomehr  unterbleiben,  als  die  Resultate 
praktische  Bedeutung  zunächst  noch  nicht  haben.  — 

Wendet  man  die  Gleichung  (59"')  oder  (60")  auf  ein  unendlich 
kleines  Volumenelement  an,  so  müssen  in  dem  Oberflächenintegrale 
die  endlichen  Glieder  sich  gegenseitig  zerstören,  weil  das  Volumen 
um  eine  Ordnung  höher  unendlich  klein  ist,  als  die  Oberfläche  des 
Elementes. 

Man  erhält,  indem  man  für  das  Volumen  k  zunächst  einen  un- 
endlich niedrigen  Cylinder  wählt,  dessen  Grundflächen  die  inneren 
Normalen  +  n  und  —  n  haben, 
61)  -Q+n+!U  =  0, 

eine  Formel,  die  auch  gilt,  wenn  der  Cylinder  über  der  Grenzfläche 
zwischen  zwei  verschiedenen  Körpern  A  und  k  errichtet  ist,  und  die 
sich  hier  anschaulicher  schreibt 

ei')  ("A+(-'U=o- 

Wählt  man  für  k  ein  Elementartetraeder,  dessen  Flächen  normal 
zur  X-,  Z-Axe  und  einer  beliebigen  nach  außen  positiv  gerech- 
neten Richtung  n  sind,  so  folgt 

6 1 ")  £2H  =  £2X  cos  (n,  x)  -f  £2y  cos  («,  y)  +  £2g  cos  (n,  z) . 

£2x,  Q  ,  £2f  sind  hierin  die  speziellen  Werte,  die  £2n  annimmt, 
wenn  die  Normale  n  auf  do  in  die  X-,  Z-Axe  fällt;  sie  sind 
innerhalb  k  als  Funktionen  der  Temperatur  zu  betrachten  und  dürfen 
mit  dieser  selbst  stetig  gesetzt  werden. 

Betrachtet  man  £2x,  £2y,  £2z  als  die  Komponenten  eines  Vektors 
£2t,  dessen  Richtung  (s)  sei,  so  ist  nach  (61") 

61'")  ÜH=  Z2t  cos  {*,*). 

Auf  der  Geltung  der  Beziehungen  (61)  bis  (61"')  beruht  die 
Berechtigung,  für  die  Vorgänge  des  Wärmeaustausches  zwischen  sich 
berührenden  Volumenelementen  die  Wärme  als  eine  Flüssigkeit  zu 
betrachten;  £2x,  £2tj,  £2.  sind  dann  die  Strömungskomponenteu.  12t 
die  resultierende  Strömung,  die  parallel  mit  .<  stattfindet 

Setzt  man  £2n  ans  Formel  (61")  in  (60")  ein,  so  erhält  man, 
da  nach  der  gemachten  Annahme  die  teilweise  Integration  er- 
laubt ist, 
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/( Üx  cos  («,  x)  +  12^  cos  («,  y)  +  J2f  cos  (n,  z))  o 

Diese  Formel  gilt  für  jede  Gestalt  des  Volumens  A,  also  folgt 
auch  für  jede  Stelle 

(dSl       BSlu      dSi\         öy,  örtx 

und  damit  das  Gesetz,  nach  welchem  sich  die  Entropie  der 
Volumeneinheit  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  mit  der  Zeit 
ändert. 

Entnimmt  man  der  Formel  (36")  den  allgemeinen  Wert  für 
dijjdt,  der  Formel  (60)  den  für  ctjy  so  erhält  man  schießlich 

BT     dSis      dSl  6Slt 

^<ä7  +  eT  +  -ä,  +  ar 

JdZx  dzx  dZy  dx\     ^dxx  ^  dxy  ' 

+  i\~dT"ar  +•••+  Tf  +•••  +       =  ü; 

hier  erscheint  die  Temperatursteigerung  gegeben  durch  den  Wärme- 
strom und  durch  die  mechanische  Wirkung  der  konservativen,  wie 
der  absorbierenden  Kräfte;  das  letzte  Glied  stellt  die  S.  460  er- 
wähnte, in  der  Volumeneinheit  während  der  Zeiteinheit  absorbierte 
Arbeit  dar. 

Die  Gleichung  (62  )  ist  —  abgesehen  von  der  Beschränkung  auf 
sieben  Argumente  —  noch  ganz  allgemein,  setzt  z.  B.  nichts  über 
den  Grad  voraus,  in  welchem  die  Druckkomponenten  die  Temperatur 
und  die  Deformationsgrößeu  enthalten;  ebensowenig  ist  über  das 
Gesetz  der  ß  etwas  angenommen.  Nun  erst  wollen  wir  hierüber 
besondere  Verfügungen  treffen. 

Für  die  Behandlung  spezieller  Probleme  beschränkt  man  sich 
in  Bezug  auf  £2X,  £2U,  £lt  stets  auf  einen  Ansatz,  der,  etwa  wie  der 
Ansatz  (37)  für  gv  als  eine  erste  Annäherung  zu  betrachten  ist  Man 
setzt  nämlich,  da  die  Wärmeströmungen  unzweifelhaft  von  der  Ände- 
rung der  Temperatur  mit  dem  Orte  abhängen,  die  Strömungs- 
komponenten gleich  lineären  Funktionen  der  Temperaturgefälle  nach 
den  Koordinatcnaxen,  nimmt  also 


-  fl.  = 

>•■■ 

dx 

dx 

+  *u 

oy 

+  "dt" 

dt 

dx 

+  ki2 

dt 

öy 

+         d  x 

63) 

= 

^31 

dt 
dx 

+  ^31 

dt 

dy 

dt 

+  *™  Jx  ' 
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Hierin  sind  die  Xhk  die  Wärmeleitungskoeffizienten  in  mecha- 
nischem Maße,  lhk  =  diejenigen  in  calorischem  Maße;  und 
zwar  gilt  offenbar 

63')  [*fcJ  =  m/r-3«-i, 

dagegen 

63")  [/,lk]  =  io  M  u-K 

Die  Formeln  (63)  stimmen  mit  den  auf  S.  295  u.  f.  behandelten 
Ansätzen  für  die  Strömungskomponenten  einer  imponderabeln  Flüssig- 
keit vollständig  tiberein,  gestatten  also  ohne  weiteres  die  Übertragung 
der  dort  aus  ihnen  gezogenen  Folgerungen. 

Was  die  Druckkomponenten  angeht,  so  wollen  wir  uns  zunächst 
auf  konservative  Kräfte  beschränken,  die  r*,  .  .  .  &^so  gleich 
Null  setzen;  sodann  wollen  wir,  als  in  der  Praxis  meist  genügend, 
den  Ansatz  (37)  einführen,  welcher  fürf,  eine  Funktion  zweiten  Grades 
von  j-*,  .  .  .  xy  und  r  giebt,  und  aus  welchem  das  System  der 
Druckkomponenten  (37")  folgt. 

Benutzt  man  gleichzeitig  die  obigen  Werte  von  üx,  ßy,  ß„ 
so  erhält  man.  aus  (62') 


64) 


d  $  dt        11  6xa      *"  d  y*       33  d  x*  +  ^  23  +  32'  dydx 


oder  unter  Rücksicht  auf  (38")  auch 


64) 


dt  ~~   11  d**  +  22  6  j/*  +  33  ö  **     ^s  +    32'  d  yd  x 

6J  r  .      .  ,        d9  r 

+  ftu  +  *is)  -y*  cV/  +  (Ai2  +  ^i)  Q  x  Jy- 

+  7'  ^  (al  Bx  +  a2//y  +  o3  Z,  +  a4     +  a6     +  a6Äy). 


Hierin  ist  innerhalb  der  durch  den  Ausatz  (37)  eingeführten 
Annäherung  q  und  T  als  konstant,  etwa  gleich  q0  und  T0  anzuseilen. 
Für  isotrope  Körper  giebt  (64)  unter  Rücksicht  auf  (39"") 

65)  />o**  =AAr-7'0y  «f  , 

oder,  da  nach  der  vorletzten  Fonnel  (39") 
61)  r      r  _  3rn<?a 

ist,  auch 
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=  l  Ar  —  o0 


3  a  "dt"1 


65") 


die  Deformationen  haben  hier  also  nur  dann  Einfluß  auf  r,  wenn 
9ie  mit  der  Zeit  veränderliche  räumliche  Dilatationen  #  bewirken.29) 
Die  Formeln  (64)  resp.  (65)  bilden  mit  den  Gleichungen  (32) 
nach  Einsetzen  der  Werte  (37")  für  die  Drucke  £x,  .  .  .  5„  die 
Hauptgleichungen  filr  das  ganz  allgemein  und  streng  gefaßte  Problem 
des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  elastischer  Körper  ohne  innere 
Reibung,  bei  Berücksichtigung  der  thermisch-mechanischen  Umsetzungen, 
oder,  anders  ausgedrückt,  für  das  Problem  der  Wärmeleitung  bei  Ein- 
führung der  mechanisch-thermischen  Wirkungen;  dazu  kommen  die 
Grenzbedingungen  der  Elasticität  für  äußere  und  Zwischengrenzen, 
in  den  ifx,  .  .  .  ~y  statt  in  den  X*,  .  .  .  Xy  ausgedrückt,  und  die 
thermischen  Grenzbedingungen,  welche  an  Zwischengrenzen  lauten: 


Form  /'r  +  £2n  vorschreiben ;  endlich  auch  noch  die  Angaben  über 
die  Aufangswerte  von  u,  v,  w,  x  und  dufdt^u,  dv/dt—v, 
dw/d  t—  w. 

Sie  bilden  zusammengenommen  ein  System,  welches  nur  in 
seltenen  Fällen  analytischer  Behandlung  zugänglich  ist 

Um  zu  untersuchen,  ob  es  das  Problem  eindeutig  bestimmt, 
hat  man  ähnlich,  wie  auf  S.  308  und  S.  345  zu  verfahren.  Man 
nimmt  an,  daß  zwei  Systeme  von  Lösungen  für  m,  v,  w  und  r  mög- 
lich wären,  bezeichnet  ihre  Differenzen  mit  u\  v\  «?'  und  r',  bildet 
die  Haupt-  und:  Grenzgleichungen  für  letztere  Größen  und  faßt  die 
den  Gleichungen  (32)  entsprechenden  mit  den  Faktoren 

{dujdt)dkdt,  {öv/dt)dkdt,  {dw'j'dt)dkdt 

zusammen,  addiert  hierzu  die  der  Gleichung  (64)  entsprechende  mit  dem 
Faktor  rdh  dtj  T0,  integriert  und  summiert  über  das  System  und  inte- 
griert nach  t  von  0  bis  tv  Man  erkennt  leicht,  daß  in  dem  so  erhal- 
tenen Aggregat  die  Glieder,  welche  in  die  qh  multipliziert  sind,  sich 
herausheben  und  dadurch  das  Resultat  sich  als  einfache  Superposition 
der  S.308  und  S.345  erhaltenen  darstellt;  es  gestattet  somit  auch  die 
früheren  Schlüsse,  daß  nämlich  das  Problem  eindeutig  bestimmt  ist, 
wenn  das  elastische  isothermische  Potential  und  die  Wärmeleitungs- 
funktion (79"')  auf  S.  301  definite  quadratische  Formen  sind.  — 

Der  einfachste  und  zugleich  wichtigste  spezielle  Fall  ist  derjenige 
der  Fortpflanzung  von  Schwingungen  in  einer  unendlichen  Flüssigkeit. 
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Die  dafür  geltenden  Hauptgleichungen  (124)  von  S.  346  nehmen 
jetzt,  falls  man  von  körperlichen  Kräften  absieht,  die  Gestalt  an 
,     d3u         dtt         di         d'v        dir  di 

zu  ihnen  kommt  die  thermische  Gleichung  (65")  von  S.  553. 

Wenn  es  sich  nur  um  die  Bestimmung  von  &  handelt,  kann 
man  statt  der  vorstehenden  drei  die  eine  Formel  benutzen 

während  man  für  (65")  kurz  schreiben  kann: 
66")  jl  =  ,..AT_Äi*. 

Durch  Elimination  von  r  erhält  man  hieraus*  für  iV-  die  Gleichung 

6«"')  +  >-'A  (*A#-P£f)  -(*'*  +  e)A  *?  =  0, 

welche  durch  Exponentialgrößen  und  trigonometrische  Funktionen 
integriert  werden  kaun.  Sie  zeigt  u. a.,  daß  fortschreitende  ebene 
Schwingungen  mit  wachsender  Entfernung  von  der  Erregungsstelle, 
stehende  Schwingungen,  welche  durch  einen  Anfangszustand  bewirkt 
sind,  mit  wachsender  Zeit  schwächer  werden,  während  die  mittlere 
Temperatur  an  jeder  Stelle  sich  nicht  ändert. 

Dieses  Resultat  ist  offenbar  unrichtig,  denn  es  steht  mit  der 
Energiegleichung  im  Widerspruch.  Verursacht  ist  die  Ungenauigkeit 
dadurch,  daß  die  ganze  vorstehende  Betrachtung  nur  die  niedrigsten 
Korrekt ionsglieder  berücksichtigt. 

Man  erkennt  dies  am  einfachsten,  wenn  man  den  Ansatz  (37) 
als  streng  richtig  betrachtet  und  bei  seiner  Anwendung  keine  Ver- 
nachlässigungen eintreten  läßt.  Dies  kommt  darauf  hinaus,  daß  man 
im  Endresultate  (64)  resp.  (65)  rJ\  und  damit  o  Td  —  r  7',  worin  r 
eine  Konstante  ist,  nicht  mehr  als  konstant  ansieht.  Führt  man  den 
Wert  T=  T0  +  t  ein,  so  findet  man  an  Stelle  der  Formel  (66") 
eine  von  der  Gestalt 

.--=/.  AT  -(X  +  X.T).--  y. 

welche  in  der  That  dauernde  Temperaturänderungen  infolge  von 
Bewegungen  ergiebt.  — 

Auch  für  die  absorbierenden  Kräfte  wollen  wir  uns  mit  der 
einfachsten  Annahme  begnügen.   Wählt  man  für  sie  den  der  inneren 
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Reibung  entsprechenden  Ansatz  (244)  von  S.  402,  so  tritt  an  Stelle 
von  (66)  folgendes  System 


b*u 

e  & 

c  . 

ÖX 

b'r 

bl*  ~ 

b*w 

b  />  ~ 

0  l 

+  i(a-al)A  ~  +  i(a  +  ai) 


bi  } 

bxbt 

-Vblc' 

bt 

by  b  t 

B*(t 

br 

bx  b  t 

67) 


und  an  Stelle  von  (65) 


n      br      .  A        m    dit         (b  i>\* 
F^bl  =  KAT'-T^bl  +  ^{bi) 

(;dzx-.*     /byu\*     /ös.'v*       f,dj/\2     ,Bx**  /öx„\ll\ 


67') 


worin  a,  at  oder  at ,  a^  —  a  —  a^  die  Reibungskonstanten  der  Flüssig- 
keit sind. 

Beschränkt  man  sich  in  der  letzten  Formel,  wie  früher,  auf  die 
niedrigsten  Glieder,  so  reduziert  sie  sich  auf30) 


r>      &  r       ,   .  m     b  t> 

r.Qoßt  =  *  Ar  -  T0y-Ö/  , 


wozu  aus  (67)  tritt 

6* 


p(ld/t=fA.HflAÄ/-?AT 


6/ 


67") 


67"') 


Aus  ihnen  kann  man  t  eliminieren  und  erhält  eine  (66"  )  ähnliche 
Gleichung,  die  die  analogen  Folgerungen  gestattet,  wie  jene;  sie 
führt  auch  auf  den  gleichen  Widerspruch  mit  dem  Energieprinzip, 
der  sich  ähnlich,  wie  dort,  aus  der  Vernachlässigung  der  Glieder 
zweiter  Ordnung  erklärt  — 

Bei  der  Untersuchung  der  Wärmeleitung  in  festen  und  flüssigen 
Körpern  spielt  erfahrungsgemäß  die  Wirkung  der  Deformationen  auf 
die  Temperatur  nur  eine  untergeordnete  Rolle,  und  man  kann  sie  in 
den  meisten  Fällen  der  Praxis  vernachlässigen.  In  gleicher  An- 
näherung kann  man  auch  den  Unterschied  zwischen  der  spezifischen 
Wärme  rd  und  der,  direkter  Beobachtung  zugänglichen  r  ignorieren. 
Dann  nehmen  die  Formeln  (62')  und  (64)  die  Gestalt  an31) 


er  bSl 


0/ 


BSl. 


bx 


0,  oder 


Vo'p'dt  ~  11  öx»       ™öy*  ^^'bx*  i_lA23+  AS2^Ö. 


68 


68') 
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welche  letztere  sich  bei  isotropen  Körpern  reduziert  auf 

«8")  »„  rr  * ;  =iai. 

Die  Formel  (68')  ist  identisch  mit  der  allgemeinen,  in  §  13  und 
§  14  des  II.  Teiles  behandelten  Hauptgleichung  der  Bewegung  im- 
ponderabler  Fluida,  und  gleiches  gilt  bezüglich  der  Grenz-  und 
Obertiächenbedingungen  für  t,  die  auf  S.  553  angegeben  sind. 

Wir  wollen  die  Umstände  erörtern,  unter  denen  die  eine  oder 
die  andere  Form  der  letzteren  in  praxi  Geltung  gewinnt 

Die  erste  der  für  Zwischengrenzen  gültigen  Bedingungen 

gilt  stets,  wenn  die  Körper  in  der  Grenze  relativ  zu  einander  ruhen, 
die  zweite  immer  dann,  wenn  die  Grenzfläche  keine  Quellen  enthält, 
was  wir  hier  voraussetzen  wollen,  was  aber,  wie  im  folgenden  Teile 
sich  zeigen  wird,  nicht  immer  stattfindet. 

An  einer  Außengrenze  ist  die  Temperatur  dann  konstant  vor- 
geschrieben, wenn  die  Oberfläche  mit  einem  Körper  in  Berührung 
ist,  der  sich  auf  derjenigen  Temperatur  befindet,  bei  welcher  er 
seinen  Aggregatzustand  ändert,  z.  B.  mit  Wasserdampf  im  Sättigungs- 
zustande oder  mit  Eis  bei  Schmelztemperatur.  Ist  Sorge  getragen, 
das  Umwandlungsprodukt  —  hier  Wasser  —  dauernd  zu  beseitigen 
und  die  Berührung  zu  erhalten,  so  vermag  die  bei  der  Umwandlung 
in  Aktion  tretende  Wärme  jederzeit,  die  durch  Leitung  abgeführte 
zu  ersetzen  und  die  Oberflächentemperatur  konstant  zu  erhalten. 

Wird  die  Quantität  umgewandelter  Masse  der  Messung  unter- 
worfen, so  giebt  dieselbe  bei  stationärem  Zustande  nach  Gleichung  (17') 
zugleich  die  Größe  von  ün  an. 

Zwei  Fälle  von  besonderer  praktischer  Bedeutung  führen  auf  die 
Oberflächenbedingung,  welche  den  Wert  von  F*T+Qn  vorschreibt 

Der  erste  ist  der,  daß  die  betreffende  Oberfläche  des  Körpers 
von  einer  stark  umgerührten  Flüssigkeit  bespült  wird,  innerhalb 
deren  man  dalier  die  Temperatur  r'  als  konstant  ansehen  kann. 

Faßt  man  die  betreffende  Oberfläche  als  eine  Zwischengreuze 
auf,  so  handelt  es  sich  darum,  in  einer,  der  zweiten  Gleichung  (69) 
entsprechenden  Bedingung  die  in  die  Flüssigkeit  übergehende  Wärme- 
menge ß'  zu  bestimmen;  diese  wird,  falls  der  Übergang  nur  durch 
Leitung  stattfindet,  eine  Funktion  der  Oberflächentemperatur  r 
des  Körpers  und  der  Temperatur  x  der  Flüssigkeit  sein,  die  nach 
S.  495  verschwinden  muß,  wenn  r  =  r'  ist.  Infolgedessen  wird  man 
setzen  können 
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ßW(r-0  +  A;(r-r  )*  +  ..., 

worin  die  Konstanten  sind,  welche  von  der  Natur  der  Grenzfläche 
und  •  etwa  noch  von  dem  Bewegungszustande  der  Flüssigkeit  ab- 
hängen. Setzt  man  kleine  Temperaturdifferenzen  voraus,  so  kann 
man  sich  auf  das  erste  Glied  der  Reihe  beschränken  und  erhält 
nach  der  zweiten  Gleichung  (09) 

Qn+  ):{r  -r)  =  ü,  69') 

also  wenn  r'  gegeben,  etwa  durch  die  direkte  Beobachtung  bestimmt 
ist,  eine  Grenzbedingung,  welche  der  oben  angegebenen  entspricht. 

Eine  ähnliche  Formel,  in  analoger  Weise  begründet,  wird  auch 
in  dem  Falle  angewandt,  daß  der  Wärme  abgebende  oder  empfangende 
Körper  vom  leeren  Raum  oder  einem  Gase  umgeben  ist,  und  die 
Wärmebewegung,  wie  man  sagt,  weniger  durch  Leitung,  als  durch 
Strahlung  bewirkt  wird ;  nur  steht  dann  an  Stelle  von  X  eine  andere 
Konstante  die  sogenannte  äußere  Leitfähigkeit,  an  Stelle  von  r 
die  Temperatur  tm,  welche  ein  Thermometer,  in  bedeutender  Ent- 
fernung von  dem  Körper  oder  durch  einen  Schirm  gegen  dessen 
Wirkung  geschützt,  anzeigt,  und  welche  man  als  die  Temperatur 
der  Umgebung  bezeichnet,  während  r  in  dem  Falle,  daß  der 
Körper  selbst  adiatherman  ist,  beibehalten  werden  kann.  Man  kann 
hier  also  schreiben83) 

ßn  +  1  (t  -  rj  =  0 .  69") 

Nach  der  Ableitung  werden  die  beiden  Gleichungen  (69r)  und  (69") 
nur  im  Falle  sehr  kleiner  Temperaturdifferenzen  der  Wirklichkeit 
entsprechen.    Die  Dimensionen  der  Konstanten  V  und  k  sind 

P']  =  P]  =  mH«-'.  —  69"') 

Wegen  der  im  Vorstehenden  nachgewiesenen  Übereinstimmung 
zwischen  den  für  die  Wärmeleitung,  ohne  Rücksicht  auf  die  mecha- 
nischen Wirkungen,  gültigen  Gleichungen  und  denjenigen,  die  wir 
der  Theorie  der  Bewegung  eines  imponderabeln  Fluidums  innerhalb 
eines  Leiters  zu  Grunde  gelegt  haben,  sind  alle  bei  dem  früheren 
Problem  gewonnenen  Resultate  auf  das  neue  einfach  übertragbar, 
mögen  sie  nun  den  stationären  oder  den  veränderlichen  Zustand 
betreffen.  Es  genügt  daher,  hier  auf  einige  Punkte  hinzuweisen,  die 
von  besonderem  Interesse  für  das  thermische  Problem  sind. 

Hier  kommt  in  erster  Linie  der  Umstand  in  Betracht,  daß  wir 
in  praxi  ein  System  thermisch  zu  isolieren  nicht  vermögen,  daß  also 
die  in  anderen  Gebieten  vorkommende  Oberflächenbedingung  £>n  =  0 
in  der  Wärmelehre  keine  Anwendung  findet,  sondern  überall  durch 
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eine  Bedingung  von  der  Form  (69")  ersetzt  wird.  Hierdurch  erhalten 
die  für  die  Beobachtung  so  wichtigen  Probleme  der  Wärmebewegung 
in  Platten  und  Stäben  ihr  eigentümliches  Gepräge.33) 

Handelt  es  sich  um  eine  planparallele  Platte  von  der  Dicke  2A, 
die  so  dünn  gegen  ilire  Länge  und  Breite  ist,  daß  man  r  als  in  der 
Dickenrichtung  merklich  konstant  ansehen  kann,  so  wollen  wir  die 
AT- Ebene  in  die  Mittelfläche  der  Platte  legen  und  die  Haupt- 
gleichung (68)  dadurch  umformen,  daß  wir  sie  nach  Multiplikation 
mit  dz  von  z  =  —  h  bis  z  =  -f  h  integrieren.  Dann  wird  nach  (63) 

—  h 

+  * 

-  h 

wobei  schon  die  Bedingung  (69")  benutzt  ist.  Durch  Einsetzen  er- 
hält mau  die  Hauptgleichung  für  homogene  ebene  Platten: 

™)    C0  rd  |l  +  *  (r  -  r  J  =  A„      +  (*,,  +  A21)  fl^.  +  k,,  ^ . 

Sie  läßt  sich  durch  Wahl  eines  geeigneten  Koordinatensysteme* 
i'0,  1],  auf  die  Form 

und  bei  konstantem  rtt  durch  Einführung  von 

r  -     =  r' 

und  durch  die  Substitution 

70")  x0  )H  =  |  yXj,  y0|/X"  =    )  /Xj",  A2  =  Af  AJ 

auf  die  andere 

w">  ft^-'v + 

bringen.    Eine  partikuläre  Lösung  von  der  Form 

**  =  /"(',  V*fc2  +  >r) 

läßt  sich  dem  Fall  anpassen,  daß  sich  an  der  Stelle  |  =  ij  =  0  der 
unbegrenzten  und  anfänglich  auf  konstanter  Temperatur  befindlichen 
Platte  eine  Quelle  befindet;  in  demselben  sind  die  Kurven  konstanter 
Temperatur  gegeben  durch  die  Gleichung 
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welche  Ellipsen  darstellt,  die  der  Schnittkurve  des  Hauptellipsoides 
[IT")  auf  S.  298  mit  der  A'0     Ebene  ähnlich  und  gleichliegend  sind. 

Auf  diesem  Resultate  beruht  eine  bekannte  Methode,  die  Lage 
und  das  Größen  Verhältnis  der  Hauptaxen  jener  Kurven  experimentell 
angenähert  zu  bestimmen. 

Ist  die  Platte  seitlich  begrenzt,  so  wird  am  Rande  entweder  die 
Temperatur  t  vorgeschrieben  sein,  oder  es  wird  freie  Ausstrahlung 
stattfinden;  im  letzteren  Falle  gilt  daselbst  die  Bedingung  (69").  — 

Für  einen  geraden  Cylinder,  dessen  Dicke  gegen  seine  Länge 
so  gering  ist,  daß  man  die  Temperatur  als  auf  jedem  Querschnitt 
merklich  konstant  ansehen  darf,  ist  ähnlich  zu  verfahren ;  wir  legen 
die  Z-Axe  in  eine  beliebige,  etwa  die  Axenfaser  des  Cylinders  und 
integrieren  die  Formel  (68)  über  den  Querschnitt  q.    Dann  wird 

falls  A0  die  mittlere  äußere  Leitfähigkeit  und  s  die  Länge  der  Peri- 
pherie des  Querschnittes  q  bezeichnet;  außerdem  ist 

J  dxdi=  -<?>Wy' 

also  nimmt  die  Hauptgleichung  die  Gestalt  an 

po  r4  ;  +  -/■<* -'■>-*■>*'.••        71  > 

oder  bei  konstantem  rM  und  bei  Einführung  von  r  —  rM  =  tt  auch 

An  den  Enden  wird  entweder  die  Temperatur  r  vorgeschrieben  sein, 
oder  es  wird  freie  Ausstrahlung  stattfinden;  im  letzteren  Falle  gilt 
daselbst  die  Bedingung 

±aM|;  +  Ä(r-Tj-0,  71') 

wobei  das  obere  Zeichen  dem  negativen,  das  untere  dem  positiven 
Ende  des  Cylinders  entspricht. 

Diese  Formeln,  welche  durch  Exponentialgrößen  und  trigono- 
metrische Funktionen  integriert  werden,  enthalten  die  Grundlage 
wichtiger  Beobachtungsmethoden  zur  Bestimmung  der  Leittahigkeits- 
konstauteu  ).hk\  handelt  es  sich  um  krystallinische  Körper,  so  müssen 
mehrere,  verschieden  gegen  die  Krystallaxen  orientierte  Stäbe  der 
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Untersuchung  unterworfen  werden,  um  alle  Konstanten  zu  finden. 
Benutzt  man  das  Schema  der  Richtungskosinus  auf  S.  413  und  be- 
trachtet darin  die  Axeu  ~,  Hf  Z  als  die  krystallographischen  Haupt- 
axen,  auf  welche  bezogen  das  System  der  Hauptkonstanten  mit 
XZk  bezeichnet  werden  mag,  so  ergiebt  sich  leicht  aus  den  Grund- 
formeln  (63) 

71"  \      j   ^33  ~  Kial        '"32  $3        ^33  ^3 

I       +     +  ay  Ä  j-3  +  W,  +  *U  n  «3  +  W,  +    «,  Ä ; 

dies  Resultat  zeigt,  daß  man  überhaupt  mit  Hilfe  von  Stäben  nur 
sechs  Aggregate  der  neun  Konstanten  bestimmen  und  speziell 
die  rotatorischen  Glieder  (Ag3  —  Äg2)  u.  s.  f.  nicht  erhalten  kann. 

Die  Gleichungen  für  den  stationären  Zustand,  die  man  aus 
(68),  (70)  und  (71)  erhält,  indem  man  in  denselben  drjdt  gleich 
Null  setzt,  enthalten  ebenso,  wie  die  zugehörigen  Grenzbedingungen, 
von  den  Leitungskoeftizienten  k  und  hhk  nur  die  Verhältnisse, 
woraus  folgt,  daß  absolute  Werte  durch  die  Beobachtungen  des 
stationären  Zustandes  nicht  gewonnen  werden  können.  Diese  liefert, 
die  vorhergegangene  Bestimmung  des  Produktes  r  o0  vorausgesetzt, 
nur  die  Untersuchung  des  veränderlichen  Zustandes,  welche  sowohl 
bei  Kugeln  und  Parallelepipeden,  als  bei  cylindrischen  Stäben  theore- 
tisch und  praktisch  durchgeführt  ist. 

Für  den  stationären,  wie  für  den  veränderlichen  Zustand  kommt 
dabei  die  folgende  Bemerkung  in  Betracht. 

Alle  Methoden  zur  Bestimmung  der  Xhh,  bei  denen  Oberflächen- 
bedingungeu  von  der  Form  (69')  oder  (69")  einen  wesentlichen  Ein- 
fluß auf  das  Resultat  besitzen,  sind  nach  dem  S.  556  und  557  Gesagten 
prinzipiell  bedenklich.  Demgemäß  wird  insbesondere  die  Anwendung 
von  dünnen  Stäben  und  Platten  nur  dann  zuverlässige  Werte  der 
Konstanten  durch  die  Beobachtung  abzuleiten  gestatten,  wenn  Mittel 
vorhanden  sind,  die  Gültigkeit  dieser  Bedingungen  durch  das  Experi- 
ment zu  prüfen.  Theoretisch  am  vollkommensten  wird  jederzeit  eine 
Methode  sein,  welche  den  veränderlichen  Zustand  innerhalb  eines 
homogenen  Mediums  beobachtet,  das  in  erster  Annäherung  als  un- 
endlich betrachtet  werden  kann;  angenähert  realisieren  läßt  sich 
z.  B.  der  Fall  des  Halbraumes  von  anfänglich  konstanter  Temperatur, 
dessen  Grenzebene  von  einem  bestimmten  Zeitpunkt  an  auf  einer 
abweichenden  konstanten  Temperatur  erhalten  wird.  — 

Eine  Schwierigkeit  wird  in  der  Praxis  dadurch  hervorgebracht,  daß 
das  Thermometer,  welches  zur  Beobachtung  der  Temperatur  mit  dem 
zu  untersuchenden  Körper  in  Verbindung  gebracht  werden  muß,  sich 
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«in  der  Wärmebewegung  beteiligt  und  sonach  bei  der  Theorie  in 
das  System  mit  einbezogen  werden  muß.  Um  seinen  Einfluß  mög- 
liehst klein  und  möglichst  leicht  auswertbar  zu  machen,  wählt  man 
als  Thermometer  zumeist  ein  Thermoelement,  aus  zwei  Drähten  ge- 
bildet, welche  als  lineare  Leiter  von  unendlicher  Länge  betrachtet 
werden  können.  — 

Rotatorische  Qualitäten  können  in  Bezug  auf  die  Wärmeleitung 
bei  Krystallen  gewisser  Gruppen  vorkommen,  die  aus  dem  Schema  II" 
auf  S.  1 38  zu  ersehen  sind ;  sie  können  in  isotropen  Körpern  auftreten, 
wenn  dieselben  w  ährend  der  Wärmebewegung  einer  magnetischen  Kraft 
ausgesetzt  werden,  wie  dies  im  nächsten  Teile  erörtert  werden  wird. 

Über  den  experimentellen  Nachweis  dieser  Eigenschaften  ist  auf 
8. 305  u.  f.  in  dem  Falle  gesprochen  worden,  daß  die  Strömung  in  einer 
beiderseitig  isolierten  Platte  stattfindet;  das  Verfahren  ist  im  wesent- 
lichen auch  noch  anwendbar,  wenn  auf  den  SeitenHächen  das  Aus- 
strahlungsgesetz (69")  gilt,  nur  ist  die  Theorie  der  Methode  dann 
natürlich  komplizierter.  — 

Eine  besondere  Erwähnung  verdient  schließlich  noch  der  in  den 
früheren  allgemeinen  Entwicklungen  nicht  enthaltene  und  praktisch 
wichtige  Fall,  daß  die  Zwischengrenze  zwei  Körper  von  derselben 
Zusammensetzung,  aber  in  verschiedenem  Aggregatzustande 
scheidet,  z.  B.  Wasser  und  Eis.  Hier  hat  die  Wärmebewegung  die 
Umwandlung  von  Masse  aus  der  einen  in  die  andere  Modifikation 
und  damit  zugleich  eine  Verlegung  der  Grenzfläche  zur  Folge:  sieht 
man  von  der  Verschiedenheit  der  Dichte  der  beiden  Modifikationen 
ab,  so  kann  man  das  System  im  übrigen  als  ruhend  betrachten. 

Bezeichnet  hierbei  dn  die  während  dt  stattfindende  Verschiebung 
der  Zwischengrenze  in  der  Richtung  der  Normalen  in  diejenige 
Modifikation  hinein,  die  durch  Wärmezufuhr  aus  der  anderen  ent- 
steht, und  bezeichnet,  wie  in  (17'),  A  die  spezitische  Reaktionswärme 
in  mechanischem  Maße,  so  erhält  man  leicht  die  Bedingung34) 

zu  welcher  noch  hinzuzunehmen  ist,  daß  die  Temperatur  in  der 
Grenze  der  Umwandlungstemperatur  gleich  sein  muß. 

§  10.  Die  allgemeinen  Bedingungen  für  das  thermisch -mechanische 

Gleichgewicht 

In  der  reinen  Mechanik  haben  wir  gefunden,  daß  alle  Bedingungen 
für  das  Gleichgewicht  eines  beliebigen  materiellen  Systemes  unter 

Voigt.  Tliforfttfcr'm?  Physik.  36 
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der  Wirkung  konservativer  innerer  und  beliebiger  äußerer  Kräfte  in 
das  eine  Symbol 

73)  8  <I>  -  (VA  =  0 

zusammengefaßt  werden  können,  in  dem  H  <P  eine  virtuelle  Variation 
des  Potentiales  der  inneren,  und  SA  die  virtuelle  Arbeit  der  äußeren 
Kräfte  bezeichnet. 

Kann  dagegen  das  System  in  der  gegebenen  Konfiguration  nicht 
im  Gleichgewicht  verharren,  so  folgt  die  im  ersten  Moment  eintretende 
Bewegung  der  Ungleichung 

73-)  d  </>  -  d'A  <  0. 

Letztere  Bedingung  hat  zur  Folge,  daß  bei  mangelnden  äußeren 
Kräften  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  auf  die  Form 

73")  0  =  Minimum 

gebracht  werden  kann. 

Diese  Resultate  gestatten  auch  die  Anwendung  auf  nicht  kon- 
servative Kräfte,  wenn  dieselben  mit  den  Geschwindigkeiten  selbst 
verschwinden;  denn  da  in  beiden  Formeln  (73)  und  (73')  Ruhe  oder 
unendlich  kleine  Geschwindigkeit  vorausgesetzt  ist,  so  können  die 
Arbeiten  solcher  Kräfte  in  ihnen  nicht  auftreten.  — 

Es  liegt  nun  nahe,  durch  analoge  Schlüsse,  wie  sie  auf  S.  499 
den  Übergang  von  der  rein  mechanischen  Gleichung  der  Energie 
(48)  'auf  S.  40  zu  der  durch  Heranziehung  der  thermischen  Vor- 
gänge erweiterten  Gleichung  der  Energie  (2)  auf  S.  499  vermittelten, 
auch  die  vorstehenden  mit  der  Gleichung  der  mechanischen  Energie 
in  Zusammenhang  stehenden  Bedingungen  zu  erweitern,  das  Potential 
durch  die  gesamte  innere  Energie  K  des  Körpers,  die  Arbeit  durch 
die  Summe  von  zugeführter  Arbeit  und  Wärme  zu  ersetzen.  Man 
gewinnt  dadurch  als  Bedingung  des  Gleichgewichts  die  Formel 

74)  S£r-1T£2-S'A  =  0, 

und  als  charakteristische  Eigenschaft  des  Beginnens  der  Bewegung 
aus  der  Ruhe  die  andere 

74)  rf.E"-rf,ß-^<0. 

Daß  die  erste  Bedingung  im  Falle  des  Gleichgewichts  erfüllt 
also  notwendig  ist,  ergiebt  ihre  Vergleichung  mit  der  Energie- 
gleichung (2'),  indem  mau  in  derselben  die  lebendige  Kraft  *P  der 
äußeren  Bewegung  gleich  Null  setzt.  Daß  sie  aber  auch  die  hin- 
reichende Bedingung  für  den  Eintritt  des  mechanischen  Gleich- 
gewichtes bildet,  läßt  sich  für  den  oben  betrachteten  Fall  eines 
beliebigen  elastischen  Mediums  auf  folgende  Weise  zeigen. 
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Wir  nehmen  an,  die  Wärinebewegung  finde  auf  eine  Weise  statt, 
die  sich  nur  unendlich  wenig  von  einer  umkehrbaren  unterscheidet, 
eine  Annahme,  über  die  S.  548  gesprochen  ist,  setzen  also 

<V£>  =  f{Töih)dk; 

unter  Benutzung  der  Bezeichnungen  aus  §  6  lautet  dann  die  Gleich- 
gewichtsbedingung (74)  ausführlich 

J^«;  _  TSti,  -  8\i)dk  -  fS\do  =  0. 

Führt  man  wieder  die  freie  Energie  £,  der  Volumeneinheit 
durch  die  Beziehung 

&-«;-'■*, 

ein,  so  erhält  man 

+    *  T  -       dh  -  fa\  <l<>  =  0. 
Entwickelt  man  ferner 

*«.-"■**.+••  •+I*,**,+*Vr 

und  bedenkt,  daß  nach  (35') 

ist.  so  fallt  <T  7'  unter  dem  Raumintegral  ganz  heraus,  und  es  bleiben 
nur  die  sechs  unabhängigen  Variationen  Öxx,  .  .  .  <»y  übrig. 
Da  nach  (35')  ferner 

_  df,  _  - 

dx  '  '  'ö.r   _  ~  £V 

ist,  so  erhält  man  durch  Umformung  des  Raum  integral  es  und  Be- 
rücksichtigung der  Werte: 

rr«. .  =  x'du+  rnv  +  y;nw< 

fVao=  XtSu  +      » + 
leicht  die  Gleichungen 

BS     dZ  dl 
y1        x  i     f  i  « 


=■„+  a  =  //  +  r=zÄ+/=o. 

Dies  sind  aber  die  Bedingungen  (32)  und  (32')  des  mechanischen 
Gleichgewichtes  bei  Berücksichtigung  der  thermisch-mechanischen  Wir- 
kungen, wie  sie  auf  S.  524  aufgestellt  sind;  die  Gleichung  (74)  ist  also 
die  hinreichende  Bedingung  des  mechanischen  Gleichgewichtes. 
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Soll  gleichzeitig  auch  thermisches  Gleichgewicht  stattfinden,  so 
muß  die  Temperatur  im  Innern  des  Systemes  konstant  sein. 

Die  Formel  (74')  läßt  sich  in  dem  betrachteten  Falle  noch  ein- 
facher nachweisen.  Denn  da  £"  die  Gesamtenergie  E  minus  der 
lebendigen  Kraft  W  bezeichnet,  so  ist  nach  (2')  der  Ausdruck  links  der 
negative  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  während  dt,  also  beim  Be- 
ginn der  Bewegung  stets  kleiner  als  Null.  — 

Wir  haben  früher  aus  der  nur  für  spezielle  Probleme  der 
Mechanik  direkt  bewiesenen  Energiegleichung  ein  allgemeines  Prinzip 
von  größter  Fruchtbarkeit  gewonnen,  indem  wir  sie  hypothetisch  auf 
jede  Art  von  Vorgängen  erweiterten.  Es  liegt  nahe,  die  obigen  zwei 
Formeln,  die  mit  der  Energiegleichung  so  nahe  verwandt  sind,  in 
ähnlicher  Weise  zu  verallgemeinern  und  die  erstere  als  stets  gültige 
Gleichgewichtsbedingung,  die  letztere  als  stets  gültige  Regel  für  den 
Sinn  einer  aus  der  Ruhe  bei  fehlendem  Gleichgewicht  eintretenden 
Veränderung  anzusehen.  Dies  wird  wahrscheinlich  gemacht  durch  die 
Vorstellung,  daß  alle  Umsetzungen  in  letzter  Instanz  mechanische 
sind.  Die  Erfahrung  hat  die  Richtigkeit  der  so  gewonnenen  Bedingungen 
bisher  in  allen  Fällen,  auf  welche  sie  angewandt  wurden,  und  welche 
hauptsächlich  thermochemische  Probleme  darstellen,  bestätigt. 
Deren  Zahl  ist  allerdings  noch  nicht  sehr  groß,  da  es  in  praxi  meist 
große  Schwierigkeiten  macht,  für  körperliche  Systeme,  namentlich  für 
Mischungen,  Lösungen  und  Verbindungen,  die  Ausdrücke  für  die  Energie 
und  die  Entropie  zu  gewinnen.  Immerhin  genügen  sie,  um  die  allge- 
meine Gültigkeit  der  neuen  Prinzipe  sehr  wahrscheinlich  zu  machen.  — 

Die  Gleichungen  (74)  und  (74'),  die  wir  nun  in  der  Form 
schreiben 86) 

75)  8E-  TSH-<VJ  =  Q, 

75')  dE-  TdH  —  d'A  <  0, 

gestatten  verschiedene  Deutungen. 

Setzt  man  nur  isothermische  Änderungen  voraus,  so  kann  man, 
indem  man  wieder  die  freie  Energie 

76)  E-  T  II  =  £ 
einführt,  schreiben: 

76')  8£-8'A  =  0,    d£-dyA  <  0, 

woraus  folgt,  daß  bei  isothermischen  umkehrbaren  Zustandsänderungen 
die  freie  Energie  genau  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  bei  rein  mecha- 
nischen Vorgängen  nach  (73)  und  (73')  das  innere  Potential;  man 
nennt  daher  £  auch  das  thermodynamische  Potential  bei  kon- 
stanter Temperatur. 
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Steht  das  System  unter  allseitig  gleichem  Druck,  und  wird 
außer  diesem  auch  die  Temperatur  konstant  erhalten,  so  kann  man 
wegen  (VA  =  -  PdV 

V-TII+PF=Z  77) 
setzen  und  die  beiden  Gleichungen  schreiben 

ÖZ  =  0,    resp.    dZ<0.  77) 

Z  nennt  man  das  thermodynamische  Potential  bei  kon- 
stantem Druck  und  konstanter  Temperatur;  es  spielt  bei 
diesen  Vorgängen  dieselbe  Rolle,  wie  das  innere  Potential  bei  äußeren 
Kräften  nicht  unterworfenen  mechanischen  Systemen. 

Nimmt  man  an,  daß  äußere  Kräfte  nicht  vorhanden  sind,  oder 
daß  die  Bedingungen  des  Problems  ihre  Arbeit  zu  Null  machen,  so 
ist  d'A  =  Q,  d'A  =  0,  und  die  Gleichungen  geben  als  spezielle 
Folgerungen : 

für  konstaute  Entropie 

S£*=0,    d£r<Ot  78) 
für  konstante  Energie 

<?//=0,    <///>0.  78-) 

Der  letztere  Fall  findet  bei  einem  mechanisch  und  thermisch 
isolierten  System  statt.  Die  letzte  Gleichung  besitzt  eine  gewisse 
Verwandtschaft  mit  dem  auf  S.  549  angegebenen,  allerdings  nicht 
völlig  sicher  basierten  Resultat  über  die  Zunahme  der  Entropie  bei 
natürlichen  Vorgängen.  Dort  war  gezeigt,  daß  bei  einem  beliebigen 
nicht  umkehrbaren  Vorgang,  der  ohne  Wärmezufuhr,  aber  bei  be- 
liebiger Arbeitsleistung  stattfindet,  die  Entropie  zunimmt;  liier  ergiebt 
sich  das  Gleiche  nur,  wenn  das  körperliche  System  nach  außen  völlig 
isoliert  ist,  und  die  Veränderung  aus  einem  Ruhezustand  beginnt, 
welcher  kein  Gleichgewichtszustand  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (78)  und  (78')  ergiebt  sich  in  früherer 
Weise,  daß  im  Zustand  stabilen  Gleichgewichtes  bei  vorgeschriebener 
Entropie  die  Energie  ein  Minimum,  bei  vorgeschriebener  Energie 
die  Entropie  ein  Maximum  ist. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  werden  in  dem  nächsten  Teil 
wichtige  Anwendung  finden. 
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II.  Kapitel. 

Thermisch-chemische  Umsetzungen. 

$  11.    Grundvorstellungen  und  Definitionen. 

In  dem  vorigen  Kapitel  sind  ausschließlich  Umsetzungen  be- 
handelt worden,  bei  denen  die  Substanz  des  veränderten  Korpers 
ungeändert  blieb.  Wir  wenden  uns  nunmehr  denjenigen  zu,  welche 
die  Substanz  in  Mitleidenschaft  ziehen,  sei  es  nun,  daß  sie  den 
Aggregatzustand  oder  die  Modifikation  eines  Körpers  bei  ungeänder- 
ter  chemischer  Zusammensetzung  wandeln,  sei  es,  daß  sie  die  Zu- 
sammensetzung selbst  verändern.  Alle  diese  Umsetzungen  haben  so 
viel  Gemeinsames,  daß  wir  sie  unter  dem  Namen  der  allgemein- 
sten von  ihnen,  der  chemischen,  zusammenfassen  wollen. 

Für  letztere  können  wir  uns  folgendes  allgemeine  Schema 
bilden. 

In  einem  Räume  sind  verschiedene  chemisch  aufeinander  wir- 
kende Substanzen  vereinigt  und  werden,  während  sie  nach  außen 
thermisch  und  mechanisch  isoliert  bleiben,  in  irgend  welchem  fein 
verteilten  Zustande  andauernd  durcheinander  gerührt,  bis  sich  alle 
Umsetzungen  ,  die  ohne  äußere  Einwirkungen  eintreten  könneu,  ab- 
gespielt haben.  Es  wird  sich  schließlich  ein  Gleichgewichtszustand 
einstellen,  bei  welchem  die  Temperatur  und  der  Druck  in  dem 
ganzen  Räume  konstante  Werte  haben. 

Die  Produkte  der  chemischen  Prozesse  sind  dann  entweder  feste, 
oder  flüssige,  oder  gasförmige  Körper.  Die  festen  —  etwa  in  Form 
von  Krystallen  erhalten  —  sind  stets  in  gesonderten  Räumen  vor- 
handen, die  flüssigen  nur,  wenn  sie  nicht  mischbar  sind,  die  gas- 
förmigen dagegen  nie,  denn  sie  durchdringen  sich,  wenn  man  von 
der  Schwere  absieht,  jederzeit  vollkommen. 

Die  voneinander  unabhängigen   chemischen   Bestandteile  des 
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Systems,  seien  sie  nun  chemische  Elemente  oder  Verbindungen,  die 
bei  den  stattfindenden  Umsetzungen  nicht  zerlegt  werden,  nennen 
wir  nach  Gibbs  seine  Komponenten,  die  räumlich  gesonderten 
Körper,  welche  sich  aus  ihnen  bilden,  seine  Phasen.30) 

Die  Anzahl  der  festen  und  flüssigen  Phasen  ist  beliebig,  die 
Anzahl  der  gasförmigen  stets  gleich  Eins.  In  einer  Phase  können 
alle  Komponenten  vereinigt  sein,  sie  kann  aber  auch  deren  nur  eine 
einzige  enthalten.  Es  ist  nicht  ausgeschlossen,  daß  gleichzeitig 
mehrere,  ja  alle  Phasen  dieselben  Komponenten  in  dem  gleichen 
Verhältnis  enthalten,  also  dieselbe  chemische  Zusammensetzung  be- 
sitzen; dies  kommt  z.  B.  bei  den  verschiedenen  Aggregatzuständen 
einer  und  derselben  Substanz  vor.  — 

Nachdem  die  Chemie  festgestellt  hat,  in  welchen  einzelnen  Phasen 
unter  irgend  beliebigen  Umständen  gegebene  Komponenten  be- 
stehen können,  eröffnet  sich  für  die  Wärmetheorie  die  Aufgabe,  die 
charakteristischen  Eigenschaften  der  Phasen  eines  Systemes  aufzu- 
finden, welche  dieselben  befähigen,  bei  gegebenen  Umständen  einzelu 
oder  nebeneinander  im  Gleichgewicht  zu  verharren;  damit  steht 
die  weitere  Aufgabe  im  nächsten  Zusammenhang,  die  infolge  geän- 
derter äußerer  Umstände,  d.  h.  gegebener  dP  und  d'l\  sowie  infolge 
gegebener  äußerer  Einwirkungen,  d.  h.  gegebener  d}A  und  d'Q,  ein- 
tretenden Veränderungen  innerhalb  des  Systems  zu  bestimmen. 

Für  die  Inangriffnahme  dieser  Aufgabe  hat  man  sich  des 
Fundamentalgesetzes  der  Chemie  zu  erinnern,  nach  welchem  die 
Umsetzungen  nach  konstanten,  für  die  einzelnen  Stoffe  charakteristi- 
schen Masseuverhältnissen,  den  ganzzahligen  Vielfachen  der  sogenann- 
ten Äquivalentgewichte,  stattfinden37);  die  Äquivalentgewichte 
sind  hiernach,  selbst  wenn  eines  von  ihnen  willkürlich  gewählt  ist, 
zunächst  nur  bis  auf  einen  willkürlichen  ganzzahligen  Faktor  defi- 
niert, und  es  steht  frei,  über  letzteren  für  die  verschiedenen  Stoffe 
so  zu  verfügen,  daß  die  erhaltenen  Zahlen  irgend  welche  spezielle 
Bequemlichkeit  bieten. 

Für  den  idealen  Gaszustand  ist  dabei  maßgebend  die  Beobach- 
tung von  Gay  Lussac38),  daß  sich  ideale  Gase  nicht  nur  nach 
ganzzahligen  Vielfachen  der  Äquivalentgewichte,  sondern  auch  nach 
ganzzahligen  Vielfachen  der  ursprünglichen  Volumina  verbinden, 
wenn  man  die  Substanzen  bei  gleichem  Druck  und  gleicher  Tem- 
peratur voraussetzt. 

Mau  definiert  nämlich  für  die  Zwecke  der  Thermochemie  nach 
Avooadko39)  diejenigen  Äquivalentgewichte  als  Molekularge- 
wichte p,   welche   die   Anzahl   der   Moleküle   v  =  p  \  (jl   in  der 
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Volumeneinheit  bei  gleichem  Druck  und  gleicher  Temperatur  für 
alle  idealen  Gase  gleich  werden  lassen.  Die  Massen  ju  sind  hier- 
durch bis  auf  einen,  allen  gemeinsamen,  konstanten  Faktor  vollständig 
definiert;  letzteren  bestimmt  man,  indem  man  ju  für  Wasserstoff 
gleich  2  Gramm  setzt  Die  hierdurch  festgestellte  Quantität  /*  eines 
Gases  —  und  analog  eines  behebigen  anderen  Körpers  —  bezeichnet 
man  auch  wohl  als  ein  Grammmolekül  seiner  Substanz. 

Es  ist  nützlich,  darauf  hinzuweisen,  daß  diese  Definitionen  und 
Festsetzungen  von  einer  speziellen  Vorstellung  über  die  Konstitution 
der  Materie  vollkommen  unabhängig  sind  und  keineswegs  etwa  die 
atomistische  voraussetzen. 

Bei  Gasen  oder  Dämpfen,  die  sich  nicht  im  idealen  Zustand 
befinden,  ebenso  bei  flüssigen  uud  festen  Körpern,  existiert  eine  ähn- 
lich vollständige  Definition  des  Molekulargewichtes  nicht,  und  man 
muß  sich  vielfach  damit  behelfen,  den  Wert  vom  gasförmigen  Zu- 
stand derselben  Substanz  zu  übernehmen,  oder  ihn  gemäß  der  che- 
mischen Konstitutionsformel  zu  berechnen. 

Nur  bei  verdünnten  Lösungen  hat  man  auf  Grund  von  Beobach- 
tungen, auf  die  wir  weiter  unten  zurückkommen,  eine  der  Avogadko'- 
schen  analoge  Definition  des  Molekulargewichtes  für  die  gelösten 
Substanzen  aufgestellt,  die  zu  widerspruchsfreien  Resultaten  führt.40) 

Als  das  Atomgewicht  eines  chemischen  Elementes  definiert 
man  die  kleinste  Masse  dieses  Stoffes,  welche  in  den  Molekülen  seiner 
Verbindungen  auftritt.  Ist  die  Einheit  des  Molekulargewichtes  wie 
oben  festgestellt,  so  bleibt  doch  bei  den  Atomgewichten  ein  gauz- 
zahliger  Faktor  unbestimmt,  weil  man  nicht  sicher  sein  kann,  alle 
Verbindungen  des  betreffenden  Elementes  zu  kennen.  Die  Zahlwerte, 
welche  sich  durch  diese  Definition  ergeben,  sind  also  gewissermaßen 
vorläufige;  indessen  besitzen  die  gegenwärtig  angenommenen  eine 
bedeutende  innere  Wahrscheinlichkeit,  wegen  einer  Reihe  von  Gesetz- 
mäßigkeiten,  welche  sie  zeigen.  Unter  diesen  kommt  für  uns  be- 
sonders das  von  Dulong  und  Petit  *1)  gegebene  Gesetz  von  der  an- 
genäherten Konstanz  der  Atomwännen,  d.  h.  der  Produkte  aus 
spezifischer  Wärme  r  und  Atomgewicht,  in  Betracht,  ein  Gesetz, 
welches  sich  auf  Grund  der  Virialgleichung,  welche  den  Ausgangs- 
punkt für  die  Betrachtungen  in  §  9  des  ersten  Teiles  bildete,  auch 
mechanisch  plausibel  machen  läßt.42) 
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Die  Grundlage  für  die  Bearbeitung  der  im  vorigen  Abschnitt 
formulierten  Aufgaben  bieten  die  S.  504  abgeleiteten  Bedingungen, 
nach  welchen  in  einem  durchweg  gleichtemperierten  System  mecha- 
nisches Gleichgewicht  vorhanden  ist,  falls  bei  allen  virtuellen  Ände- 
rungen 

SV-  TSH  -  <?J  =  0  79) 

ist,  und  daß  bei  nicht  vorhandenem  Gleichgewicht  die  Veränderung 
aus  der  Ruhe  in  dem  Sinne  eintritt,  daß 

djy  -  TdH  -dA  <  0 .  79) 

In  unserem  speziellen  Falle  allseitig  gleichen  Druckes  ist  iTA  =  —  PSF 
und  dA  =  -  Pd  F. 

Wir  bezeichnen  allgemein  die  Phasen  durch  obere  Indices, 
die  Komponenten  durch  untere,  verstehen  also  unter  m'^  die 
Masse  der  Komponente  (ä),  welche  in  der  Phase  (t)  vorhanden  ist; 
weiter  setzen  wir  kurz 

S  K  =  mk ,  80) 

wo  mk  die  Gesamtmasse  der  Komponente  k  in  allen  Phasen,  und 

2  K  =  w ' ' ,  80') 

wo  m(i>  die  Gesamtmasse  der  Phase  (i)  ist 

Da  die  Phasen  räumlich  getrennt  sind,  so  ist  das  Gesamtvolumen 

r«^^^^'»,  81) 

unter  t?"'1  das  Volumen  der  Masseneinheit  oder  das  spezifische 
Volumen  der  Phase  (i)  verstanden.  Ferner  dürfen  wir  mit  Rück- 
sicht auf  die  S.  518  u.  f.  angestellten  Betrachtungen  auch  setzen 

IT  =  ^  /"<"  =  ^  ro<"  e'W,    //  =  2  //"  =  2  m'f>  //'>  ?        8r j 

wo  nun  t'w  und  tju>  Energie  und  Entropie  der  Masseneinheit  oder 
spezifische  Energie  und  spezifische  Entropie  der  Phase  (i) 
bezeichnen  und  Funktionen  von  Druck,  Temperatur  und  der  Zu- 
sammensetzung der  Phase,  d.  h.  der  Verhältnisse  der  mf  für  das- 
selbe i,  sind. 

Da  weiter  F,  E,  H  bei  proportionaler  Zunahme  aller  mj^  in 
gleichem  Verhältnis  zunehmen,  so  sind  alle  drei  homogene  Funktionen 
ersten  Grades  der  »tjj1,  was  wir  durch  die  Ansätze 
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81")         2£«4*""l0.  ^'-^W.  "=22<"»1 

ausdrücken,  in  denen  nun  die  Koeffizienten  »/^  gleichfalls 

außer  von  P  und  T  im  allgemeinen  noch  von  den  Verhältnissen  der 
gleichen  Werten  t  entsprechenden  m(*>  abhängen. 

Es  mag  beiläufig  bemerkt  werden,  daß  die  in  (81")  enthalteneu 
Zerlegungen  von  F,  E\  II  keineswegs  mit  denen  identisch  sind, 
welche  aus  (81')  durch  Einführung  der  Substitution  (80')  resultieren. 

In  der  Gleichgewichtsbedingung  (79)  betreffen  die  Variationen 
sowohl  Pund  T  als  die  Mengen  der  Komponenten  in  den  verschiedeneu 
Phasen,  also  die  Zusammensetzung  des  Systems;  aber  die  Variation 
wegen  P  und  7*  liefert  keine  neuen  Gesetze,  da  sie  aus  der  obigen 
Formel  die  bekannte  Bedingung  des  thermisch-mechanischen  Gleich- 
gewichtes macht,  welche  wegen  der  Konstanz  von  P  und  7'  identisch 
erfüllt  ist.    Für  uns  haben  also  nur  die  Variationen  der  eine 

k 

Bedeutung,  und  daher  können  wir  für  unsere  Zwecke,  indem  wir, 
wie  S.  565, 

82)  £"-77/+Pr=Z 
setzen,  die  obige  Bedingung  in 

82')  ÖPTZ  =  0 

abkürzen,  wo  die  Indices  die  Konstanz  von  P  und  T  bei  der 
Variation  aussprechen.  Z  heißt,  wie  gesagt,  das  thermody  na  mische 
Potential  des  Systemes  bei  konstantem  Druck  und  konstanter  Tem- 
peratur. 

Wie  A',  /T  und  //,  so  ist  auch  Z  eine  homogene  Funktion 
ersten  Grades  der  m^;  es  kann  also  gesetzt  werden 

83)  Z-^?®*?' 
worin 

O  111  f 

das  Potential43)  der  Komponente  h  in  der  Phase  t,  außer 
von  P  und  1\  im  allgemeinen  auch  von  den  Verhältnissen  der  , 
welche  gleichen  Wrerten  i  entsprechen,  oder  was  damit  äquivalent 
ist,  von  den  Dichtigkeiten  ttf  =  m£<  /      abhängig  ist 

Die  Gleichgewichtsbedingung  (82*)  nimmt  hiernach  die  Form  au 

83")  0  =  ^^f<f>*m«>. 

Die  Wahl  der  in  den  vorstehenden  Gleichungen  auftretenden 
Komponenten  m^>  ist  bis  zu  einem  gewissen  Grade  beliebig.  Unter 
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Um  stünden  kann  man  sie  mit  den  Elementen  der  das  System  bil- 
denden chemischen  Verbindungen  identifizieren,  wobei  natürlich, 
wenn  in  derselben  Phase  ein  Element  in  mehreren  Verbindungen 
auftritt,  demselben  auch  mehrere  m(i)  mit  gleichem  i  und  verschie- 
denem k  entsprechen;  doch  ist  diese  Wahl  keineswegs  stets  vorteil- 
haft. Die  hier  vorliegende  Willkür  wird  ausgeglichen  durch  den 
Umstand,  daß  jeder  getroffenen  Verfügung  andere  Formen  der  für 
die  virtuellen  Variationen  dm^  geltenden  Nebenbedinguugen  ent- 
sprechen. Mau  wird  die  äußere  Gestaltung  des  Problems  am  meisten 
vereinfachen,  wenn  man  Uber  die  Komponenten  so  verfügt,  daß  die 
Anzahl  der  Nebenbedingungen  möglichst  klein  ist 

Handelt  es  sich  beispielsweise  um  ein  System,  welches  nur 
eine  chemische  Verbindung  in  verschiedenen  Phasen  enthält,  etwa 
eine  Substanz  in  verschiedenen  Aggregatzuständen,  so  wird  man  diese 
Substanz  selbst  als  einzige  Komponente  wählen  und  hierdurch  die 
Gleichungen  (83)  und  (83")  auf 

Z  =  ^        0 1     0  =  2     3  m<  0  84) 

i  i 

reduzieren.  Uberhaupt  wird  mau  mehrere  Elemente,  die  stets  nur 
in  derselben  chemischen  Verbindung  vorkommen,  passend  zu  einer 
Komponente  zusammenfassen. 

Auch  wenn  nur  eine  Phase  vorhanden  ist,  und  in  ihr  eine  An- 
zahl von  h  chemischen  Elementen  in  mehreren,  z.  B.  in  n  Ver- 
bindungen vorkommen,  wird  man  praktisch  nicht  die  Elemente, 
sondern  diese  Verbindungen  als  Komponenten  einführen,  weil  man 
dadurch  deren  Zahl  möglichst  klein  macht    Es  wird  dann 

Die  Bedingungen,  welche  für  die  dm1»  bestehen  und  nach  der 
Methode  der  LACKAXOE'schen  Multiplikatoren  mit  der  Haupt- 
gleichung (83")  zu  kombinieren  sind,  Hießen  zum  Teil  aus  den 
chemischen  Konstitutionsformeln  der  Komponenten  und  hängen  daher 
von  den  speziellen  Problemen  ab.  Außerdem  müssen  aber  stets  die 
Gleichungen  erfüllt  sein,  welche  aussprechen,  daß  die  Gesamtmengen 
eines  jeden  chemischen  Elementes  vorgeschrieben  sind,  ohne  daß  sie 
in  allen  Fällen  direkt  die  Nebenbedingungen  des  Problems  dar- 
stellen. 

Wählt  man  z.  B.  als  Komponenten  beliebige  Verbindungen, 
welche  nur  die  Eigenschaft  haben,  daß  innerhalb  des  betrachteten 
Systems  ein  Austausch  zwischen  ihnen  nicht  stattfindet,  so  treten  an 
Stelle  dieser  letzteren  Bedingungen  diejenigen,  daß  die  Gesamt- 
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masse  jeder  Komponente  gegeben  und  unveränderlich  ist,  d.  h.  die 
Formeln 

i 

woraus  folgt 

85)  =  0,    für  k  =  1,  2  ...  n  und  t  =  1,  2  ...  h. 

Bestehen  keinerlei  andere  Bedingungen,  so  erhält  man 
in  der  angegebenen  Weise  die  Formel 

85')  22^-y^?  =  °. 

welche  in  die  h .  n  Gleichungen 

85")  £■>  -     =  0 

zerfällt;  dieselben  enthalten  den  von  W.  Gibbs  entdeckten  Satz,  daß 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  das  Gleichgewicht  nur  dann 
stattfindet,  wenn  die  Potentiale  jeder  Komponente  in  allen  Phasen 
gleich  sind.4*) 

Durch  Elimination  der      erhält  man  aus  (85") 

85'")  =  {*>  =  . .  .  =  ij»,     für  A  =  1,  2,  .  .  .  n, 

also  ein  System  von  n(h  —  1)  Gleichungen  zwischen  den  nA-f-2 
Variabein,  nämlich  P,  T  und  den  n.h  Massen  wijp  oder  den  n.h 
Dichtigkeiten  ^ .  Zu  ihnen  kommen  noch  die  Zustands- 
gieichungen für  die  einzelnen  h  Phasen,  nämlich  die  Beziehungen, 
welche  die  Verhältnisse  der  m[p  und  das  Volumen  oder  sym- 
metrischer die  Dichten  der  Komponenten  einer  Phase  i  mit  P 
und  T  verbinden,  so  daß  also  nh  -f  2  Variabehl  n(h  —  1)  -f  A 
Gleichungen  gegenüberstehen. 

Ist  die  Anzahl  n  der  Komponenten  gegeben,  so  kann  man  aus 
diesem  Verhältnis  Schlüsse  ziehen  über  die  Anzahl  der  Phasen,  die 
nebeneinander  im  Gleichgewicht  verharren  können. 

Das  Problem  wird  im  allgemeinen  unmöglich,  wenn  die  An- 
zahl der  Gleichungen  größer  ist,  als  die  der  Variabein.  Wir  schließen 
daher,  daß  jedenfalls 

h^n  -f  2 

sein  muß,  d.  h.  daß  die  Anzahl  der  Phasen  höchstens  um  zwei  größer 
sein  kann,  als  die  Anzahl  der  Komponenten.46) 

Ist  A  =  n  +  2,  so  bestimmt  das  Gleichungssystem  alle  Variabelu 
vollständig,  und  damit  auch  ein  bestimmtes  Wertpaar  P  und  T, 
welchem  allein  jene  höchste  Zahl  koexistierender  Phasen  entspricht 

Ist  h  =  n  -f-  1 ,  so  folgt  aus  dem  Gleichungssystem  nach  der 
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Elimination  der  q1^  eine  Beziehung  zwischen  P  und  7',  also  eine 
zusammengehörige  Wertreihe  dieser  Größen.  Ist  A  <  n  +  1 ,  so 
bleiben  P  und  T  beliebig  verfügbar. 

Diese  Resultate  kann  man  sich  so  veranschaulichen,  daß  man 
über  einer  P  7 -Ebene  soviel  Blätter  aufschichtet,  als  Phasen  über- 
haupt möglich  sind,  und  jedes  Blatt  einer  Phase  zuordnet. 

Die  Anzahl  der  überhaupt  möglichen  Phasen,  und  somit  der 
Blätter,  sei  gleich  j,  und  j^n  4*  2,  worin  n  wie  früher  die  Anzahl 
der  Komponenten  bedeutet.  Jede  einzelne  Phase  ist  im  allgemeinen 
in  isoliertem  Zustande  nur  innerhalb  eines  gewissen  Wertbereiches 
von  P  und  7' beständig;  es  wird  also  auf  jedem  Blatt  eine  Fläche 
das  Beständigkeitsbereich  dier  entsprechenden  Phase  darstellen. 

Ein  Bereich,  wo  mehrere,  etwa  h  Phasen  nebeneinander  existieren 
können,  muß  auf  eine  Fläche  fallen,  welche  von  den  Beständigkeits- 
bereichen aller  der  betreffenden  h  Phasen  bedeckt  wird. 

Je  A  =  n  +  2  Phasen  können  nach  dem  Vorstehenden  nur  in 
einem  Punkte  der  PT- Ebene  nebeneinander  bestehen,  den  wir  einen 
(n  +  2)  fachen  Punkt  nennen  wollen.  Ist  j  >  n  -f-  2,  so  giebt  es 
deren  mehrere,  ist  j  =  n  +  2,  so  nur  einen  einzigen.  Je  h  =  n  +  1 
Phasen  können  nebeneinander  nur  längs  einer  Kurve  existieren, 
welche  von  einem  (n  +  2)  fachen  Punkte  ausgehen  und  entweder 
nach  einem  anderen  oder  ins  Unendliche  verlaufen  muß. 

Diese  Kurven  begrenzen  Flächenstücke,  längs  deren  je 
n  Phasen  zusammen  existieren  können,  und  aus  diesen  setzen  sich 
wiederum  Flächenkomplexe  zusammen,  die  dem  Gleichgewichte 
von  je  n—  1,  n  — 2, .  .  .,  schließlich  von  je  einer  Phase  entsprechen. 
Die  übrigen  Bereiche  geben  für  jede  Kombination  labile  oder  un- 
mögliche Zustände. 

Jene  (n  -|-  1) fachen  Kurven  haben  für  die  Theorie  besondere 
Bedeutung,  denn  sie  geben  die  Grenzen  an,  über  welche  hinüber 
die  Umsetzungen  zwischen  den  beiderseits  verschiedenen  Phasen 
stattfinden;  in  den  durch  sie  getrennten  Gebieten  sind  stets  (n—  1) 
Phasen  gleich,  während  eine  verschieden  ist  Die  Umsetzungen 
betreffen  sonach  immer  die  letztere. 

Haben  diese  benachbarten  verschiedenen  Phasen  dieselbe 
Zusammensetzung,  so  kann  eine  Umwandlung  zwischen  ihnen  allein 
stattfinden;  im  anderen  Falle  ändert  sich  dabei  gleichzeitig  auch 
die  Quantität  der  beiderseitig  gleichen  Phasen. 

Für  diese  Umwandlung  läßt  sich  ein  höchst  allgemeiner  Satz 
durch  Anwendung  der  auf  die  Masseneinheit  bezogenen  Gleichung  (9"), 
also  der  Beziehung 
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auf  eine  geschlossene  Kurve  erhalten,  welche  ein  Element  der  Grenz- 
kurve rings  umschlingt.  Die  beiden  Seiten  der  Grenzkurve  mögen 
nach  den  dort  vorhandenen  verschiedenen  Phasen  mit  a  und  ß  be- 
zeichnet, die  Enden  des  Kurvenelementes  durch  die  Wertpaare  Pl ,  Tx 
und  P2,  T2  definiert  werden.  Führt  man  mit  der  Masse  Eins  diesen 
Kreisproceß  aus,  so  erhält  man 

J      t  '  +    i\      J     t:        7\  ' 

wo  (foaß)2  resp.  {(oaß\  die  der  Masseneinheit  zuzuführende  Umwandlungs- 
wärme (  —  {(oaß)2  und  —  (<tfa/j)i  die  sogenannte  Wärmetönung)  für 
den  Ubergang  u  >■  ß  bei  der  Temperatur  Tt  resp.  7\  bezeichnet, 
und  Pa)  resp.  /^A  die  spezifischen  WTärmen  in  absolutem  Maße  für 
die  Zustandsänderungen  längs  der  Grenzkurve  sind. 

Rückt  man  7'3  unendlich  nahe  an  7',,  so  erhält  man 

-  *(¥) 

wo  der  Differentialquotient  längs  der  Grenzkurve  zu  nehmen  ist46) 
Die  in  diesen  Formeln  auftretenden  spezifischen  Wärmen  jHa> 
und  /V>  lassen  sich  näher  bestimmen  mit  Hilfe  der  allgemeinen 
Beziehung  (31"),  die,  auf  die  Masseneinheit  der  Phase  {ce)  oder  [ß) 
angewandt  und  bei  Einführung  der  Bezeichnung  Vj  M  —  vy  lautet 

d,o>  =  rdT=rpdT-  r*9TdP. 

Setzt  man  nämlich  für  dPjdT  den  spezieilen  Wert  ein,  der  der 
Grenzkurve  entspricht,  so  erhält  man  sogleich 

86')  r=rp-  r^,ddy, 

hierin  hat  dv/dT  die  Bedeutung  der  spezifischen  thermischen 
Volumenänderung  bei  konstantem  Druck,  ist  also  bei  festen  und 
flüssigen  Körpern  eine  so  kleine  Größe,  daß  für  letztere  angenähert  r  mit 
dem  durch  Messung  direkt  zu  erhaltenden  rp  zu  vertauschen  ist 

Ist  sonach  r  für  die  eine  Phase,  z.  B.  {a\  bekannt,  und  ist  das 
Gesetz,  welches  Maß  mit  T  verbindet,  gegeben,  so  liefert  die  Glei- 
chung (80)  F  für  die  andere  Phase  (ß).  — 
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Wir  stellen  nunmehr  die  wichtigen  Differentialeigenschaften  zu- 
sammen, welche  das  Potential  Z  besitzt. 
Aus  seiner  Definition 

z  =  f:  +  PF-  TH 

ergiebt  sich  unter  Rücksicht  darauf,  daß  bei  Änderungen,  die  nur  P 
und  T  betreffen, 

dE'+PdV-  TdH  =  0 

ist47); 

Ferner  gilt  aus  demselben  Grunde 

d  IZ\        &+PV  ftß,„. 
bt\t)  =  W~'  öb  > 

Wendet  man  die  letzten  beiden  Formeln  auf  zwei  Zustände  (1) 
und  (2)  desselben  Systemes  an,  welche  gleicher  Temperatur  und 
gleichem  Druck,  aber  verschiedenen  m£>  entsprechen,  so  erhält  man  *H) 

jj-p{Z3  —  %i)  =  V%  —  V\  =  ?u  > 


d  (Zt-  Z^  =  _  {K+PV)t-_{V  +  PV)x  =  _ 


86"") 


d  T\     T     )  'f*  T* 

wo  die  mechanisch  gemessene  Wärmemenge  bezeichnet,  welche 
zur  Überführung  des  Systems  aus  dem  Zustand  (1)  iu  den  Zu- 
stand (2)  bei  konstantem  Druck  und  konstanter  Temperatur  erforder- 
lich ist  — 

Endlich  sei  noch  bemerkt,  daß  die  aus  der  Energiegleichung  (2) 
für  einen  beliebigen  Kreisprozeß  gezogene  Folgerung 

{A)  +  (11)  =  0  87) 

unter  Umstünden  dazu  dienen  kann,  die  Umwandlungswärme  I212 
oder  die  Wärmetönung  —  X213  für  den  direkten  Übergang  aus 
einem  Zustand  (1)  in  einen  Zustand  (2),  die  sich  direkter  Beobach- 
tung entzieht,  aus  dem  Betrag  S2\t  zu  berechnen,  der  bei  der  auf 
Umwegen  bewirkten  Umwandlung  erforderlich  ist.  Denn  da  die 
beiden  Umwandlungen  sich  zu  einem  Kreisprozeß  kombinieren  lassen, 
so  kann  man  die  obige  Formel  schreiben 

Findet  die  Umwandlung  beide  Male  bei  konstantem  Volumen 
statt,  was  sich  leicht  bewirken  läßt,  wenn  die  eine  Komponente  bei 
beiden  Überführungen  gasförmig  ist,  so  gilt  streng 

fl,,-^:  87") 


Di 
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dieselbe  Formel  wird  ah  sehr  nahe  richtig  zu  benutzen  sein,  wenn 
die  Reaktion  in  flüssigem  Zustande  stattfindet,  und  die  sie  begleitende 
Volumenänderung  unbedeutend  ist.  Die  Gleichung  (87")  ist  durch 
eine  große  Zahl  von  Messungen  bestätigt  worden.*9) 

§  13.  Eine  Komponente  in  h  Phasen.    Oleichgewicht  zwischen  ver- 
schiedenen Aggregatzuständen  desselben  Körpers. 

Die  denkbar  einfachste  Anwendung  der  allgemeinen  Resultate 
des  vorigen  Abschnittes  betrifft  den  Fall  eines  Systenies  mit  nur  einer 
Komponente.  Ein  solches  wird  geliefert  durch  eine  Substanz,  die 
bei  verschiedenen  Temperaturen  und  Drucken  verschiedene  Modifi- 
kationen oder  Aggregatzustände  besitzt,  falls  von  diesen  Modifika- 
tionen nur  eine  gasförmig  ist,  und  die  tropf  bartiüssigen  sich  nicht 
mischen. 

Hier  gilt  dann  nach  (84) 

und  die  einzige  Nebenbedingung  hat  die  Form 

=  m,    d.  h.  V£wi<«>  =  0, 
i  i 

woraus  sogleich  folgt 

2(£f»  -A)        =  0,  oder 

Dies  giebt  in  Übereinstimmung  mit  dem  allgemeinen  GiBBs'schen  Satz 
S.  572  als  Bedingung  des  Gleichgewichts  zwischen  verschiedenen 
Phasen  die  Gleichheit  ihrer  Potentiale;  zugleich  nehmen  die  Folge- 
rungen aus  diesem  Satze  wegen  n  =  1  hier  die  spezielle  Form  au, 
daß  mehr  wie  drei  Phasen  niemals,  drei  nur  in  einzelnen  Punkten 
und  zwei  nur  in  einzelnen  Kurven  der  P  T-Ebene  nebeneinander  im 
Gleichgewicht  sein  können. 

Die  S.  573  besprochene  Veranschaulichung  wird  demgemäß  sehr 
einfach.60) 

In  der  P T-Ebene  liegen  je  nacli  Umständen  ein  oder  mehrere 
dreifache  Punkte,  gegeben  durch 

=  = 

für  beliebige  (a),  (ß),  (y);  zwischen  ihnen  oder  von  ihnen  ins  Unend- 
liche erstrecken  sich  die  Doppelkurveu  mit  den  Gleichungen 


Digitized  by  Google 


$  13.    Eine  Komponente  in  h  Phasen.  577 

welche  so  liegen  müssen,  daß  sie  sich  nur  in  den  dreifachen  Punkten 
schneiden,  und  begrenzen  Flächengebiete,  in  denen  nur  je  eine  Phase 
im  Gleichgewicht  verharren  kann.  Wenn  wir  also  jeder  Pha9e  ein 
über  die  P  T-Ebene  gelegtes  Blatt  zuordnen,  so  stellen  nur  die  inner- 
halb dieser  Grenzen  gelegenen  Bereiche  stabile  Gleichgewichtszustände 
dar,  die  darüber  hinausliegendeu  Zustände  labilen  oder  aber  fehlenden 
Gleichgewichts.  Die  Verlängerungen  der  Grenzkurven  über  die  drei- 
fachen Punkte  hinaus  müssen  dann  dem  labilen  Gleichgewicht  zwi- 
schen zwei  labilen  Phasen  entsprechen. 

Man  kann  bei  deu  vorliegenden  einfachen  Verhältnissen  die 
Veranschaulichung  noch  weiter  treiben. 

Man  hebe  an  jeder  Stelle  der  horizontal  gedachten  P  T-Ebene 
das  dort  liegende  Phasenblatt  um  eine  Höhe,  welche  proportional 
ist  mit  dem  Volumen  welches  die  Masseneinheit  der  Phase  bei 
dem  obwaltenden  P  und  T  einnimmt,  dann  erhält  man  statt  ebener 
Blätter  soviel  Oberflächen  von  der  Gleichung 

als  Phasen  vorhanden  sind;  wir  wollen  diese  Flächen  kurz  Phasen  - 
flächen  nennen  und  mit  Fa>  bezeichnen. 

Uber  den  Grenzkurven  £a>  —  £W  errichte  man  vertikale  Cylinder- 
tlächen  C„ß,  so  begrenzen  ihre  Schnittkurven  mit  den  Phasenflächen 
auf  den  letzteren  die  Gebiete  stabilen  Gleichgewichts,  und  die 
zwischen  zwei  Schnittkurveu  liegenden  Teile  der  Cyiinderflächen  Caß 
repräsentieren  die  Zustände  des  Uberganges  von  einer  Phase  zur 
anderen,  während  dessen  die  Substanz  nicht  homogen,  sondern  aus 
zwei  verschiedenen  Phasen  gemischt  ist 

Die  über  die  Grenzkurven  hinausragenden  Teile  der  Flächen 
werden  labile  Gleichgewichtszustände  darstellen. 

Gewisse  Beobachtungen61)  machen  es  nun  wahrscheinlich,  daß 
diese  Flächenstücke  zwischen  den  Thasenblättern  i,(a>  und  /V)  der 
benachbarten  Bereiche  («)  und  (ß)  eine  vollständige  Verbindung  her- 
stellen, die  eben  deshalb  sich  im  allgemeinen  der  erschöpfenden  ex- 
perimentellen Untersuchung  entzieht,  weil  sie  labile  Gleichgewichts- 
zustände enthält.  Diese  Verbindungsstücke  müssen  dann,  wie  die 
unmittelbare  Anschauung  ergiebt,  um  sich  an  zwei  in  verschiedener 
Höhe  liegende  Phasenblätter  stetig  anzuschließen,  S-tormig  gekrümmt 
sein,  also  die  CylinderHäehe  einmal  durchsetzen. 

In  diesem  Falle  wird  eine  Zustandsgieichung  v  =  F(P,  7*)  das 
Verhalten  der  Substanz  in  den  beiden  zusammenhängenden  Phasen 

Voigt,  Theoretibche  Pbyiik.  37 
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darstellen.  Die  Gleichgewichtsbedingung  =  £W  gewinnt  hier  eine 
besonders  einfache  und  anschauliche  Bedeutung. 

Legen  wir  durch  die  Flächen  F  und  C  einen  der  VP-  Ebene 
parallelen  ebenen  Schnitt  T  =  Const.,  so  schneidet  derselbe  die  Ober- 
fläche F  in  der  Nähe  der  Grenzkurve  [aß)  nach  dem  Gesagten  in 
einer  S-förmigen  Kurve,  auf  der  ebenfalls  T  konstant  ist,  die  Cylinder- 
fläche  C  in  einer  vertikalen  Geraden ,  in  der  sowohl  P,  als  T 
sich  nicht  ändert;  diese  Gerade  schneidet  die  genannte  Kurve  in 
drei  Punkten.  Bezeichnen  wir  diese  Punkte  von  unten  nach  oben 
fortschreitend  mit  1),  2),  3),  so  umschließen  beide  Kurven  zwischen 
1)  und  2)  und  zwischen  2)  und  3)  Flächenstücke  fx  und  f%,  deren 
Größen  nach  der  Anschauung  resp.  gegeben  sind  durch 

2  3 

fx-  ±f{p-p1)dv,  r,  =  ±j{pl-P)dv, 

1  2 

wo  P  den  auf  der  gekrümmten  Randkurve  variabeln,  Pl  den  auf 
der  geradlinigen  konstanten  Druck  bezeichnet;  von  den  doppelten 
Vorzeichen  gehören  die  beiden  oberen  oder  die  beiden  unteren  zu- 
sammen. 

Integrieren  wir  die  Energiegleichung 

de  =  Tdi]  -  Pdv 

längs  der  S-förmigen  Kurve,  für  welche  T  konstant,  P  aber  variabel 
ist,  zwischen  den  Grenzen  1)  und  3).  so  ergiebt  sie 

3 

«,-«.=  r(V,-„,)-fPdv; 

1 

hiermit  kombinieren  wir  die  Gleichung  =  ga\  die  sich  ersichtlich 
auf  die  Punkte  1)  und  3)  anwenden  läßt  und  dann  die  Form  an- 
nimmt 

und  erhalten 

3 

f{P-P1)dv  =  0  oder 
i 

2  3 

J{P  -  P,)  dv  =  fiP.-P)  dv    und  somit 

1  2 

/•.-/;• 

Die  Lage  der  Grenzkurven  {aß)  ist  also  dadurch,  daß  sie  die  oben 
definierten  Flächenstücke  gleich  machen  muß,  anschaulich  fest- 
gelegt62) 
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Nachdem  wir  somit  an  der  Hand  der  GiBBs'schen  Phasenregel 
eine  deutliche  Anschauung  von  dem  Verhalten  unseres  speziellen 
materiellen  Systemes  in  dem  P  V  T-Koordinatensysteme  gewonnen 
haben,  wollen  wir  nun  auch  die  weiteren  allgemeinen  Sätze  auf  den 
vorliegenden  speziellen  Fall  tibertragen. 

Die  Gleichung  (86) 

•(-V) 


rv*>  —  /x«) 


df 


gewinnt  bei  unserem  ßeispiel  eine  besonders  einfache  Bedeutung, 
weil  beim  Überschreiten  der  Grenzkurve  {aß)  keine  anderen  Phasen, 
als  eben  («)  und  (ß)  in  Betracht  kommen,  ojaß  also  direkt  die  Um- 
wandlungswärme der  Masseneinheit  aus  dem  Zustand  («)  in  den  Zu- 
stand {ß)  bedeutet. 

Nach  der  zweiten  Fcrmel  (86"')  ist  weiter  in  unserem  Falle 

—  (  ^_~J_)  =  _  88) 

denn  die  Zustände  diesseits  und  jenseits  der  Grenzkurve  entsprechen 
der  gemachten  Voraussetzung,  daß  Druck  und  Temperatur  für  sie 
übereinstimmen. 

Nun  ist  aber  längs  der  Grenzkurve  {a  ß)  die  Beziehung  =  £W 
erfüllt,  daher  ist  die  letztere  Formel  identisch  mit 


sV?"  -  ?"')  •  "j'-  •  88') 

Ferner  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  (86"') 

jpW-W-v.,,  88") 

falls  vaß  =  v^)  —  ita>  die  Änderung  des  spezitischen  Volumens  be- 
zeichnet, welche  den  Ubergang  (a)  ->  (ß)  begleitet. 

Verbindet  man  mit  diesen  Beziehungen  die  Gleichung 


welche  daraus  folgt,  daß  die  Bedingung  £a)  =  £W  für  jede  Stelle  der 
Grenzkurve  gültig  ist,  so  erhält  man  die  überaus  wichtige  Gleichung*8) 

welche  den  Zusammenhang  zwischen  Umwandlungswärme,  Volumen- 
änderung und  dem   für  die  Grenzkurve  {aß)  charakteristischen 

37* 
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Differential  Verhältnis  von  Umwandlungsdruck  und  -temperatur  aus- 
spricht. 

Da  {dTjdP)aß  zugleich  die  Tangente  des  Winkels  ist,  den  in 
der  PT-Ebene  die  Grenzkurve  (aß)  mit  der  P-Axe  einschließt,  so 
giebt  die  Gleichung  (88"')  auch  für  diesen  Winkel  eine  Beziehung. 
Stellt  man  sie  für  die  in  einem  dreifachen  Punkt  (aßy)  zusammen- 
kommenden drei  Kurven  (aß),  (ßy),  (y  ce)  auf  und  berücksichtigt, 
daß  im  dreifachen  Punkt  identisch  sowohl 

88.^  |  vaß+  vßr  +  iva  =  0,  als 

ist,  so  erhält  man  leicht  einfache  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln, 
unter  denen  die  Kurven  von  dem  dreifachen  Punkt  ausgehen,  die 
wir  aber  allgemein  nicht  aufstellen  wollen.  — 

Der  wichtigste  spezielle  Fall,  welcher  sich  auch  zur  experi- 
mentellen Prüfung  der  Resultate  der  vorstehenden  Entwickelungen 
hervorragend  eignet,  ist  derjenige,  daß  die  Phasen  des  Systeme« 
durch  die  verschiedenen  Aggregatzustände  des  betrachteten  Körpers 
geliefert  werden;  in  anderen  Fällen  werden  die  theoretisch  not- 
wendigen Reaktionen  häufig  durch  Widerstände  so  verzögert,  daß 
der  Moment  ihres  Eintrittes  nur  sehr  ungenau  zu  beobachten  ist. 
Die  Phasen  der  drei  Aggregatzustände  seien  durch  die  oberen  Indices 
&  (starr),  f  (flüssig),  d  (dampfförmig)  bezeichnet 

Hier  giebt  es  nur  einen  dreifachen  Punkt,  definiert  durch  die 
Gleichung 

89)  =      =  ; 

von  ihm  aus  gehen  drei  Doppelkurven  («/*),  (f  d),  (ds),  welche  die 
Grenzen  zwischen  den  Gebieten  der  bezüglichen  drei  Phasen  bilden 
und  durch  die  Gleichungen 

89')  ^=Fd), 
definiert  sind,  ins  Unendliche. 

Nach  der  Natur  der  Vorgänge,  welche  die  Übergänge  über  diese 
Kurven  im  Sinne  steigender  Temperatur  bedeuten,  neunt  man  sie 
anschaulich  Schmelzkurve,  Verdampfungskurve,  Sublimier- 
kurve,  und  mit  den  analogen  Namen  bezeichnet  man  die  Bereiche 
auf  den  Cylinderflächen  C,  welche  die  Verbindungen  zwischen  den, 
wie  oben  erörtert,  in  verschiedenen  Höhen  über  der  P  7-Ebene 
liegenden  Phasenblättern  herstellen  und  Übergänge  durch  inhomogene 
Zustände  repräsentieren.  Aualog  bezeichnet  man  ferner  die  reap. 
auf  die  Masseneiuheit  bezogenen  oder  spezifischen  Überführungs- 
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wärmen  (o,n  (ofdl  o)l(1  als  Schmelzuugs-,  Verdampfungs-  und 
Sublimierwärmen;  sie  9ind  Gegenstände  der  exakten  Messung  und 
sind  sämtlich  bei  Übergängen,  die  im  Sinne  der  Reihenfolge  der 
Indices  (*)  >-(/*)  u.  s.  f.  stattfinden,  positiv  gefunden. 

Auch  die  die  Uberführung  begleitenden  Volumenänderungen  der 
Masseneinheit  v,fi  vfd,  v,d  sind  meßbar;  aber  während  die  letzten 
beiden,  im  Sinne  der  Reihenfolge  der  Indices  stattfindend,  sich 
stets  positiv  ergeben,  ist  die  erstere,  die  Volumenänderung  beim 
Schmelzen,  bei  einigen  wenigen  Substanzen,  unter  denen  sich  das 
Wasser  befindet,  negativ.  — 

Was  nun  die  Prüfung  der  oben  abgeleiteten  Gesetze  angeht» 
so  ist  die  in  den  Gleichgewichtsbedingungen  (89')  ausgesprochene 
Thatsache,  daß  ein  Gemisch  von  zwei  Aggregatzuständen,  so  lange 
der  Druck  konstant  ist,  seine  Temperatur  nicht  ändert  und  um- 
gekehrt, vollständig  sichergestellt  und  bildet  eine  Hauptstütze  der 
Theorie. 

Weiter  kann  die  Formel  (86),  angewandt  auf  die  Grenze  zwischen 
der  flüssigen  und  dampfförmigen  Phase,  die  Gelegenheit  zu  einer 
Prüfung  der  Theorie  liefern.6*)    Wir  schreiben  sie 

r*  =  W>  +  r  däT{ "*»)  =  /v,  +  d°«  -  °<A  90) 

und  bemerken,  daß  sie  die  spezifische  Wärme  des  Dampfes  an  der 
Grenzkurve  (f,  d),  d.  h.  des  gesättigten  und  bei  der  Temperatur- 
änderung gesättigt  bleibenden  Dampfes,  aus  der  spezifischen  Wärme 
der  Flüssigkeit  längs  derselben  Kurve  und  aus  dem  Verhalten  der  Ver- 
dampfungswärme zu  berechnen  gestattet  Indessen  ist  eine  direkte 
Beobachtung  der  spezifischen  Wärme  PJ>  und  /Vi  kaum  möglich, 
und  die  Prüfung  der  obigen  Formel  geschieht  deshalb  besser  auf 
einem  indirekten  Wege,  den  wir  weiter  unten  besprechen  werden. 

Eudlich  gestattet  die  Formel  (88"')  eine  sehr  feine  Vergleichung 
mit  der  Wirklichkeit,  denn  sie  enthält  einen  Zusammenhang  zwischen 
drei  der  genauen  Beobachtung  zugänglichen  Größen. 

Auf  den  Uebergang  (f->  d)  und  (*— >-  d)  angewandt  ergiebt  sie 

also,  da  nach  Obigem  hier  sowohl  die  (o  als  die  v  positiv  sind,  für 
d  Pjd  T  positive  Werte,  d.  h.  mit  dem  Druck  wachsende  Verdampfungs- 
uud  Sublimierteinperaturen.  Bei  dem  Ubergang  (s  ->  f)  ist  v  bald 
positiv,  bald  negativ,  daher  liefert  die  Formel 
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unter  Uniständen,  z.  B.  im  Falle  des  Eises,  mit  wachsendem  Druck 
fallende  Schmelztemperaturen.  Die  Beobachtungen  haben  diese 
Resultate  qualitativ  und  quantitativ  vollständig  bestätigt.66) 

Wir  wollen  weiterhin  die  Körper  mit  positivem  vtf  normale,  die 
mit  negativem  anormale  nennen,  bemerken  aber  zugleich,  daß  an 
sich  möglich,  wenn  gleich  noch  nicht  beobachtet,  auch  der  allgemeine 
Fall  ist,  daß  eine  Substanz  sich  bei  gewissen  Temperaturen  normal, 
bei  anderen  anormal  verhält. 

Berücksichtigt  man  die  für  jeden  dreifachen  Punkt  gültigen 
Beziehungen  (88""),  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (90')  und 
(90")  leicht 

diese  noch  strenge  Formel,  der  sich  zwei  ähnliche  zuordnen,  verein- 
facht sich  durch  die  Überlegung,  daß  bei  den  Umständen,  welche 
für  den  dreifachen  Punkt  charakteristisch  sind,  das  spezifische  Vo- 
lumen i/*)  der  dampfförmigen  Phase  vielemale  größer  ist,  als  das- 
jenige der  flüssigen  resp.  festen.  Infolge  dessen  kann  man  sie  näm- 
lich schreiben 


90"") 


und  erhält  damit  einen  Aufschluß  über  die  gegenseitige  Neigung 
der  Kurven  (sd)  und  (fd)  im  dreifachen  Punkt.  — 

Durch  das  oben  Entwickelte  sind  wir  nun  auch  in  den  Stand 
gesetzt,  die  Lage  der  drei  Doppelkurven  deutlich  zu  übersehen. 
Wählen  wir  die  P-Axg  als  Abscissen-,  die  T-Axe  als  Ordinaten- 
axe,  so  steigt  die  Kurve  (fd)  bei  allen  bekannten  Körpern  vom  drei- 
fachen Punkt  aus  nach  rechts  an,  die  Kurve  (ad)  fällt  nach  links 
hin  ab;  die  Kurve  (s,  f)  hingegen  steigt  nach  rechts  hin  nur  bei 
normalen,  sie  fällt  nach  rechts  hin  bei  anormalen  Körpern.  Von 
den  drei  Gebieten  (.?),  (f),  (d)  liegt  (d)  oben  links,  (/)  oben  rechts, 
(*)  unten.  Die  Phasen  Hache  (d)  liegt  hei  allen  Körpern  längs  der 
Grenzkurven  (fd)  und  (sd)  höher  als  die  Phasenfläche  (/*)  resp.  (*), 
aber  längs  der  Grenze  (s,  f)  ist  bei  normalen  Körpern  die  Fläche 
(f\  bei  anormalen  die  Fläche  (s)  die  höhere. 

Folgen  wir  von  dem  dreifachen  Punkt  aus  der  Grenzkurve  (fd), 
so  wird  nach  der  Beobachtung  der  Unterschied  in  Volumen  oder 
Dichte  beider  Phasen  immer  geringer,  der  Höhenunterschied  der  an- 
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grenzenden  PhasenHächen  (/*)  und  (d)  mit  wachsendem  P  und  T 
also  immer  kleiner,  und  für  eine  Reihe  von  Körpern  ist  mit  dem 
Experiment60)  ein  Zustand  erreicht  worden,  wo  die  Dichte  der  flüs- 
sigen und  der  dampfförmigen  Phase  gleich  und  damit  überhaupt 
jeder  Unterschied  zwischen  den  beiden  Phasen  verschwunden  ist; 
diese  Eigentümlichkeit  bleibt  auch  bei  weiter  gesteigertem  P  und  T 
erhalten.  Unter  diesen  Umständen  verläuft  also  die  Grenzkurve  (f  d) 
nicht  ins  Unendliche,  sondern  endigt  in  Wirklichkeit  bei  einem  be- 
stimmten Punkt,  den  man  den  kritischen  Punkt  nennt. 

Da  einem  Wachsen  von  P  und  T  prinzipiell  keine  Grenze  ge- 
setzt werden  kann,  so  darf  man  sich  vorstellen,  daß  die  nach  der 
Seite  wachsender  P  und  T  verlaufende  Kurve  (/' d)  für  alle  Körper 
mit  einem  kritischen  Punkt  der  betrachteten  Art  endigt.  Gleiches 
gilt  von  der  Greuzkurve  (sf)  für  normale  Körper. 

Anders  verhält  es  sich  mit  der  Kurve  (*  d),  die  vom  dreifachen 
Punkte  aus  nach  kleineren  Werten  P  und  T  verläuft;  hier  ist  durch 
die  Werte  P=0  und  T=0,  die  in  Praxis  nicht  zu  überschreiten 
sind,  eine  Begrenzung  der  Kurve  im  Endlichen  gegeben,  und  dem- 
nach ist  ein  diese  Kurve  abschließender  kritischer  Punkt  nur  aus- 
nahmsweise zu  erwarten. 

Ähnliches  wird  für  die  Grenzkurve  {sf)  bei  anormalen  Körpern 
gelten,  wenn  dieselbe  dauernd  und  in  genügendem  Grade  fällt,  um 
die  P-Axe  im  Endlichen  zu  erreichen.  — 

Der  Umstand,  daß  die  Phasenblätter  (/*)  und  (d)  oberhalb  des 
kritischen  Punktes  über  die  Grenze  (f'd)  hinweg  zusammenhängen, 
legt  von  neuem  die  Vorstellung  nahe,  daß  auch  längs  der  ganzen 
übrigen  Strecke  der  Kurve  (fd)  eine  stetige  Verbindung  zwischen 
ihnen  möglich  ist,  welche  homogenen,  aber  instabilen  Zuständen  ent- 
spricht. Ist  diese  Vorstellung  richtig,  so  muß  es  nach  dem  S.  577 
Gesagten  möglich  sein,  das  Verhalten  beider  Phasen  (f)  und  {d) 
durch  ein  einziges  Gesetz  darzustellen. 

Dies  ist  in  einer  bemerkenswerten  Weise  durch  die  van  der 
Waals  sehe  Zustandsgieichung &7)  geleistet,  die  wir  schon  früher  bei- 
läufig benutzt  haben,  die  aber  erst  bei  dem  hier  vorliegenden  Pro- 
blem des  stetigen  Überganges  aus  dem  nüssigen  in  den  gasförmigen 
Zustand  ihre  volle  Bedeutung  erhält.  Daß  man  sie  durch  theo- 
retische Überlegungen  ableiten  kann,  ist  S.  58  u.  f.  gezeigt  worden; 
bei  der  geringen  Strenge,  welche  jene  Entwicklungen  besitzen,  be- 
trachtet man  sie  indessen  besser  als  eine  zur  Darstellung  der  Be- 
obachtungen  gebildete  Interpolationsformel. 

Wir  wollen  sie  jetzt  speziell  auf  die  Masseneinheit  beziehen 
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und  daher  schreiben 

Öl)  (p = 

hierin  bezeichnet  o  das  Volumen  der  Masseneinheit  oder  das  spezi- 
fische Volumen  der  Substanz.  Die  Dimensionen  der  Konstanten 
dieser  Gleichung  sind 

910  [«]  =  m-iPt-2,    [b]  =  m"1/8,    [2T|  =  Pr2u-K 

Die  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  das  spezitische  Volumen  v  vom 
dritten  Grade,  so  daß  sich  also  zu  gegebenem  P  und  T  drei  Wur- 
zeln v  ergeben,  die  unter  gewissen  Voraussetzungen  sämtlich  reell 
sind;  sie  entsprechen  den  S.  578  erwähnten  Schnittpunkten  einer 
Normalen  auf  der  jP7-Ebene  mit  der  Volumenfläche.  Der  kritische 
Punkt  ist  nach  dem  soeben  Entwickelten  dadurch  definiert,  daß  in 
ihm  die  drei  Wurzeln  für  v  zusammenfallen. 

Bezeichnet  man  die  diesem  Punkte  entsprechenden  Werte  der 
Variabein,  welche  man  die  kritischen  nennt,  mit  P,  v,  T,  so  erhält 
man  als  Bedingungen  dafür,  daß  die  Gleichung  (91)  die  Form 
(o  —  u)8  *=  0  annimmt, 

v  =  b  +  — —  ,    3r2  =     ,    vs  —  _  . 

P  P  P 

Hieraus  folgen  die  kritischen  Daten,  durch  die  Konstanten  ausgedrückt: 

»0  »-3*,  ?-=?M-,  r-  8a 


und  umgekehrt  die  Konstanten,  durch  diese  ausgedrückt: 

91")  b  =  ~,  B=SPr. 

Kombiniert  man  mit  der  van  deb  WAALs'schen  Formel  die 
allgemeine  Gleichung  (30")  für  cTQ  bei  Benutzung  der  Unabhängigen 
T  und  /*  die,  auf  die  Masseneinheit  bezogen,  lautet: 

so  erhält  mau  leicht 

92)  <i't»=rvdr+-?-Jidv; 

da  außerdem  die,  ebenso  auf  die  Masseneinheit  bezogene  Formel  für 
die  Arbeit  lautet 

92')  dM  =  -  Pdv , 

so  findet  man 

92")  dt' =  rvdT+$dv. 
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also 

f'  =  c  +  //;rfT-£,  93) 

während  zugleich 

1-*'+/-^  93') 

wird;  c  und  c'  bezeichnen  hierin  Integrationskonstanten.  Das  Po- 
tential £  berechnet  sich  daraus  zu 

>TdT 


;  =  c~c'T+ / rvdr-  rj-^ — ^ - ä77(»-6)  +  /,o 

oder  nach  Elimination  von  P  zu 

£  =  c  -  cT  +JrwdT  -  Tf  ^  -  *±  -  Br(l{v  -  b)  -  -  *  J .  93") 

Da  nach  den  Formeln  (92)  und  (92")  r„  nur  eine  Funktion  von 
T  sein  kann,  so  haben  die  drei  Gleichungen  für  «\  i],  £  die  Formen 

9  =  0,  +  £/(■>-  4),  94  ) 

f  =  0,  _  2(«  _  £ r (/(■  -  4)  -         ,  94") 

in  denen  die  0  Funktionen  von  T  allein  bezeichnen.  Führt  man 
die  durch  die  Beobachtung  nahegelegte  Annahme  ein,  daß  rm  merk- 
lich konstant  ist,  so  lassen  sich  die  drei  Funktionen  0  allgemein 
angeben. 

Aus  der  Formel  (94)  folgt  für  zwei  Zustände  (1)  und  (2),  die 
gleicher  Temperatur  entsprechen, 

«;-'.-«(■  93> 

berücksichtigt  man  die  Gleichung  (2')  der  Energie,  so  erhält  man 
die  zur  Überführung  nötige  Wärmemenge 

an 

Sind  die  Zustände  (1)  und  (2)  mit  den  oben  betrachteten  der  koexistie- 
renden flüssigen  und  dampfförmigen  Phase  identisch,  so  ist  bei  iso- 
thermischer Überführung  auf  dem  Wege  über  lauter  stabile  Zustände 
auch  P  konstant  und  die  letzte  Formel  identisch  mit 

»'<  =  a{;,r,-jäl)  +  pV''' 95"> 


Digitized  by  Google 


580 


Dies  Gesetz  wird  durch  die  Beobachtung  sehr  unvollständig 
bestätigt,  woraus  folgt,  daß  die  van  der  WAALs'sche  Formel  selbst 
nur  angenähert  richtig  sein  kann.5®)  — 

Wir  wollen  nun  einige  der  vorstehenden  Formeln  dadurch  um- 
gestalten, daß  wir  die  Konstanten  a,  b,  B  nach  (91 ")  durch  die 
kritischen  Daten  ausdrücken  und  dann 

96)  f  =  # 

setzen,  also  die  Verhältnisse  von  Druck,  Volumen  und  Temperatur 
zu  den  kritischen  Werten  einfuhren,  welche  man  die  reduzierten 
Größen  dieser  Variabein  nennt 
Wir  erhalten  dann  aus  (91) 

96')  (»+  *,)(3^-l)  =  8#, 

die  reduzierte  Form  der  van  der  WAALs'schen  Formel b9)\  ferner 
aus  (94")  _  _ 

96")         f  - - ^) . 
Diese  Resultate  schreiben  wir  kürzer 

fi{9f*)  =  *>     £  -  ef  -        (y,  *), 
worin  zwar  Qs  noch  der  Substanz  individuelle  Parameter  enthält, 
nicht  aber  /j  und  f2\  die  letzteren  Größen  sind  also  universelle 
Funktionen. 

Hieraus  folgt  einerseits,  daß  in  einem  tc  &  ^-Koordinatensystem 
die  möglichen  Zustände  aller  Körper  durch  die  Punkte  einer  und 
derselben  Oberfläche  fx  (<p,  n)  =  &  dargestellt  werden ;  es  folgt  auch 
andererseits,  daß  die  Grenzkurve,  welche  auf  dieser  Fläche  die  Be- 
reiche labiler  Zustände  gegen  diejenigen  stabiler  Zustände  scheide^ 
für  alle  Körper,  welche  die  Gleichung  (91)  befolgen,  gleich  liegt 
Denn  sie  ist  die  Schnittkurve  der  genannten  Oberfläche  mit  dem 
Cy linder,  dessen  Gleichung  allgemein  £<°>  =  ist,  und  diese 
Gleichung  lautet  in  unserem  Falle 

ist  also  gleichfalls  für  alle  Körper  die  gleiche.  Auch  dies  Resultat 
wird  durch  die  Beobachtung  nur  unvollkommen  bestätigt60) 

Führen  wir  endlich  die  reduzierten  Variabein  in  die  Formel  (95") 
ein,  so  nimmt  dieselbe  die  Gestalt 

96'")  +  ,(,,«)_ 
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an.  In  ihr  hat  die  Klammer  bei  gegebenem  //•  für  alle  Körper  den- 
selben Wert;  (ofd  wird  also  bei  gleichen  reduzierten  Temperaturen 
für  verschiedene  Substanzen  den  Produkten  aus  dem  kritischen  Druck 
und  dem  kritischen  Volumen  proportional  sein. 

$14.  Eine  Komponente  in  h  Phasen.  Eigenschaften  eines  Gemisches 
zweier  koexistierender  Phasen.  Einflufs  der  Oberflächenspannung  in 

der  Grenzfläche. 

Die  Umwandlung  einer  Masse  vou  einer  Phase  [ä)  in  eine 
andere  (ß)  mit  ihr  zusammen  bestehende  findet,  wie  oben  gesagt, 
in  Wirklichkeit  so  statt,  daß  ein  Massenteilchen  nach  dem  anderen 
sprungweise  die  neue  Natur  annimmt,  so  daß  also  während  des 
Uberganges  die  Masse  ein  Gemisch  von  beiden  koexistierenden 
Phasen  bildet  Die  Untersuchung  der  Eigenschaften  eines  solchen 
Gemisches  ist  sonach  gleichwertig  mit  der  Entwicklung  der  Gesetze 
des  Überganges  selbst.61) 

Für  die  Behandlung  des  Ubergangszustandes  sind  die  bisher 
benutzten  Unabhängigen  P  und  T  nicht  mehr  anwendbar,  da  ja  der 
ganze  Zustand  durch  die  Beziehung 

definiert  ist,  welche  P  und  T  miteinander  verbindet  Wir  wählen 
vorläufig  als  Unabhängige  T,  die  Uniwandlungstemperatur,  und  die 
Masse  mW  der  einen  Phase,  welche  dadurch  eine  ausgezeichnete 
Stellung  erhält  Zwischen  ihr  und  der  Masse  m<°>  der  anderen 
Phase  besteht  die  Beziehung 

m<u)  +  m)ß)  =  ]/?  97) 

wobei  M,  die  Gesamtmasse  der  Substanz,  konstant  ist;  mit  dem 
Volumen  V  ist  mW  verbunden  durch  die  Formel 

V  =  m,Q>  vla>  +  m[ft  i?W  =  M v<n>  +  mW  vaß ,  97') 

worin  wie  früher  t/a)  und  vf&  die  spezifischen  Volumina  der  beiden 
Phasen  {a)  und  (ß),  vaß  aber  die  Volumenänderung  i?W  —  t/a)  bei  der 
Umwandlung  in  der  Kichtung  («)—►(/?)  bezeichnet.  vfa)  und  t/#,  also 
auch  vaß,  hängen  bei  dem  betrachteten  Problem  nur  von  der  Tem- 
peratur ab. 

In  den  Variabein   T  und  mW  drückt  sich  unter  Benutzung 
von  (3)  die  zugeführte  Wärmemenge  sehr  einfach  aus.   Schreibt  man 

etil  =  ÜTdT+  £2mflmW, 
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so  sieht  man,  daß  £2T  einer  Erwärmung  ohne  Umwandlung  und  ßm 
einer  Umwandlung  ohne  Temperaturänderung  entspricht 
Es  muß  daher  gelten 

98)  (C  n  =  {m<*  /w  +  mW  rw)  dr+(oaßd  # ; 

die  spezifischen  Wärmen  in  der  Klammer  sind  mit  den  früher  so 
bezeichneten  identisch,  denn  sowohl  die  Phase  (a),  wie  die  Phase  (/?), 
befindet  sich  in  dem  der  Grenzkurve  (aß)  entsprechenden  Zustande. 

Drückt  man  hierin  /"W  mit  Hilfe  der  Gleichung  (86)  aus,  so 
erhält  man  nach  leichter  Umformung 

98')  d  n  =  d  T  +  T  d  y  ^  J , 

wobei,  wie  weiterhin  immer,  bei  einer  Abhängigen  0  der  Aus- 
druck d<l>  das  vollständige  Differential  bezeichnet 

Ferner  folgt  aus  der  Definition  Ü A  =—  Pd  /"unter  Benutzung 
von  (97') 

dA=  -  P  [  M d  r<«>  +  d  (mW-  vaß)  ] 

=  -  PMdd«)-  d{mWPvaß)  +  mWvaßdP, 
oder  unter  Benutzung  der  Beziehung  (88"')  auch 


98") 


mW  ». 


98"')        <TA  =  -  P  Md  t*»>  +  d  T  -  d  (mW  P  vaß\ 

Die  Werte  von  <fß  und  <f^4  können  zur  Bestimmung  der 
Funktionen  E\  H  und  Z  dienen. 

Man  hat  nämlich  zunächst  nach  (2')  wegen  W  —  0 

99)       dE=  m{T*>-  P^.)rfT+  rf[mW(Wa/?  -  P  „„,)], 
also,  falls  C  eine  Konstante  bezeichnet, 

99 )   E'  =  Ä  [c  +  J"(       -  P         rf  7']  +  mW  {(Gaß  -  Pvaß) ; 
ferner  nach  (22) 

99")  dH=  MF«-r+d[  

also,  wenn  C  eine  andere  Konstante  bedeutet, 

endlich  erhält  man  nach  (82)  durch  eine  einfache  Umformung 


Digitized  by  Google 


£  14.    Ein  Gemisch  von  xwei  koexistierenden  Phasen.  580 


z=m[c-ct+Pv*>+  j[r^- pd*af)<iT-  rf^^—j.  99"") 

Daß  Z  hier  wirklich,  wie  Gleichung  (99"")  zeigt,  eine  Funktion 
von  T  allein  und  mit  M  proportional  sein  muß,  ergiebt  sich  durch 
die  Überlegung,  daß  das  allgemeine 

für  die  Grenzkurve  (aß)  wegen  der  dort  geltenden  Bedingung  = 
die  Form 

annehmen  muß,  worin  £  nur  T  enthalten  kann. 

Um  diese  Formeln  anzuwenden,  muß  JP,i/a>,  und  (oaß  oder 
vaß  als  Funktion  von  T  durch  die  Beobachtung  gegeben  sein. 

Ein  besonders  wichtiger  spezieller  Fall  ist  der,  daß  die  Phase  (a) 
flüssig  oder  starr,  die  Phase  (ß)  gasförmig  ist  Hier  kann  man 
nämlich  f<a)  und  »(w>  als  nahezu  von  der  Temperatur  unabhängig, 
also  als  absolut  konstant  betrachten  und  erhält,  indem  man  gleich- 
zeitig (oaß  durch  Anwendung  der  Beziehung  (88"')  eliminiert  und 
mW  nach  (97')  durch  V  ausdrückt,  die  einfacheren  Formeln 


z=  m[c-  c  t+  r«*r(\  -t{rr))  +  *v«»]. 


100) 


Diese  Gleichungen  sind  u.  a.  für  die  Entwickelung  der  Theorie 
der  Dampfmaschine,  die  ja  mit  einem  Gemisch  von  Wasser  und 
Wasserdampf  arbeitet,  von  Wichtigkeit. 

Ferner  gestatten  sie  die  Anwendung  zur  Bestimmung  der  bei 
nicht  umkehrbaren  Vorgängen  eintretenden  Veränderungen,  wozu  iu 
§  8  die  allgemeinen  Regeln  angegeben  sind. 

Beschränken  wir  uns  auf  den  Fall  der  Ausdehnung  ohne  Arbeits- 
und Wärmezufuhr  und  bezeichnen  die  beiden  Grenzzustände  mit 
(1)  und  (2),  so  erhalten  wir,  indem  wir  den  Wert  der  Energie  in 

zf  =  mf(T)  +  r/yi1)  loo') 

abkürzen, 

m[f(t2) -/'(?;)]  =  /;/•(-/;)  -  vj{i\),  100") 

was   1\  aus  gegebenem   7\ ,  J\  und  V%  zu  berechnen  gestattet. 
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während  (97')  den  beiden  Zuständen  zugehörigen  Wert  {m^>\  und 
(miß)\  angiebt.  — 

Wir  wollen  endlieh  noch  die  Wirkung  bestimmen,  die  eine 
adiabatische  umkehrbare  Volumenänderuug  auf  das  Gemisch  ausübt. 

Hierzu  ist  in  der  Formel  (98)  tfil  gleich  Null,  also  auch 

101)  (m<"  r>"»  +  mWrfi)dT+coaßdm(P  =  0 

zu  setzen  und  durch  Benutzung  von  (97')  d  V  an  Stelle  von  d  T 
einzuführen.    Aus  letzterer  Gleichung  folgt 

miß>         d  T  =  d  V-  vaßdm^, 
und  man  erhält  daher  aus  (101)  allgemein 
101')  (m'«'/^-^^/^^^ 

Wir  wollen  uns  nun  auf  den  Fall  beschränken,  daß  nahezu  die 
ganze  Masse  M  sich  in  der  Phase  (ß)  befindet,  also  gasförmig  ist; 
dann  ist  mfa>  =  0,  mW=M  zu  setzen,  und  die  letzte  Gleichung 
liefert 

101")  —    -^lAJ         =  dm{ß\ 

Hierin  überwiegt  das  erste  Glied  des  Nenners  jederzeit  wegen  des 
neben  /V>  stets  großen  Wertes  coaß  weit  das  zweite;  da  dvaßjdl\ 
wie  schon  auf  S.  582  bemerkt,  kleiner  als  Null  ist,  so  hat  der  ganze 
Nenner  einen  negativen  Wert;  man  kann  also  schreiben,  indem 
man  durch  A  eine  Funktion  der  Temperatur  bezeichnet, 

101"')  A*F*dV=  dm^. 

Die  nach  (90)  ausgeführte  Berechnung  hat  r*P>  für  einige 
Flüssigkeiten  und  für  bestimmte  Temperaturen  positiv,  für  andere 
negativ  ergeben.  Berücksichtigt  man,  daß  negatives  dm(ß>  eine 
Kondensation  von  Dampf  angiebt,  so  zeigt  die  letzte  Formel,  daii 
bei  positivem  JH^-1  die  Kondensation  durch  Kompression,  bei 
negativem  durch  Dilatation  bewirkt  werden  muß.  Da  die  Kon- 
densation, wenn  sie  hinreichend  schnell  stattfindet,  zu  einer  Nebel- 
bildung innerhalb  des  in  gesättigtem  Zustande  zunächst  durch- 
sichtigen Dampfes  führt,  so  ist  hierdurch  der  Beobachtung  ein  ein- 
faches Mittel  gegeben,  um  das  Vorzeichen  von  /V>  zu  kontrollieren 
und  mit  dem  aus  der  Berechnung  folgenden  zu  vergleichen.  Diese 
eigentümliche  Prüfung  der  Theorie,  auf  die  schon  S.  581  hingewiesen 
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worden  ist,  hat  zu  einer  .vollständigen  Bestätigung  derselben  ge- 
führt6*). — 

Die  Gesetze  der  Umwandlung  werden  durch  Berücksichtigung 
der  in  der  Grenzfläche  zwischen  den  koexistierenden  Phasen  etwa 
stattfindenden  Oberflächenspannungen  in  einer  bemerkenswerten  und 
im  Anschluß  an  die  Grundformel  (79)  auf  S.  569  leicht  angebbaren 
Weise  modifiziert. 

Da  keine  Beobachtung  bisher  dafür  spricht,  daß  zur  Ver- 
größerung oder  Verkleinerung  der  Grenzfläche  außer  mechanischer 
Arbeit,  die  z.  B.  bei  einer  Deformation  der  Randkurve  der  Fläche 
zu  leisten  wäre,  auch  Wärme  zugeführt  werden  muß,  so  ist  die 
Entropie  von  der  Gestalt  und  Größe  der  betrachteten  Fläche  un- 
abhängig. Setzen  wir  ferner  voraus,  daß  bei  der  Variation  der 
Grenzfläche  äußere  Kräfte  keine  Arbeit  leisten,*  so  enthält  auch  SA 
keinen  auf  die  Grenzfläche  bezüglichen  Teil.  Es  bleibt  also  nur  in  E 
ein  auf  sie  bezügliches  Glied,  welches  als  Energie  der  Grenzfläche 
bezeichnet  werden  kann,  zu  berücksichtigen,  und  von  diesem  ist 
nach  dem  oben  Gesagten  klar,  daß  es  mit  dem  auf  S.  244  einge- 
führten Oberflächenpotential  SaßOaß  identisch  sein  muß;  hierin  be- 
zeichnet oaß  die  Größe  der  Grenzfläche  zwischen  den  Phasen  (a) 
und  (ß),  Saß  die  in  ihr  wirkende  Oberflächenspannung,  welche  als 
der  Kombination  der  Körper  (te)  und  [ß)  bei  gegebener  Temperatur 
individuell  betrachtet  werdeu  kann. 

Wir  erhalten  sonach  als  Potential  Z  der  beiden  koexistierenden 
Phasen 

Z  =  m<«>  £<•>  +  m&  $ß)  +  Saß  oaß.  102) 

Für  die  Anwendung  dieses  Ausdruckes  wollen  wir  uns  spezieil 
vorstellen,  daß  die  Phase  {a)  außer  durch  die  Oberfläche  (ctß)  nur 
noch  durch  starre  Wände  begrenzt  wird;  fehlen  solche,  so  muß 
sie  hiernach  rings  von  (ß)  umgeben  sein.  Die  äußere  Begrenzung 
der  Phase  iß)  mag  entweder  konstante  Größe  besitzen  oder  von 
Oberflächenspannung  frei  sein. 

Bei  der  Variation  ist  dann  zu  benutzen,  daß 

und  daß  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze  zugleich 

dmta  =Qia)  f  doaßÖv 
und  102) 
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ist,  wobei  Öv  die  normale  Verschiebung  der  Grenzfläche  an  der 
Stelle  des  Elementes  d  oaß  nach  der  Seite  der  Phase  (ß),  und  ,  /?, 
die  Hauptkrümmungsradien  ebenda  und  analog  gerechnet  bezeichnen. 

Wirken  körperliche  Kräfte  nicht,  so  ist  nach  S.  247  (1  /P,  + 1  jBt) 
längs  der  ganzen  Grenze  konstant,  und  es  folgt  daher  aus  (102') 

102")  Sri«)  \±-  +  -jL)  +  öoaß=0; 

die  Variation  der  Gleichung  (102)  führt  somit  auf  die  Formel 

102'")  o<-  (;-->  -      -  snß  (  V  +  y -)  =  o , 

welche  bei  Berücksichtigung  der  Oberflächenspannung  an  Stelle  von 
£<«)  _  tritt. 

Die  weitere  Entwicklung  der  Tlieorie  erfordert  die  Aufstellung 
der  Potentialwerte  £  für  die  beiden  Phasen,  ist  also  nur  unter 
speziellen  Voraussetzungen  möglich. 

Wir  wollen  uns  auf  die  Betrachtung  des  speziellen  Falles  be- 
schränken, daß  die  Phase  (a)  durch  eine  Flüssigkeit,  (ß)  durch  ihren 
Dampf  gebildet  wird,  und  die  Formel  (94")  für  £  benutzen  unter 
der  Annahme,  daß  die  Dichten  der  beiden  Phasen  bei  der  vor- 
liegenden Temperatur  sehr  verschieden  sind. 

In  dem  Ausdrucke  für  die  flüssige  Phase  können  wir  dann  v, 
wie  S.  589,  als  konstant  betrachten  und  schreibeu 

103)  £'«>=        +  iV«>, 

worin  0ia)  eine  Funktion  von  x  oder  T  allein  bezeichnet;  in  dem 
für  die  gasförmige  können  wir  v  als  sehr  groß  neben  a  und  b  an- 
sehen und  in  analoger  Bezeichnung  schreiben 

103')  =  m  -  B  Tl{&ß>)  +  P»1*. 

Es  gilt  sonach,  da  auch  (/«'v<«)  =  1  ist, 

los-)   er  +  p(^f)  +    «,*)-*,(;- + -l) . 

Vernachlässigt  man  noch  w"'«)  neben  u'^1  und  läßt  den  Dampf  an- 
genähert das  BoYLE-MAiiioTTK'sche  Gesetz  befolgen,  setzt  also 

pv<ß)  =  ßT, 

so  hat  man  schließlich,  wenn  Q  eine  neue  Funktion  von  T  bezeichnet, 
103")  e.«rl{p)_Sm/^_  +  ^y 

Differentiiert  man  dies  bei  konstantem  T  nacli  P,  so  muß  sich  der 
Ausdruck  in  der  Klammer  rechts  ändern,  und  es  folgt 
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Diese  merkwürdige  Formel  ergiebt,  wie  der  Sättigungsdruck  bei 
konstanter  Temperatur  mit  der  mittleren  Krümmung  der  Grenzfläche 
variiert,  welche  den  Dampf  gegen  die  Flüssigkeit  scheidet.63). 


§15.   {n  +  1)  Komponenten  in  einer  Phase.    Dissociation  der  Oase 

und  Lösungen. 

Nach  Gleichung  (83)  kann  zwar  für  das  thermodynamische  Po- 
tential Z  jederzeit  der  Ansatz  gemacht  werden 

I  Je 

aber  nur  in  ganz  speziellen  Fällen,  von  denen  einer  im  vorigen 
Abschnitt  behandelt  ist,  sind  die  Koeffizienten  £^  allein  von  P  und 
Tf  nicht  aber  auch  vom  Verhältnis  der  Massen  m(k  abhängig.  Der 
{Allgemeinere  Fall  bietet  stets  erhebliche  Schwierigkeiten,  und  nur  bei 
wenigen  Beispielen  ist  bisher  die  vollständige  Bestimmung  der  Po- 
tentiale ±k  möglich  gewesen.  Eines  von  diesen  liefert  der  Fall,  daß 
die  Komponenten  (A)  einer  Phase  die  Eigenschaft  besitzen,  in  den 
Ansätzen  für  Energie  und  Volumen,  welche  hier  aus  (81)  und  (81') 
folgen,  nämlich  in  den  Formeln 

e  =  2£jtm*>  v  =  104) 

für  tl  und  vk  Funktionen  von  P  und  T  allein  zu  geben,  während 
über  die  Koeffizienten  t}k  in  der  Formel 

H=^rjkmk  104) 

nichts  ausgesagt  wird. 

Dieser  Fall  ist  physikalisch  dadurch  charakterisiert,  daß  die 
Vereinigung  der  Komponenten  (Zt)  zu  dem  betrachteten  System  bei 
konstantem  P  und  T  weder  von  einer  Volumenänderung  begleitet 
ist,  noch  Wärme-  oder  Arbeitsaufwand  erfordert.  Denn  vkmk  ist 
nach  der  gemachten  Annahme  das  Volumen  Fk,  welches  die  Masse 
mk  der  Komponente  (ä),  bei  gleichem  Druck  und  gleicher  Temperatur 
für  sich  allein  vorhanden,  einnehmen  würde,  und  r=2'*5  €*m* 
ist  die  entsprechende  Energie  Ei,  und  £"  =  ^Ek. 

Voiot,  Th«*oreti*chc  Physik.  38 
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Für  die  Entropie  erhalten  wir  aus  der  Energiegleichung  unter 
Benutzung  der  Ansätze  (104)  und  (104')  die  Bedingung 

^mkd,lk=^™*(dek  +  Pdvb), 

worin  die  Differentiale  sich  auf  P  und  T  allein  beziehen.  Da  die 
mk  vollkommen  willkürlich  sind,  kann  man  hieraus  schließen 

dijk  =  ^{del  +  Pdvk)  für  k  =  1,2, ...  n  +  1  . 

Hier  stellt  der  Ausdruck  rechts  das  Differential  der  Entropie  i?° 
der  Volumeneiuheit  der  Komponente  (A)  dar,  wenn  dieselbe  allein 
vorhanden  ist,  und  hängt  nur  von  P  und  T  ab.  Da  aber  rik  außer 
diesen  Argumenten  noch  die  Verhältnisse  der  Massen  mk  enthält,  so 
folgt  durch  Integration 

104")  + 

worin  Mk  eine  Funktion  der  mk  allein  ist.  Die  gesuchte  Größe  i?k 
unterscheidet  sich  also  von  der  Entropie  f/°  der  Masseneinheit  der 
Komponente  (ä)  bei  den  Werten  P  und  T,  denen  das  ganze  System 
ausgesetzt  ist,  nur  durch  eine  von  P  und  T  unabhängige  Größe.64) 
Führt  man  das  Resultat  (104")  in  den  Ausdruck 

tk  -  Tr}k  +  Pvk  =  & 

für  das  thermodynamische  Potential  der  Masseneinheit  der  Kompo- 
nente (ä)  ein  und  kürzt  ab 

wo  dann  $  das  Potential  bei  Abwesenheit  der  übrigen  Komponenten 
angiebt,  so  erhält  man 

104"')  &  =  3-  TMk  , 

diese  Formel  läßt  den  Einfluß  der  Mischung  mit  anderen  Kompo- 
nenten auf  den  Wert  des  Potentiales  deutlich  hervortreten. 

Über  die  Funktionen  Mk  läßt  sich  ohne  Zuhilfenahme  von  neuen 
experimentell  festgestellten  Thatsachen  oder  neuen  Hypothesen  nur 
soviel  sagen,  daß  Mk  eine  Funktion  der  n-Argumente 

m0  n\  mA  mk-\  '\ 
m,  '  m,  1  m,  '  w,    '     m,    7  m, 

k         k         k  k  k  k 

sein  muß,  welche  sich  auf  eine  Konstante  reduziert,  wenn  deren 
Zähler  verschwinden;  da  in  rj°k  schon  eine  willkürliche  Konstante 
enthalten  ist,  so  kann  man  jene  zweite  beliebig  gleich  Null  setzen. 
In  dem  speziellen  Fall,  daß  eines  der  mv  z.  B.  wi0,  alle  anderen 
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sehr  weit  übertrifft,  ist  allerdings  für  M0  sogleich  der  Ansatz  zu 
bilden 

K--^''"»  104"") 

in  welchem  die  ch  Konstanten  bezeichnen;  aber  sowohl  die  übrigen 
Mk,  als  auch  der  Wert  von  M0  im  allgemeinen  Falle  sind  zunächst 
unbekannt 

Ein  Weg  zu  ihrer  Bestimmung  ist  geboten,  wenn  man  die  Ver- 
einigung der  Komponenten  zu  dem  Geraisch  auf  umkehrbarem  Wege 
isotherm  zu  vollziehen  und  die  dabei  eintretende  Energieänderung 
Et  —  Ev  wie  die  dabei  aufzuwendende  Arbeit  Al2  zu  bestimmen  ver- 
mag. Dann  gilt  nämlich  allgemein,  weil  Hx=^itlmk,  //2  =  2'4mk  *st> 

Ei  -  E\  -  Ax%  =  T(fl2  -  Hx)  =  T^Mkmki  105) 

woraus  der  Wert  des  einzelnen  Mk  zu  entnehmen  ist  Da  wir  hier 
aber  nur  Fälle  betrachten,  bei  welchen  die  Energie  sich  bei  der  Ver- 
einigung der  Komponenten  nicht  ändert,  so  haben  wir  noch  einfacher 

Wir  wenden  diese  Formel  auf  ein  Gemisch  von  idealen 
Gasen  an,  welches  den  auf  S.  503  gemachten  Voraussetzungen  ge- 
nügt, denken  also  alle  Komponenten  (A)  anfänglich  bei  gleichem  P 
und  T  in  getrennten  Behältern  von  den  Volumina  Vk  =  mkvk,  für 
welche  ^fk  =  f  ist,  befindlich  und  diese  Behälter  dann  in  Kom- 
munikation gesetzt  Daß  bei  der  Vereinigung  mit  P  und  T  auch  V, 
oder  umgekehrt  mit  V  und  T  auch  P  ungeändert  bleibt,  können  wir 
dahin  deuten,  daß  jedes  Gas  bei  seiner  Ausbreitung  durch  das  Volumen 
V  einen  Partialdruck  pk  von  einer  solchen  Größe  erreicht,  daß  die 
Summe  über  alle  Partialdrucke 

2ft  =  P.  106) 
d.  h.  gleich  dem  Anfangsdruck  ist;  dies  von  Dalton  angegebene 
Gesetz  ist  bereits  S.  58  erwähnt  worden. 

Die  so  verlaufende  Vereinigung  ist  indessen  nicht  umkehrbar. 
Umkehrbar  kann  sie  vollzogen  werden,  indem  man  zunächst  zwei 
Gase  (a)  und  (b)  in  einen  Cylinder  bringt,  der  in  zwei  Abschnitte 
von  den  Größen  Va  und  Vh  durch  zwei  aufeinander  liegende  Schirme 
geschieden  ist,  von  denen  der  dem  Gas  (a)  zugewandte  nur  für 
(a),  nicht  aber  für  (£),  der  dem  Gas  (b)  zugewandte  nur  für  (b\  nicht 
aber  für  (a)  durchlässig  ist,  so  daß  die  Kombination  beider  sowohl 
(a)  als  (b)  den  Durchgang  verbietet 

H  a  1  b  d  u  r c  h  1  ä  s  s  i  g  e  Schirme  von  genau  solcher  Eigenschaft 

38* 
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sind  zwar  in  der  Natur  nicht  vorhanden,  wohl  aber  von  so  weit 
ähnlicher,  daß  die  Annahme  keine  physische  Unmöglichkeit  ent- 
halten dürfte.66) 

Beide  Schirme  müssen,  falls  ihr  Querschnitt  gleich  Q  ist,  mit 
einer  Kraft  K  =  QP  gehalten  werden,  um  in  Ruhe  zu  bleiben. 

Nun  lasse  man  beide  Gase  sich  ausdehnen,  indem  man  die  auf 
die  Schirme  wirkende  Kraft  jederzeit  unendlich  wenig  geringer  sein 
läßt,  als  die  Resultierende  des  auf  sie  wirkenden  Druckes;  die 
Schirme  werden  dann  in  der  Richtung  des  von  den  resp.  Gasen  auf 
sie  ausgeübten  Druckes  sich  verschieben.  Wenn  sie  auf  ihrer  Be- 
wegung die  Enden  des  Cylinders  erreicht  haben,  ist  die  Vereinigung 
auf  umkehrbarem  Wege  bewirkt,  denn  sie  läßt  sich  durch  den  ent- 
gegengesetzt gleichen  Arbeitsaufwand  rückgängig  machen. 

Jedes  der  beiden  Gase  befolgt  bei  diesem  Prozeß  das  Boyle- 
GaY  LussAc'sche  Gesetz;  es  gilt  sonach  für  nur  zwei  Komponenten 
r  v 

A\2  «  -/ PadK  -  f  Phdrb  =  -  t{  +  Bbmbl(J~^9 

was  sich  für  deren  (n+  1)  sogleich  erweitern  läßt  zu 
106') 

Nun  ist  aber  gleichzeitig 

FPk  =  mk  Bk  T   und    Vk  P  =  mkBk  T, 

oder  unter  Berücksichtigung  von  (106), 

VP^T^m.B.    und  FkP=mkBkT; 

führt  man  dies  in  (106')  ein,  so  erhält  man  sofort 

106")  41-  +  7S«,Äl/(^-), 

und  wegen  (105)  als  schließliches  Resultat: 

106")  Mk=-Bkl (^J-)  =  -  Bkl(N,) , 

worin  Nk  eine  neue  Bezeichnung  ist. 

Für  ideale  Gase  gilt  somit60)  nach  (104")  und  (104"; 

107)  >lk  =  >ß  -  Bkl(Nk) , 

und 

107')  ;k  =  ;t  +  BbTl{Kk). 

Für  die  weitere  Entwicklung  wirkt  vereinfachend  die  Avo- 
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OADBo'sche  Regel,  nach  welcher  bei  gleichem  Druck  jP'  und  gleicher 
Temperatur  7",  denen  die  Dichte  Qk  entspricht,  gleiche  Volumina 
verschiedener  Gase  gleiche  Anzahlen  vk  von  GrammmolekUlen  fnk 
enthalten,  nach  welcher  also  unter  den  genannten  Umständen 

*;  =  <>;/<u*  los) 

für  alle  Gase  gleich  ist  Denn  da  nach  dem  Boyle-Gay  Lüssac'- 
schen  Gesetz 

1       B.  T 


k 


ist,  so  ergiebt  sich 

^--'JT,  108') 

und  die  obige  Regel  sagt  aus,  daß 

fikBk  =  Ü  108") 

eine  universelle  Konstante  sein  muß. 

Benutzt  man  dies  und  beachtet,  daß  bei  Einführung  der  effek- 
tiven Anzahl  vk  der  vorhandenen  Grammmoleküle  der  Komponente  (ä) 

mk  -  Hvk  109) 

ist,  so  kann  man  in  dem  Wert  des  Gesamtpotentiales 

Z=^mk[$  +  BkTl{Nk)]  109) 


auch 


yv.  =  J>-  io9") 
2>, 


setzen,  oder  bei  Einführung  der  Bezeichnung 

1*3  =  Sk  109"') 

schreiben 

Z=2"*&+  ÄT/f^VJ].  109"") 

Hierin  stellt  der  Faktor  von  vk  das  Potential  für  ein  Grammmolekül 
der  Komponente  (A)  dar;  Nk  kann  als  die  Konzentration  des  Ge- 
misches in  Bezug  auf  die  Komponente  (Ä)  bezeichnet  werden. 

Die  vorstehenden  Resultate  sind  zwar  zunächst  nur  für  ideale 
Gase  abgeleitet,  besitzen  jedoch  eine  erheblich  allgemeinere  Gültig- 
keit. Denn  da  die  Funktionen  Mk  von  Druck  und  Temperatur 
unabhängig  sind,  so  ist  es  gleichgültig,  bei  welchen  Werten  dieser 
Größen  der  für  ihre  Ableitung  vorausgesetzte  Vorgang,  nämlich 
die  auf  umkehrbarem  Wege  stattfindende  Vereinigung,  sich  abspielt 
Hieraus  folgt  dann  sogleich,  daß  die  erhaltenen  Mk  für  jedes  System 
von  (n  -j-  1)  Komponenten  in  einer  Phase  anwendbar  sind,  welches 
sich  durch  Veränderung  von  Temperatur  und  Druck  in  den  Zustand 


Digitized  by  Google 


598  III.  Teil.    Wärmelehre.    II.  Kap. 

eines  idealen  Gases  überführen  läßt,  ohne  dabei  chemische  Umsetzungen 
zu  erfahren.67)  Einen  solchen  allgemeinen  Fall  können  wir  daher 
weiterhin  zunächst  voraussetzen.  — 

Nun  mögen  mit  wechselnden  P  und  T  zwischen  den  Kompo- 
nenten Umsetzungen  derartig  stattfinden,  daß 

110)  8vh  =  luk 

ist,  wobei  k  eine  Konstante  und  ak  eine  ganze,  positive  oder  nega- 
tive Zahl,  im  speziellen  auch  Null  bedeutet 

Zerfallen  z.  B.  a0  Moleküle  p0,  und  bilden  sich  aus  ihren  Pro- 
dukten cf1?  ce2  ...  Moleküle  filt  p2  .  .  .,  —  ein  Vorgang,  den  man 
eine  einfache  Dissociation  der  Komponente  (0)  nennt  —  so  ist 

110  )        dv0  =  —  Xa0  ,    Svl  =  +       ,    6v%  =  -f-  ka2  .  .  . 

zu  setzen.  Ähnlich  bei  simultanen  Dissociationen ,  wo  mehrere 
Molekülarten  gleichzeitig  zerfallen  müssen,  um  das  Material  für  die 
Neubildungen  zu  liefem. 

Anders  dagegen  bei  den  stufenweisen  Dissociationen,  wo  die 
Zersetzungsprodukte  zum  Teil  in  dieser  Gestalt  fortbestehen,  zum 
Teil  weiter  zerfallen.  Hier  wird  für  jede  neue  Zerfällung  eine  neue 
Formel  der  obigen  Art  mit  willkürlichem  Faktor  und  gegebenem  uk 
aufzustellen  sein;  z.  B. 

110")  <Vn  =  ;.Vk,    rf"vk  =  /."«*,  ... 

Da  aber  jede  dieser  Gleichungen  in  derselben  Weise  zu  verwerten 
ist,  wie  die  erste,  so  genügt  es,  diese  weiter  zu  verfolgen. 

Die  Gleichgewichtsgleichung  (84')  nimmt  nach  (109"")  die  Form  an 

oder 

was  wir  durch  die  Bezeichnung 
abkürzen  in 

111")  K={\(jY«u). 

Hier  steht  rechts  eine  Funktion  allein  der  Argumeutreihen 
vk  und  ak,  deren  erste  die  Zusammensetzung  des  betrachteten  Sy- 
stemes  und  deren  letzte  die  stattfindenden  Umsetzungen  charakteri- 
siert, links  eine  Funktion  von  Druck  und  Temperatur  allein. 

Unterscheidet  man  unter  den  ak  die  positiven  und  die  negativen, 
welche  sich  bildenden  und  zerfallenden  Verbindungen  entsprechen,  durch 
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die  lndices  als  ap  und  —  an,  so  nimmt  die  letzte  Gleichung  die 
Form  an 

II  yap 

K=  — III") 

in  welcher  sie  als  das  Güldukrg-  uud^  WAAGifsche  Gesetz  der 
Massenwirkung08)  bezeichnet  wird.  Sie  giebt  eine  Heziehung  an, 
welche  im  Zustand  des  Gleichgewichtes  bei  ungeändertem  P  und  T 
bei  beliebig  geänderten  Massenverhältnissen  zwischen  den  bez.  Kon- 
zentrationen jVk  bestehen  muß.  Die  Funktion  K  heißt  der  Gl  eich - 
gewichtskoeffizient;  seine  Abhängigkeit  von  P  und  T  ist  nicht 
ein  für  allemal  angebbar,  doch  kann  man  über  seine  Natur  einiges 
ganz  allgemein  behaupteu.  — 

Die  kleinstmögliche  Anzahl  von  unzerlegten  Molekülen,  welche 
zur  Ausführung  der  gedachten  Umwandlung  nötig  sind,  (bei  der  ein- 
fachen Dissociation  also  ct0  von  der  Gattung  /i0),  wollen  wir  eine 
Molekülgruppe,  und  den  Zustand,  in  welchem  sie  unzerlegt  sind, 
den  Zustand  (1)  nennen.  Nach  vollständiger  Umwandlung  soll  die 
Gruppe  den  Zustand  (2)  erreicht  haben. 

Dann  läßt  sich  die  in  (111)  links  stehende  Funktion  auffassen 
als  die  Differenz  der  Werte  der  auf  die  einzelne  Gruppe  bezogenen 
Funktion  Z,  die  wir  in  dieser  Bedeutung  durch  Z'  bezeichnen 
wollen,  in  dem  Zustand  (1)  und  (2);  denn  die  positiven  uk  entsprechen 
den  neugebildeten,  die  negativen  den  zerfallenen  Molekülen.  Die 
Gleichung  (111)  ist  dann  identisch  mit 

zj  -  z;  =  0. 

Wendet  man  hierauf  die  Formeln  (86  ")  an,  so  erhält  man  leicht 

A  (ZJ-  Z[)  =  +  v\t,  112) 

7Z;)  =  -'y- 

in  denen  i'*ia  die  Volumenvergrößerung  bezeichnet,  welche  die 
Grammmoleküle  der  Gruppe  bei  der  Umwandlung  (l)->(2)  erfahren, 
ro\2  die  zur  Umwandlung  nötige  Wärmezufuhr. 

Nach  der  Bedeutung  von  Z\  —  Z\  giebt  dies  aber  sogleich 

fl4 (2 & «.)-+«-;,.  /*.  (s i ' -n 

oder  unter  Berücksichtigung  von  (111')  auch 

dl>   ~     irr1     v  T  } 


S 

d 
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wodurch  zwei  wichtige  Eigenschaften  der  Funktion  K  ausge- 
sprochen sind. 

Die  letzte  Formel  führt  den  Namen  des  vas't  HoFF'schen 
Gesetzes. 69)  — 

Nach  diesen  allgemeinen  Entwickelungen  kehren  wir  wieder  zu 
dem  speziellen  Falle  zurück,  von  dessen  Betrachtung  wir  ausge- 
gangen waren,  und  nehmen  an,  daß  das  System  ein  Gemisch  idealer 
Gase  sei. 

Hier  lassen  sich  die  Funktionen  £°  sogleich  vollständig  angeben ; 
man  erhält  sie  aus  der  Gleichung  (93"),  welche  unter  Voraussetzung 
des  van  der  WAALs'schen  Gesetzes  abgeleitet  war,  indem  man  darin 
aaÄ  =  0  und  rv  konstant  nimmt  Um  die  Indices  nicht  zu  häufen, 
wollen  wir  weiterhin 

113)  rv=rr  r  =  r 

setzen.    Dann  ergiebt  sich  zunächst 

113  )  3  =  ck  -  kk  T  -  rk  Tl(T)  -  Bk  Tl[yk), 

worin  ck  und      Konstanten  bezeichnen,  oder,  bei  Einführung  von 

passender  in  P  und  T  allein  ausgedrückt, 

1 1 3")  &  =  ck-  kl  T  -  /y  77(  T)  +  Bk  Tl{P). 

Hieraus  folgt  nach  (109"')  bei  Einführung  anderer  Konstanten  h 
und  i  sogleich 

1 13"')  £k  =  pk&  =  hk-ik  T  -  yl 77(7^  +  R  Tl(P), 

wobei  yl=  fikIk  die  Molekularwärme  der  Komponente  (k)  bei 
konstantem  Druck  bezeichnet 

Setzt  man  dies  Resultat  in  die  Grundformel  (111)  ein  und 
kürzt  ab 

"«)       i2«.*»--1A  i2«v.-W>  jSvi-c. 

so  erhält  man70) 

1 14')  £*  J  T°'  =  U  [(Nk  P)«*]  =  n 

Nun  ist  aber 

also  liefert  die  obige  Formel 

i_ 

114")  ATDrc  =  X\{9«u), 

wo  B  eine  neue  Konstante  und 
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R 

ist,  unter  yk  die  Molekularwärme  bei  konstantem  Volumen  ver- 
standen. 

Benutzt  man  noch,  daß  die  Atomwärme  eines  Elementes  an- 
scheinend in  allen  Verbindungen  sich  gleich  bleibt,  so  ist  C  =  0, 
und  die  letzte  Formel  wird  zu 

i 

atl  =  n  (*£*)•  ii4"') 

Giebt  man  dieser  Formel  die  mit  (111"')  verwandte  Gestalt 

Ö=tH  115) 

so  ist  hier  0  eine  Funktion  der  Temperatur  allein. 

Diese  Formel  ist  für  die  Vergleichung  der  Theorie  mit  der 
Beobachtung  von  besonderer  Wichtigkeit,  da  die  Partialdichten  gk 
sich  relativ  leicht  bestimmen  lassen. 

Hierzu  dient  außer  der  Definition  der  beobachtbaren  Gesamtdichte 


2e*  H5') 


und  der  Gleichung  des  BorLE'schen  Gesetzes  in  der  Form 

noch  das  System  von  Formeln,  welches  ausdrückt,  daß  die  Um- 
setzung glatt  aufgehen  muß,  wenn  nicht,  wie  hier  ausgeschlossen 
sein  mag,  eines  der  Dissociationsprodukte  von  vornherein  im  Über- 
schuß _vorhanden  ist,  nämlich 

=  115"') 

die  Formeln  (115)  bis  (115")  geben  zusammen  (b+  1)  Gleichungen, 
die  zu  der  gewünschten  Operation  ausreichen. 

Die  Beobachtungen  auch  an  Dämpfen,  welche  von  dem  Zustand 
der  idealen  Gase  ziemlich  weit  entfernt  sind,  haben  die  vorstehenden 
Resultate  der  Theorie  sehr  befriedigend  bestätigt  — 

Außer  auf  Gemische  von  idealen  Gasen  gestatten  die  obigen 
Formeln  noch  die  Anwendung  auf  sehr  verdünnte  Lösungen,  welche 
die  ersten  der  vorstehend  eingeführten  Voraussetzungen  erfüllen,  da 
die  Beobachtungen  gezeigt  haben,  daß  von  einem  gewissen  Verdün- 
nungsgrade an  der  Zusatz  von  Substanz  gleicher  Temperatur  weder 
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eine  Kontraktion,  noch  eine  Wärmetönung  bewirkt  Demgemäß 
sind  für  sie  jedenfalls  die  Formeln  (104")  und  (104"')  zu  benutzen, 
und  ist  dalier 

116)  Vk=V°u  +  Mk,  Zk=$-TMk 

zu  setzen. 

Auch  die  auf  S.  596  u.  f.  durchgeführte  Bestimmung  der  Funk- 
tionen Mk  würde  anwendbar  bleibeu,  wenn  man  die  Lösung  in  den 
idealen  Gaszustand  bringen  könnte,  ohne  daß  hierbei  chemische 
Veränderungen  einträten.  Dies  ist  indessen  in  hohem  Grade  un- 
wahrscheinlich, und  daher  ist  die  Übertragung  der  Werte  (106"') 
für  die  Mk  auf  unseren  Fall  nicht  unbedenklich. 

Nimmt  man  sie  als  richtig  au,  so  werden  durch  den  Umstand, 
daß  in  den  zu  betrachtenden  Lösungen  die  Masse  des  Lösungsmittels 
diejenigen  der  gelösten  Substanzen  sehr  übertrifft,  die  Ausdrücke, 
welche  oben  für  die  Funktionen  Mk  abgeleitet  sind,  einigermaßen 
vereinfacht. 

Bezeichnet  man  nämlich  das  Lösungsmittel  durch  den  Index  (0), 
die  gelösten  Substanzen  durch  die  Indices  h  =  1,  2,  .  .  .  n,  so  folgt 
aus  (106"')  leicht  in  erster  Annäherung 

116]  C0M.=  ^^,  AM.--Ä/(j*). 

Da  außerdem  das  Lösungsmittel  an  den  Umsetzungen,  die  inner- 
halb der  Lösung  stattfinden,  nicht  beteiligt  ist,  so  ist  in  der  For- 
mel (111)  a0=0,  und  iV0  fällt  dadurch  gänzlich  aus  ihr  heraus 
Im  übrigen  finden  sich  die  Schlußformeln  für  die  in  der  Lösung 
stattfindenden  Veränderungen,  z.  B.  Dissociationen,  genau  wie  oben 
für  Gase  gezeigt  ist. 71) 


§  16.  Zwei  Phasen  mit  mehreren  Komponenten,  deren  eine  beiden 
Phasen  gemeinsam  ist   Siede-  und  Gefrierpunkte  von  Lösungen;  der 

osmotische  Druck. 

Außer  den  in  den  vorigen  beiden  Paragraphen  behandelten  ex- 
tremen Fällen  nur  einer  Komponente  oder  nur  einer  Phase  haben 
bisher  nur  wenige  eine  vollständige  Durchführung  und  eine  Ver- 
gleichung  mit  der  Beobachtung  gefunden.  Die  Schwierigkeit  für  die 
Theorie  liegt  jederzeit  in  der  Aufstellung  der  Potentialwerte 
welche  meist  nur  auf  Grund  des  Experimentes  und  dann  nur  in 
Form  mehr  oder  weniger  unbequemer  Interpolationsformeln  möglich 
ist;  dabei  kann  überdies  der  oben  bei  dem  van  dek  WAALs'schen 
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Gesetz  hervorgehobene  Fall  eintreten,  daß  eine  so  gewounene  Formel 
gewisse  Beobachtungen  anscheinend  vollständig  darstellt,  während 
aus  ihr  abgeleitete  Gesetze  infolge  ungünstiger  Kombinationen  ihrer 
Konstanten  kaum  angenähert  der  Wirklichkeit  entsprechen.  Relativ 
vollkommen  haben  sich  die  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  er- 
wähnten Formeln  für  stark  verdünnte  Lösungen  bewährt,  besonders 
der  in  (116')  gegebene  Ausdruck  für  M0,  was  nicht  Wunder  nehmen 
darf,  da  sich  derselbe,  abgesehen  von  dem  WTerte  des  Faktors  /?, 
nach  (104"")  ohne  spezielle  Annahmen  bilden  läßt.  In  der  That 
kann  man  den  nicht  unbedenklichen  Weg,  welcher  zu  der  ersten 
Formel  (116')  geführt  hat,  vermeiden,  indem  man  von  dem  allge- 
meinen Resultat  (104"")  ausgeht  und  darin  die  Konstanten  ch  durch 
eine  Vergleichung  mit  der  Beobachtung  bestimmt;  zu  letzterer  eignet 
sich  besonders  das  unten  abzuleitende  Gesetz  über  den  osmotischen 
Druck. 

Aus  diesen  Gründen  wollen  wir  bei  den  folgenden  Entwicke- 
lungen,  die  einen  in  mancher  Hinsicht  allgemeineren  Fall  betreffen, 
als  die  beiden  letzten  Paragraphen,  Auwendungen  bevorzugen,  bei 
denen  jener  Wert  von  M0  eine  Rolle  spielt.  — 

Wir  denken  uns  nunmehr  zwei  Phasen  («)  und  (ß)  gegeben, 
von  denen  die  eine  n^'  +  1 ,  die  andere  -f-  1  Komponenten  ent- 
hält Ist  die  einzige,  beiden  Phasen  gemeinsame  Komponente  durch 
den  unteren  Index  i  charakterisiert,  so  ist  nach  (85"')  die  einzige 
Gleichgewichtsbedingung,  auf  welche  die  allgemeinen  Regeln  des 
§  12  führen, 

£«> _  r a#;«>  =  :f -  r Mf .  im 

Diese  allgemeine  Formel  kommt  u.  a.  zur  Anwendung,  wenn 
die  beiden  Phasen  zwei  nicht  mischbare  Flüssigkeiten  sind,  welche 
außer  beliebigen,  je  nur  in  einer  von  beiden  lösbaren  Substanzen, 
auch  eine  in  beiden  lösbare  Komponente,  nämlich  eben  (i)  enthalten. 
Sind  beide  Lösungen  so  verdünnt,  daß  mau  den  zweiten  Wert  (116'), 
in  dem  sich  der  Index  (0)  auf  das  Lösungsmittel  bezieht,  für  (i)  an 
Stelle  von  (ä)  benutzen  kann,  so  erhält  man 

also  bei  Benutzung  der  Abkürzung  v.  /  v0  =  /V. 

Diese  Gleichung  enthält  das  Gesetz  der  Verteilung  einer  Sub- 
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stanz  zwischen  zwei  in  Berührung  stehenden  Lösungsmitteln  und  spricht, 
solange  man  die  £  auf  der  rechten  Seite  nicht  kennt,  nur  die  That- 
sache  aus,  daß  das  Verhältnis  der  N  links  allein  von  Druck  und 
Temperatur,  nicht  aber  von  den  absoluten  Konzentrationen  ab- 
hängig ist 

Diese  Betrachtung  läßt  sich  leicht  auf  den  Fall  erweitern,  daß 
beiden  Phasen  mehrere  Komponenten  gemeinsam  sind,  z.  B.  die 
gelöste  Substanz  sich  dissociiert.  Dann  sind  Überlegungen  der  im 
vorigen  Paragraphen  angewandten  Art  mit  den  vorstehenden  zu  kom- 
binieren. Hierdurch  werden  die  Resultate  natürlich  complizierter;  sie 
haben  aber,  solange  man  die  £  unbestimmt  läßt,  stets  den  Charakter 
des  soeben  erhaltenen,  indem  sie  nämlich  aussprechen,  daß  gewisse 
Funktionen  der  Konzentrationen  nur  von  Druck  und  Temperatur 
abhängen.72)  — 

Wir  wollen  uns  nun  zu  dem  wichtigen  Fall  wenden,  daß  die 
gemeinsame  Komponente  in  beiden  Phasen  weitaus  die  Massen  der 
nicht  gemeinsamen  überwiegt,  und  hierbei,  um  die  Verbindung  mit 
früheren  Bezeichnungen  herzustellen,  (i)  mit  (0)  identifizieren. 

Da  und  £W  die  Potentiale  der  Komponente  (0)  in  den  beiden 
Phasen  bei  Abwesenheit  der  übrigen  Komponenten  darstellen,  so  giebt 

118)  £F>-R" 

die  Bedingung  für  die  Koexistenz  der  beiden  Phasen  (a)  und  (ß)  der 
Komponente  (0)  allein. 

Da  die  beiden  Formeln  (1 1 7) und  (1 1 8)  durch  verschiedene  Wertpaarc 
P,  T  und  P0,  T0  erfüllt  werden,  so  schreiben  wir  sie  in  der  Form 

l  rH  -  TM?  =      (P,  T)  -  TMf . 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  allgemeine  Folgerungen 
ziehen,  wenn  AfW  —  M[a>,  und  demgemäß  auch  die  Differenzen 

T  —  T0  =  t  ,  P-P0=*, 

als  Größen  erster  Ordnung  betrachtet  werden  können;  in  diesem  Falle 
giebt  nämlich  die  Differenz  der  resp.  mit  T0  und  T  dividierten 
Formeln  (118') 

a  /  zw  -  Z{a>  \       n  ( 'zw  -  \ 

Vergleicht  man  dies  mit  den  Formeln  (88)  und  (88"),  so  erhält  man 

1 1 8"')  vaß  *  -  -  coaß      =  Mf  -  M«> , 

wobei  vaß  die  Volumenänderung,  roaß  den  Wärmeaufwand  bezeichnet. 
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der  die  Umwandlung  der  Masseneinheit  der  Komponente  (0)  aus  dem 
Zustand  (a)  in  den  Zustand  iß)  begleitet. 

Von  dieser  allgemeinen  Formel  sind  besonders  die  beiden  spe- 
ziellen Fälle  von  Bedeutung,  die  man  erhält,  wenn  man  erst  n  und 
dam»  r  gleich  Null  wählt. 

Die  Formel 

r  =  -  71  [Mf-M^)  119) 

giebt  nämlich  die  Steigerung  der  Gleichgewichtstemperatur  an,  welche 
eintritt,  wenn  man  bei  ungeändertem  Druck  der  Komponente  (0)  in 
beiden  Phasen  verschiedene  weitere  Komponenten  zufügt;  die  andere 

*  =  +  -J--(Mf>  -  M^)  119') 

aß 

analog  die  Steigerung  des  Gleichgewichtsdruckes,  wenn  man  die 
Zufügung  bei  ungeänderter  Temperatur  vornimmt. 

Vorbedingung  für  ihre  Gültigkeit  ist,  daß  nur  die  Komponente  (0) 
beiden  Phasen  gemeinsam  ist 

Wir  wollen  uns  weiterhin  auf  den  Fall  beschränken,  daß  die 
Phase  (ß)  dauernd  von  der  Komponente  (0)  allein  gebildet  wird, 
daß  also  Mff>  verschwindet.  Dieser  Fall  tritt  z.  B.  ein,  wenn  in 
einer  Flüssigkeit  (0)  Substanzen  gelöst  sind,  die  in  deren  dampf- 
förmige oder  feste  mit  der  flüssigen  koexistierende  Phase  nicht  über- 
gehen.   Dann  wird  aus  (119)  und  (119') 

t  =  +        AfJ«>,    n  =  -  J±  M<«\  119") 

aß  aß 

und  wir  können  für  den  speziellen  Wert  (116  )  setzen,  auf  dessen 
Wichtigkeit  im  Eingang  dieses  Paragraphen  hingewiesen  ist.  Be- 
zeichnen wir  noch  die  Produkte  /u0wa^  und  fi0vaßf  d.  h.  die  Um- 
wandlungswärme und  Volumeuänderung  eines  Grammmolektiles,  mit 
(o'aß  und  vuß,  so  erhalten  wir  schließlich  7S) 

»-  +  5äsn.  »--5T;2v  u«r> 

Diese  Formeln  geben  die  Änderungen  von  Siede-  resp.  Schmelz- 
temperatur bei  konstantem  Druck,  sowie  die  Änderung  des  Gleich- 
gewichtsdruckes bei  konstanter  Temperatur,  die  eintreten,  wenn  man 
in  der  Flüssigkeit  fremde  Substanzen  löst,  welche  die  oben  hervorge- 
hobenen Eigenschaften  besitzen. 

Da  (oaß  beim  Schmelzpunkt  negativ,  beim  Siedepunkt  positiv 
ist,  so  wird  die  Schmelztemperatur  durch  Zufügung  lösbarer  Sub- 
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stanz  stets  erniedrigt,  die  Siedetemperatur  stets  erhöht  vaß  ist  beim 
Siedepunkt  stets  positiv,  beim  Schmelzpunkt  bald  positiv,  bald  negativ ; 
der  Sättigungsdruck  wird  also  durch  den  Zusatz  lösbarer  Substanz 
im  ersteren  Falle  stets  vermindert,  im  letzteren  bald  gesteigert,  bald 
vermindert 

Die  Formeln  (119"')  sind  in  der  Praxis  oft  deshalb  schwierig 
anzuwenden,  weil,  wie  schon  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  er- 
örtert, die  gelösten  Substanzen  häufig  sich  dissociieren,  nicht  selten 
aber  sich  auch  polymerisieren.  Über  die  Art,  wie  dies  geschieht, 
kann  man  meistens  keinen  vollkommen  sicheren  Aufschluß  erhalten, 
und  dann  ist  die  Anwendung  der  Formel,  in  der  vh/v0  jederzeit  dem 
Dissociationszustand  entsprechend  zu  bestimmen  ist,  schwierig.  In 
der  That  wendet  man  sie  auch  häufig  umgekehrt  dazu  an,  um  über 
den  Dissociationszustand  durch  die  Beobachtung  der  Änderungen 
des  Schmelz-  und  Siedepunktes  Aufklärung  zu  erhalten. 74)  — 

Denkt  man  sich  die  Lösung  und  das  reine  Lösungsmittel  durch 
eine  nur  für  die  gelösten  Substanzen  undurchlässige  Wand  voneinander 
getrennt,  so  tritt  laut  der  Beobachtung  ein  Gleichgewichtszustand 
nur  ein,  wenn  man  auf  die  Lösung  einen  größeren  äußeren  Druck 
ausübt,  als  auf  das  Lösungsmittel.  Die  Wand  erfährt  dabei  also 
von  beiden  Seiten  verschiedene  Drucke;  da  aber  das  Lösungsmittel 
frei  durch  sie  passiert,  so  scheint  es  möglich,  die  Gleichgewichts- 
bedingung (1 17)  auf  dasselbe  auch  hier  in  Anwendung  zu  bringen.76) 
Damit  die  in  der  halbdurchlässigen  Wand  selbst  befindlichen  Teile 
des  Lösungsmittels  bei  dem  diesseits  und  jenseits  verschiedenen 
Druck  im  Gleichgewicht  verharren  können,  müssen  sie  eine  einseitige 
molekulare  Kraft  von  der  Wand  erfahren;  befinden  sich  die  äußeren 
Begrenzungen  des  Systemes  in  endlicher  Entfernung  von  jenem 
Diaphragma,  so  geht  diese  Wirkuug  in  die  Gleichgewichtsgleichung 
nicht  ein,  da  ihre  virtuelle  Arbeit  verschwindet 

Wir  setzen  daher,  indem  wir  wieder  (i)  mit  (0)  identifizieren 
und  den  ersten  Wert  (116')  für  M()  benutzen, 

Für  £0  erhalten  wir  eine  angenähert  richtige  Form,  indem  wir 
von  der  nach  (31'")  gebildeten  Gleichung  für  das  spezifische  Vo- 
lumen v  ausgehen  und  schreiben 

120)  dv  =  v{adT-  ßdP), 

worin  u  den  räumlichen  thermischen  Dilatationskoeffizienten,  ß  den 
Kompressionsmodul  bei  allseitig  gleichem  Druck  bezeichnet. 
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Damit  kombinieren  wir  die  Formel  (31"),  nach  welcher 

120")  d\ü  =  rpdT-  TvadP 

ist,  und  erhalten,  indem  wir  r  und  in  dem  kleinen  Glied  mit  ce 
auch  cev  als  konstant  annehmen, 

1  =  rpHT)-vaP+k,  120") 

worin  k  die  Integrationskonstante  bezeichnet 

Ferner  ergiebt  sich,  wenn  wir  die  äußere  Arbeit 

d'a  =  -vP(ccdT-  ßdP) 

zu  d\>  addieren, 

de  =  rpdT-  vu{TdP  +  Pdl1)  +  vßPdP,  121 

also  bei  ähnlicher  Annäherung 

t  =  rpT-vaTP+  ivßP*  +  Ä,  121') 

unter  h  eine  andere  Integrationskonstante  verstanden. 
Daraus  folgt  aber  für 

J*l-Tjf  +  Pv  der  Wert: 

S  =  (r,-A)T-r/#7(T)  +  Pi/(i  +  ^  +  a.J    121 } 

Hierin  ist  bei  allen  in  Betracht  kommenden  Fällen  \ßP  sehr 
klein  neben  Eins,  und  man  erhält  bei  seiner  Vernachlässigung 
schließlich 

£=  /»('/•)  +  Pv.  121"') 

Setzt  man  diesen  Wert  bei  beiderseitig  gleichem  7",  aber  ver- 
schiedenem P  in  Formel  (120)  ein,  so  resultiert,  da  man  den  kleinen 
Unterschied  der  spezitischen  Volumina  rj»>  und  vff  ignorieren  kann, 

».  Po  W  -        -  *  12  ("£ )""  •  122) 

Die  Druckdifferenz  P(0n)  —  PW>  =  p  nennt  man  den  osmotischen 
Druck  in  der  Lösung.  Man  erhält  aus  (122),  da  v0p0=  Q0  und 
q0  v0  =  1  ist,  bei  Fortlassung  des  Index  (or) 

p  =  BT^vh,  122^ 

so  daß  p  als  eine  Summe  von  Gliedern  ph  erscheint,  die  den  ver- 
schiedenen gelösten  Substanzen  ihren  Ursprung  verdanken.  Jedes 
Glied 

Ph  =  B  *rph 
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nimmt  wegen  Jt  =  Bhph  die  Form  an 
122")  Ph  =  BhQhl\ 

Darin  ist  Bh  die  Konstante  des  BoYLE'schen  Gesetzes  für  die 
vergaste  Substanz  (A),  gh  die  Dichte  derselben  innerhalb  der  Lösung. 

Der  osmotische  Druck  folgt  hiernach  also  dem  Botle' sehen 
Gesetz  mit  demselben  numerischen  Werte  der  Konstanten,  welcher 
der  vergasten  Substanz  zugehört 

Damit  ist  das  Gesetz,  welches  wir  auf  S.  61  aus  der  kinetischen 
Vorstellung  plausibel  gemacht  haben,  nun  auch  thermodynamisch, 
wenngleich  nicht  ohne  spezielle  Annahmen,  abgeleitet 
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